Titulo original: A SurveEY OF MODERN ALGEBRA 
Traducido de la 12.* edición inglesa (1953), con autorización de 


THE MACMILLAN COMPANY 


Copyright 1941 in the United States of America 
by THE MACMILLAN COMPANY 
AU rights reserved—no part of this book may be reproduced in 
any form without permission in writing from the publisher, ex- 


cept by a reviewer who wishes to quote brief passages in connec- 
tion with a review written for inclusion in magazine or newspaper 


Primera edición en español, 1954 


OQ EDITORIAL VICENS — VIVES, 1963 


Reservados todos los derechos en España y demás países 
de habla castellana 


Prohibida la reproducción total o parcial de la presente 
obra sin permisc expreso por escrito del Editor. Se ex- 
ceptúan de esta prohibición las citas breves en artículos 
de periódicos o revistas destinados a reseñar esta obra. 


1.* Retmpresión, 1960 
2. Reimpresión, 1963 


Derfósito Lesal, B. 3419 -- 1960 


PRINTED IN SPAIN 
IMPRESO EN ESPAÑA 


Eclitado por EDITORIAL VICENS— VIVES, Avda. de Sarriá, 136, Barcelona, 17 


- 


Impreso por GRAFICAS INSTAR, San Gervasio de Cassolas. 79, Barcelona. 6 


Prólogo del traductor 


En la literatura científica en castellano carecíase de un tra- 
tado didáctico de Algebra moderna, Creemos, sinceramente, que 
la traducción que ofrecemos será muy útil al público estudioso de 
nuestra patria y de los paises de habla castellana, entre otras ra- 
zones, por la importancia de la materia tratada, por la eficiencia 
y valor de la obra y, asimismo, por la personalidad de sus autores, 
los prestigiosos profesores G. Birkhoff y Saunders MacLane. 

Existe, como es bien sabido, una marcada distinción entre el 
Algebra clásica y la llamada Algebra moderna. Esta ha surgido 
como superación de aquélla para atender a cuestiones originadas 
en los más diversos campos de las Matemáticas. Al Algebra mo- 
derna corresponde, en efecto, lograr una fundamentación y siste- 
matización precisas para el estudio de los conjuntos en que se 
definen operaciones (la naturaleza de los elementos del conjunto 
y de las operaciones entre ellos es indiferente ; lo esencial son las 
reglas de cálculo). Se comprende, desde luego, que al corresponder 
al Algebra moderna un problema tan general como el señalado, 
sus métodos y resultados penetren en los más variados dominios 
de la Matemática y aun de la Ciencia en general. Efectivamente, 
ésta tiende, cada vez más, a la abstracción conceptual, y, por ende, 
a utilizar los recursos y el lenguaje de aquélla. 

La exposición de una doctrina tan esencialmente abstracta sin 
que resulte árida para el lector no especialmente preparado, hu de 
ser, necesariamente, obra maestra de método y claridad didáctica. 
Esto es lo que han conseguido los autores del presente tratado. 
Buena prueba de ello son las doce sucesivas ediciones del texto 
americano, así como el universal consentimiento que han hallado, 
en el mundo entero, entre profesores universitarios, técnicos indus- 
triales y estudiosos interesados por la ciencia contemporánea. 


y 


vin PRÓLOGO DEL TRADUCTOR 


El secreto de semejante éxito estriba, sin duda, en la eminente 
capacidad científica y la extrema habilidad didáctica de los autores, 
de acrisolada autoridad mundial en el campo de la investigación. 
G. Birkhoff y Saunders MacTiane, profesores de Matemáticas de 
las Universidades de Harvard y Chicago, ocupan, en efecto, uno 
de los primeros rangos en ambos aspectos en la constelación cien- 
tífica mundial. 

Nos consideraremos altamente satisfechos si con la versión de 
esta obra al castellano logramos una nueva etapa de progreso en 
conocimiento tan esencial para el desarrollo de la ciencia y la téc- 
nica modernas. 


R. Ronrícuerz VinaL 


Prefacio 


La más notable caracteristica del Algebra Moderna es la inves- 
tigación de las propiedades teóricas de sistemas formales dados, 
tales como grupos, anillos, campos y espacios vectoriales. Al escri- 
bir el presente texto nos hemos esforzado en destacar este inétodo 
«abstracto», pero dejándonos guiar por una interpretación muy 
amplia del significado del Algebra Moderna. Nos parece que gran 
parte de este significado está en la interpretación personal del 
tema. Por consiguiente, hemos intentado en todo caso expresar el 
apoyo conceptual de las varias definiciones. Esto se ha logrado 
ilustrando cada nueva idea con numerosos ejermplos, lo más fami- 
liares posible. Ello parece de especial importancia en un texto 
elemental, porque sirve para destacar el hecho de que todos los 
conceptos abstractos nacen del anúlisis de situaciones concretas. 

Para desarrollar en el estudiante la facultad de pensar por: sí 
mismo mediante estos nuevos conceptos, hemos incluído gran va- 
riedad de ejercicios sobre cada tema. Algunos de estos ejercicios 
son puramente de control, pero algunos exploran más profunda- 
mente en los nuevos conceptos y otros ofrecen desarrollos teóricos 
adicionales. Tios ejercicios del último tipo ofrecen el importante 
servicio de familiarizar al estudiante con la construcción de demos- 
traciones formales. La selección de ejercicios permitirá al profesor 
adaptar el texto a estudiantes de diversos grados de madurez. 

El Algebra Moderna, además, facilita una reinterpretación de 
los resultados del Algebra Clásica, dándoles mayor generalidad y 
unidad. Por lo tanto, en vez de omitir estos resultados, hemos 
procurado incorporarlos de modo sistemático al marco de ideas del 
Algebra Moderna. 

También hemos tenido en cuenta el hecho de que para muchos 
estudiantes, el valor del Álgebra está en sus aplicaciones a otras 
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ciencias: Análisis Superior, Geometría, Fisica y Filosofía. Esto 
ha influído en la atención que hemos prestado a los campos real 
y complejo, a los grupos de transformaciones contrastados con los 
grupos abstractos, a las matrices simétricas y reducidas a forma 
diagonal, a la clasificación afín y métrica de las cuádricas y, final- 
mente, en la inclusión del álgebra de clases, teoría de redes (lat- 
tices) y números transfinitos, cuestiones que son de importancia 
en la Lógica matemática y en la moderna Teoría de Funciones. 

La cuestión de las matrices y sus aplicaciones es de gran impor- 
tancia ; hernos procurado darla con completa independencia, sin 
acudir a otras materias que puedan obscurecerla. Es deseable que 
no se tengan sólo presentes las operaciones formales con matrices, 
-sino también su interpretación (ínuchas veces descuidada) como 
transformaciones lineales. Hemos mantenido siempre a la vista 
esta interpretación, destacando las oportunas propiedades en el 
espacio vectorial. Las propiedades de las matrices regulares se 
desarrollan por el método directo, sin el auxilio de los determi- 
nantes, pero el profesor que preficra este último inétodo, puede 
anticipar el cstudio completo de las propiedades básicas de los 
doterminantes, que se expone en el Capítulo X. 

El libro comienza con dos capítulos dedicados a los números 
enteros y racionales, desarrollando los correspondientes conceptos 
abstractos de dominio de integridad y campo (o cuerpo), así como 
algo de la teoría elemental de números. Los tres capítulos siguien- 
. tes tratan, en lenguaje moderno, los puntos básicos de la teoría de 
ecuaciones, incluyendo la estructura de los sistemas de números 
reales y complejos. En el Capítulo VI se introduce, con multitud 
de ejemplos, el concepto fundamental de grupo. Éste se aplica, en 
los Capítulos VII a X, a los espacios vectoriales y matrices. Los 
Capítulos XI y XII se dedican a los conjuntos y Aritmética trans- 
finita. Finalmente, los tres últimos capítulos proporcionan una in- 
troducción al Algebra conmutativa y Aritmética : ampliaciones de 
un campo, números algebraicos, ideales y grupos de Galois. La 
tcoría de Galois es desarrollada, sin apelar a las funciones simé- 
tricas, por el elegante método de Artin. 

Muchos de estos capítulos son mutuamente independientes ; 
por ejemplo, el capítulo sobre teoría de grupos puede darse inme- 
diatamente después del Capítulo 1, mientras que los relativos a 
ideales y campos (al principio de los Capítulos XIII y XIV) pue- 
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den ser estudiados a continuación del capítulo sobre espacios vec- 
toriales. 

Esperamos que estas ordenaciones puedan hacer el libro adap- 
table a cursos de diverso tipo. Un año escolar típico puede darse 
con los Capítulos T a X (omitiendo algunas secciones, que se han 
señalado con un asterisco), más algunos puntos escogidos de los 
otros capítulos. Tal curso supondría sólo conocimientos normales 
de Algebra clásica. Los estudiantes que dominen la teoría de las 
ecuaciones pueden suprimir, o repasar ligeramente, los Capítu- 
los TIT-V, dedicando, en cambio, más atención a los últimos del 
libro. 

Un curso más breve, destinado a proporcionar los conocimien- 
tos que se utilizan en la Física, puede basarse en los Capítulos VI 
a X, dándole siempre a la palabra «campo» un significado restrin- 
gido al campo real o al complejo. Un curso breve de Algebra abs- 
tracta puede hacerse con los Capítulos 1-TV, VI, VIT, VITT, XT. 
XIII y XIV. Muchas otras distribuciones son posibles. 

Nuestra deuda con varios textos magistrales de Algebra Moder- 
na es evidente; hemos también consultado con provecho los apun- 
tes del Prof. Nathan Jacobson. Nuestra gratitud al Dr. Walther 
Leighton, Prof. Clifford Bell y Prof. A. D. Campbell, que utili- 
zaron una primera redacción de este libro y nos ofrecieron sus co- 
mentarios y sugestiones. Apreciamos la ayuda de Mrs. Saunders 
MacLane, que contribuyó con su labor de secretaria; de Theo- 
dore Singer, que comprobó los Ejercicios, y de otros muchos estu- 
diantes y colegas que nos han ayudado en la preparación de este 
libro. 


GARRETT BIRKHOFF 


SAUNDERS MacLaAnre 
Cambridge. 
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CAPITULO I 


Los enteros 
1. Introducción 


El Algebra Moderna ha puesto de manifiesto toda la variedad 
o importancia de los sistemas matemáticos posibles. En esta obra 
construireinos y estudiaremos varios de tales sistemas ; pero el más 
importante de todos ellos es también el más antiguo, y consiste en 
el conjunto de los números enteros positivos (números naturales). 
Otro sistema, algo más amplio, es el formado por todos los núme- 
ros enteros (positivos, negativos y eero). Comenzaremos con la dis- 
cusión de este último, porque presenta estrechas semejanzas con 
otros sistemas mús generales introducidos por el Algebra Moderna. 

En vez de intentar definir directamente lo que son los números 
enteros, comenzaremos por suponer que estos enteros, cualquier 
cosa que ellos sean, vienen obligados a satisfacer ciertas leyes alge- 
braicas fundamentales. Estas leyes o hipótesis se eligen de tal 
modo que ses posible demostrar, a partir de ellas, todas las otras 
propiedades de los enteros. Se dirá que un sistema tal de hipótesis 
constituye los axiomas o postulados fundamentales del sistema de 
los enteros. Veremos más adelante (Cap. 1, $13) que cualquier 
sistema de entes que los satisfaga es, salvo la notación, equiva- 
lente a dicho sistema de enteros. 

Algunos de los postulados que definen a los enteros pueden ser 
reemplazados por otros igualmente convenientes, tales como la po- 
sibilidad de la división, o la posibilidad de resolver la ecuación 

?=—1. La construcción de nuevos sistemas que tengan estas pro- 
piedades nos lleva inevitablemente a considerar nuevas clases de 
números, como las fracciones o los números reales (esto es, todos 
los que tienen desarrollo decimal indefinido) o los núrneros com- 
plejos (en los que interviene ¿=yY—1), 

Y] inétodo de los postulados (o método axiomático) es común- 
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mente empleado en la enseñanza elemental de la Geometría plana 
y del espacio. Pero mientras en la primera, por ejemplo, se desarro- 
llan las consecuencias de un conjunto adecuado de postulados, que 
se suponen aplicados a los puntos de un plano, y sólo a ellos, el 
desarrollo sistemático del Algebra implica un sistema de postulados 
que son aplicables simultáneamente a muchos sistemas algebraicos. 
Por ejemplo, la ley distributiva a(b+c)=ab+ac, y varias de las 
otras reglas familiares del cálculo algebraico, se aplican igual- 
mente a las diversas familias de los números enteros, fracciona- 
rios, reales o complejos. Por este motivo es conveniente disponer 
de nombres genéricos que sean aplicables a todos los sisternas que 
cumplen un conjunto dado de postulados. Este es el origen de va- 
rias locuciones, que serán definidas más adelante, tales como «do- 
minio de integridad», «anillo», «grupo», «espacio veetorial», etc., 
todas de importancia primordial en cl Algebra Moderna. 


2. Dominios de integridad 


Analicemos en primer lugar las propiedades de la adición y 
multiplicación en el sistema de los enteros ordinarios : 0, +1, +2, 
+3, ... Las siguientes leyes quedan satisfechas por todos los en- 
teros a, b,c: 


Adición Multiplicación 
Ley conmutativa a+b=b+a ab=ba 
Ley asociativa a+ (b+c)=(a+b)+<c a(be) =(abde 
Ley distributiva a(b+c)=ab+ac 


Las leyes conmutativa y asociativa resultan tan conocidas que 
so las utiliza sin mención expresa. Por ejemplo, con a+b+c se de- 
signan indistintamente los números a+(b+c) y (a+b)+c, sin ha- 
cer distinción del orden con que se comienza a sumar. 

El número cero tiene la propiedad característica de que deja 
inalterado cualquier otro con el que se suma. Diremos que el cero 
es un «elemento idéntico» para la adición. Por evidente analogía 
forimal, el 1 será llamado elemento idéntico para la multiplica- 
ción. Brevemente : 


Identidades : a+0=a a-1=a para todo, a 
El opuesto —a de un entero a tiene la propiedad de ser 
Aditivo inverso (opuesto) : a+ (—a)=0 
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Esta ley es equivalente a afirmar que la ecuación a4+7=0 tiene 

como solución -=—a. Finalmente, los elementos no cero que apa- 

rezcan como factores en los dos miembros de una igualdad, pue- 
den ser suprimidos o reducidos, es decir : 


Ley de simplificación : SicX%0 y ca=cb, es a=b 


Estas misinas leyes algebraicas se aplican igualmente a otras 
clases de números; son válidas, por ejemplo, para los racionales 
y para los reales. Incluso se aplican, no sólo a los números, sino 
también a los polinomios. Por lo tanto, será conveniente llamar 
«dominio de integridad» a todo conjunto de elementos que satisfa- 
gan estas leyes, He aquí el enunciado completo de este convenio : 


DEFINICIÓN. Un dominio de integridad D es cualquier con- 
junto de elementos entre los cuales están definidas dos operacio- 
nes, llamadas adición y multiplicación, con las siguientes propie- 

. dades : p 


a) Cada par de elementos a y b de D determinan univoca- 
menle una suma a+b y un producto a-b en D, de nodo que sean 
válidas la ley distributiva, las dos leyes asociativas * “y- las dos con- 
mulativas ; 


b) D contiene dos elementos distintos, O (cero) y 1 (uno), 
que son idénticos para la adición y la multiplicación respectiva- 
mente; 


c) Para cada a en D, la ecuación a+x=0 tiene en D una so- 
"lución, x=—Aa. 


d) Es válida la ley de simplificación de productos. 


El conjunto J de todos los enteros, el conjunto R de todos los 
números racionales y el conjunto R* de todos los números reales 
son ejemplos de dominios de integridad. Otro ejemplo, menos co- 
rriente, es el de todos los números de la forma a+b48, donde 
a y b son enteros ordinarios. La suma y el producto de dos nú- 
meros de esta forma puede ser siempre puesto en la misma forma, 
pues 


(14043) +(c+dY3)=(4+c)+(db+d)43 
(a+1V43) (c+dV/3)=(ac+3bd)+ (ad +bc) 43 
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Es fácil comprobar que con estas fórmulas se cumplen las leyes 
dlistributiva, asociativa y conmutativa; se observa también que 
()=:04043 es el cera, y 1=14+043 es la unidad. Además, la ecua- 
ción (a+b43)+x=0, tiene por solución z=—a—by3, que es un 
número de la forma que estamos considerando. Por último, la ley 
dle simplificación de productos también es válida, como se demos- 
Grará al final de estu sección. 

Dados estos varios ejemplos de dominios de integridad, cual- 
quier resultado válido en uno de ellos, que hayamos deducido me- 
diante sólo las hipótesis o postulados de la definición, será también 
válido on todos los otros. Esta observación es aplicable a las pro- 
piedades -usuales de la adición y la multiplicación, que ahora va- 
rnos a deducir a partir de los precedentes postulados. 


Regla 1. Hay tan sólo un elemento cero (elemento idéntico 
on ls adición). En efecto, si hubiese un segundo 0', con a+0'=a 
y b40=:b, y haciendo a=0, b=0', y aplicando la ley conmutativa, 
sería. 

0'=0'+0=0+0'=0 0'=0 


como deofamos. Se prueba de un modo análogo que hay un solo 
«lemento unidad (idéntico en la multiplicación). 


Regla 2. Es válida la ley de simplificación para la suma; 
esto es, 


a+b=a+0 implica b=c 


JEm oferto : sumando —a en ambos rmiembros de la igualdad dada 
y aplicando la ley asociativa, es: 


b=í=a+0)+b=— a+ (a+b)=—a+ (a+ c)=(—+0)+c0=04+c=cC 
(c. q. d.) 


Regla 3. La sustracción es posible y unívoca, lo cual quiere 
decir que la ecuación a+z=b tiene siempre para cada a y ben D 
una solución única. En efecto, por sustitución directa, se comprue- 
ba que (-—a)+b es una solución ; además, si hubiese dos solucio- 
més zz e y, entonces a+x=b, a+y=b, y la ley de simplificación 
de la suma daría y=x. La solución única (—a)+b, se representa 
comúnmente por b—a. 


Regla 4. El elemento —a resulta caracterizado como la única 
solución de la ecuación a+x=0. 
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Regla 5. El elemento idéntico en la adición tiene la propiedad 
a:0=0 para cualquier a. En efecto, por la ley distributiva, 


2-a+4-0=a(a+0)=a:a=a:a+0 
y cancelando a-a en ambos miembros, resulta lo enunciado. 


Regla G. Dos elementos negativos dan producto positivo: 
(—a):(—b)=ab. Para establecerlo consideremos la triple suma 
ab + a(—b) + (—a)-(—b). Con los dos primeros sumandos, por la 
ley distributiva, resulta : a[b+(—b)] =a-0=0; luego toda la ox- 
presión equivale a (—a)-(—b). Análogamente, los dos últimos tér- 
- minos suman [a+ (—a)] (—b)=0-(—b)=0, y la expresión es igual 
a ab. Por consiguiente, (—aM—b)=ab, e. q. d. 

Caso particular es la chocante fórmula (—1) (TD) =1. 


Regla 7. Existo una ley asociativa general, según la cual los 
términos de una suma o los factores de un producto pueden ser 
agrupados arbitrariamente. Para probarlo, se aplica varias veces 
sucesivas la ley asociativa ordinaria, y se obtiene que la suma de 
n números dados es independiente del modo en que se les agrupa 
entre paréntesis (*). Por esta razón, una suma así se escribe de 
ordinario sin ningún paréntesis: a,+...+%.. Lo mismo se dice 
para el producto. 


Regla 8. La ley conmutativa hace posible alterar el orden de 
los términos ; hay, pues, una ley'asociativa y conmutativa general, 
según la cual, la suma (o el producto) de n términos dados tiene 
el mismo valor, eualquiera que sea el modo de ordenarlos y de 
agruparlos. 

Otras muchas leyes sencillas se deducen del anterior sistema de 
postulados, y algunas se proponen a continuación como ejercicio. 

Otra ley algebraica fundamental es la que se utiliza en la resolu- 
ción de ecuaciones cuadráticas, euando se afirma que (1 +2) (x—3) = 
=0, significa o que 74+2=0 o que z—3=0. La ley general se 
formula así : 

(1) si a-b=0, oesa=00 es b=0 

La demostración es inmediata, por la ley de simplificación. 
. Supongamos, en efecto, que el primer factor a no es cero. Enton- 
ces 4+b=0=a-0, y a puede suprimirse ; luego b=6. Inversamente, 
la ley de simplificación se deduce de esta propiedad y de los res- 


(*) Esta demostración envuelve el empleo de la inducción completa. (Cfr. 45.) 
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tantes postulados, pues si a30, a:b=a-c significa que ab—ac 
=a(b—c)=0, y de aquí, por esta última propiedad, b—c=0, 
y b=c. Por lo tanto, resulta : 


TEOREMA 1. La ley de simplificación para el producto es lógi- 
camente equivalente a afirmar que el producto de dos factores no 
nulos es distinto de cero. 


Los elementos no nulos a y b, cuyo producto ab es igual a cero, 
son llamados a veces «divisores del cero» o «divisores nulos» ; así 
que la ley do simplificación de productos en un dominio de inte- 
gridad D equivale a afirmar que D no contiene divisores nulos, 

Como aplicación de este teorema, demostraremos la ley de sim- 
plificación en el dominio considerado antes, constituído por todos 
los números a+byV3 (a y b enteros), admitiendo que la ecuación 
1*=3y* no puede tener como solución dos enteros x= e y no nulos 
(lo que demostraremos en Cap. III). De aquí resulta que a4+b4V3 
es cero, sólo si a=b=0, ya que a+bV3=0 equivale a a=—by3, 
o sea, a?*=3b?, 

Supongamos ahora que en los números considerados hubiese 
divisores de cero, como 


(a+b43)c+dV3)=(ac+ 3bd) + (ad +bc)W43=0 


Por la observación anterior sería ac+3bd=0, ad+bc=0; si multi- 
plicamos la primera por d, la segunda por e y restamos, resultará 
b(38d* —c*)=0. Como la ley de simplificación vale para los enteros, 
o es b=0 o es 3d*—c*=0. Si 3d?*—c*=0, debe ser d=c=0, por 
lo dicho. Si b=0, las dos ecuaciones anteriores dan ac=ad=0, 
sí que o es a=0 o es c=d=0. En cualquier easo, uno de los su- 
puestos divisores de cero, a+byY3 o c+dyY3, resulta ser también 
igual a cero. 


EJERCICIOS 
1. Demostrar que en todo dominio de integridad son válidas las siguientes 
reglas: 
a) (—a)=(—1)a b) —(a+b)=(—a)+(—b) 
Cc) (—a)b=al—b)==—(ab) d —t—a)=a 
e) al(b—c)=ab —ac D (a —b)+(b—c)=a—c 


8) Existe un solo elemento 1 tal que a-1==a para todo a. 
h) Los únicos elementos «idempotentes», esto es, que satisfacen a la 
igualdad xx=x, son 0 y 1. 
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2. Demostrar la regla 6 a partir del Ejercicio 1 a) y del caso particu- 
lar (—D- (—D=1, 
3. Probar que las siguientes reglas valen en todo dominio de integridad: 
a) (a—Db) + (e—d)=(a+0)— (b+d) 
b) (a—b)— (ce — d)=(a +d)— (b+c) 
e) (a—b) (ce —d)=(ac+bd)— (ad + bc) 
d (a—b)=tec—d) si, y sólo si, a+d=b+e 
4. ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de números son dominio de inte- 
gridad? 
a) Todos los enteros pares. 
b) Todos los enteros impares. 
c) Todos los números de la forma a+by2, con a y d enteros. 
d) Todos los números reales de la forma a+b-5'*, donde a y b son 
enteros. 
e) Todos los números reales de la forma a+b-9'“*, con a y b enteros. 
t> Todos los enteros positivos. 
8) Todos los números racionales enteros cuyo denominador sea 1 o una 
potencia de 2. 


5. Hallar dos ejemplos de dominios de integridad no mencionados en el 
Ejercicio 4. 

*6. Probar que la ley conmutativa de la adición es una consecuencia del 
caso particular a+(—a)=(—a)+a, y de las restantes condiciones para 
un dominio de integridad. (Sugerencia: Desarrollar (a+b)- (1+1) de dos 
modos diferentes, y sumar elementos negativos convenientes.) 


3. Propiedades de orden 


Otro aspecto de la teoría de los números enteros es la posibilidad 
de alinearlos en el orden usual : 


. —4, —3, —£, —1l, O, 1, 2, 3, 4, ... 


Este orden es habitualmente expresado con la relación a<b, 
entendiendo que a<b (se lee ea es menor que b») equivale a ex- 
presar que a está a la izquierda de b en la lista anterior. Pero la 
relación a <b vale si b—a es un entero positivo, y sólo en este 
caso. Por consiguiente, cualquier propiedad de la relación a<b 
podrá ser deducida de las propiedades de los enteros positivos. Con- 
sideremos, pues, como nuevos postulados las tres siguientes pro- 
piedades de los enteros positivos 1, 2, 3, ...: 

Adición: La suma de dos enteros positivos es positiva. 

Multiplicación : El producto de dos enteros positivos es positivo. 


. (*) En lo sucesivo, el asterisco señalará, como ahora, los ejercicios de mayor 
dificultad. 
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Ley de tricotomia: Para cualquier entero a resulta válida una, 
y sólo una, de estas tres alternativas: o es a positivo, o es a=0 
o es —< positivo. 

Estas propiedades las satisfacen también, como es sabido, los 
números racionales positivos, así como los reales positivos ; luego 
todas las consecuencias de estas propiedades serán también verifi- 
cadas por tales sistemas de números. Resulta, pues, conveniente 
llamar ordenado a todo dominio de integridad que contenga ele- 
mentos positivos con las tres propiedades enunciadas. 


DEFINICIÓN. Un dominio de integridad D se dice ordenado si 
existen en él ciertos elementos, llamados positivos, los cuales satis- 
facen las leyes de tricotomia, adición y multiplicación, enunciadas 
arriba para los enteros. 


TEOREMA 2. ln todo dominio ordenado, el cuadrado de cual- 
quier elemento no nulo es positivo. 


Demostración. Sea a? el cuadrado dado, con a+0. Por la ley 
de tricotomía, o a o —« será positivo. En el primer caso, a? es 
positivo, por la precedente ley de Ae En el segundo 
caso, (—a)*=a?, por la Regla 6 de $2; Inego a? es positivo siem- 
pre, C. q. d. 

Corolario. La unidad 1=1* es siempre positiva. 


DErINIcióÓN. En un dominio ordenado, las dos expresiones 
a<b (se lec «<a es menor que b») y b>a («b es muyor que a») 
son equivalentes, y ambas indican que b—a es positivo. Además, 
a<b significa que o es a <b o es a=b. 

De acuerdo con esta definición, los elementos positivos a se 
pueden definir como los mayores que cero. Los elementos b me- 
nores que cero se llamarán negatitos. De la misma definición pue- 
den deducirse un gran número de leyes, bastante conocidas, de la 
relación «menor que». 

Ley transitiva: Si es a<b y b<c, será a<c. 

Demostración. Por definición, la hipótesis a <b y b<c sig- 
nifica que b—a y c—b son positivos; luego, por el principio de 
adición, la suma (b—a) + lc —b)=c—-a es escri lo cual signi- 
fica que a<c. 

Los tres postulados fundamentales de los leerte positivos se 
reflejan en tres propiedades correspondientes de las desigualdades. 
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Adición a una desigualdad : Si es a<b, será también a+c<b+4c. 

Multiplicación por una desigualdad: Si es a<b y O<c, tam- 
bién será ac< bc. 

“Ley de tricotomia: Entre dos elementos cualesquiera a y b es 
válida una, y sólo una, de las relaciones a <b, a=b o a>b. 

Como ejemplo, vamos a demostrar el principio de multiplica- 
ción, según el cual los dos miembros de una desigualdad pueden 
multiplicarse por un mismo número positivo c. Para ello, debere- 
mos probar que bc—ac=(b—a)c es positivo (cfr. Ejerc. 1 de $92). 
Pero esto es consecuencia inmediata del postulado de la multipli- 
cación, pues los factores b-—a y e son positivos ambos. Por razo- 
namiento análogo, se demuestra que la multiplicación por un ele- 
mento negativo invierte el sentido de la desigualdad (ver el próxi- 
“mo Ejerc. 1 c). 


DerinicióN. En un dominio ordenado, se llama valor absolu- 
to la] de un número a al cero cuando a es cero, y en otro caso, 
al elemento positivo del par a, —a. 


Esta definición se reduce a la siguiente alternativa : 
(2) Jaj=+a sia>0;  [aj=—a si a<0 


Por consideración separada de cada uno de los casos posibles, 
se demuestran las leyes del valor absoluto de sumas y productos : 


(3) [a-b[=Ja|-[b];  Ja+b]<la]+]b] 


Ta ley correspondiente a la suma puede también ser obtenida 
como sigue : por definición es —Ja| <a<!la] y —|b| <b<|b|; 
sumando estas desigualdades, 


—([a|+]b]) <a+b<|a|+]b] 


Esto nos indica que, sea a+b positivo o negativo, su valor abso- 
luto no puede exceder a |a|+|b]. 


EJERCICIOS 


1. Deducir de los postulados de un «¿lominlo ordenado, las siguientes reglas: 
a) Sia<b es a+c<b+ce, e inversamente. 
b) a—z<a—y si, y sólo si, z > y. 
cd) Sia<0 es ax > ay si, y sólo si, =< y. 
d) 0O<c y ac< be implican que a< b. 
e) z2+2+2+2=0 implica que ==0. 
1) a<b implica a* <P”. 
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2, Demostrar que la ecuación x*-+ 1=0 no puede tener soluciones en un do- 
sinio ordenado, 

3. Demostrar diversas leyes relativas a la relación « < d. 

4, Demostrar que en todo dominio ordenado [|a]—|b]|<[a—bf. 

5. Demostrar que en un tdorminio ordenado a'=b* implica a=b. 

6. Probar que en un dominio ordenado la ley de simplificación para el pro- 
ducto puede: ser deducida de las restantes hipótesis. (Sugerencia: Aplicar 
la ley de ¿ricotomía.) 

*7 Sea 'D un dominio de integridad en el cual se define una relación a <b 
que obedece a la ley transitiva y a los princlplos para la adición y la 
Inultiplicactión de desizualdades, y a la ley de tricotomía. Probar que 
eliglendo tonvenientemente un conjunto de elementos «positivos», D es 
un conjunta ordenado, 


4. Principio de buenas ordenación 


Los enteros poseen otra propiedad importante, no característica 
algabraitamento y no compartida por otros sistemas de números. 
“Cal es el 

Principio de buena ordenación. Cualquier conjunto de enteros 
positivos que contenga al menos un elemento, contiene un ele- 
mento naínimo. 

En otras palubras, cualquier selección dada de enteros positi- 
vos contiene un entero particular m tal, que cualquiera que sea el 
entero u. en la selección dada, es m <a. Por ejemplo, el más pe- 
queño entero positivo par es 2. Más generalmente, un conjunto 
de números se llama ¿jen ordenado si cualquiera de sus subcon- 
juntos no vazfos contiene un elemento mínimo ; así pues, el prin- 
cipio antedicho indica qe los enteros positivos están bien orde- 
nados, 

Para, destacar la fuerza de este principio, demostremos : 


'Eeoknexa 3. No hoy ningún entero entre 0 y 1. . 


Fisto se ve inmedistamente sin más que echar una ojenda al 
owen natural de los enteros, pero lo que pretendemos es probarlo 
utilizando laz hipótesis fundamentales (postulados), sin necesidad 
de acudir a la referida serie de enteros. Darermos una prueba jn- 
directa. Si hay algún estero c tal que 0<c<1, la clase C de tales 
enteros no estará vacía, Por el principio expuesto, hay un entero m 
mínimo en esta clase ; 3erá 0 <m <1. Multiplicando esta desigual- 
dul por el número positivo m resultará O0<m?<m. Entonces m* 
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es otro entero de la clase C, menor que el supuesto elemento tní- 
nimo de C. Esta contradicción demuestra el Teorema 3. 


TeoremMaA 4. Un conjunto S de enteros positivos que incluya 
al 1 y que incluya al n+1 siempre que incluya al n, incluye tam- 
bién a cualquier entero positivo. 


Demostración. Bastará probar que el conjunto S' de todos los 
enteros no contenidos en S es vacío. Supongamos que S' no sea 
vacío ; contendrá un elemento mínimo m. Pero m+1 por hipóte- 
sis; luego, por el leorema 3, m>1, y m—1 deberá ser positivo. 
Como además m—1<mn, resulta que, por la definición de », 
m— 1 debe estar en S. Se deduce por la hipótesis que (m—1)+1 
=m estará ou S. Esta contradicción deruestra el teorema. 


EJERCICIOS 


1 Demostrar que para cualquier entero a, a—1 es el mayor entero menor 
que q. 

2. ¿Cuáles de los sigulentes conjuntos están bien ordenados? a) todos los 
enteros positivos impares; b) todos los negativos pares; c) todos los en- 
teros mayores que —7; d) todos los enteros impares mayores que 219. 

3. Probar que todo subconjunto de un conjunto bien ordenado está bien or- 
denado. 

4, Demostrar que cl conjunto de enteros que contiene a —1000 y que con- 
tlene a 2+1, si contlene a x, contiene a todos los enteros positivos. 

5. n) Un conjunto S de enteros tlene al entero b como «cota inferior» sí 
b<x para todo x en S; el mismo b puede pertenecer o no pertene- 
cer a S. Demostrar que cualquier S no vacío que tiene una cota 
interior, tiene un clemento mínimo, 

b) Demostrar que cualquier conjunto de enteros no vacto, que tiene 
una «cota superior», contiene un elemento máximo. 


5. Inducción completa. Cálculo con exponentes 


Acabamos de formular una completa relación de las propieda- 
des básicas de los enteros, dependiendo de la adición, multiplica- 
ción y ordenación. Queda, pues, establecido, para lo sucesivo, que 
los enteros forman un dominio de integridad ordenado, Y, en el 
cual los elementos positivos están bien ordenados. Cualquier otra 
propiedad de los enteros puede ser probada por un proceso estricta- 
mente lógico, a partir de las que acabamos de postular. En par- 
ticular, podremos deducir el importante 
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Principio de inducción completa. Asociemos a cada entero n 
una proposición P(n), la cual puede ser verdadera o falsa. Si, pri- 
mero, P(1) es verdadera y, segundo, para cualquier k la verdad 
de P(k) implica la de P(k+1), “entonces P(n) será verdadera para 
todo entero positivo nr. 

En efecto, el conjunto de los enteros k para los cuales P(k) es 
cierta, satisface a las hipótesis del 'Peorema 4, y, por tanto, a su 
conclusión. 

Como ejemplo de las demostraciones por inducción, establece- 
remos ahora, para todo dominio de integridad, la ley distributiva 
general, referente a cualquier número n de sumandos : 


(4) (di +da+...+ba)=4b, +ab¿+... +aba 


Una demostración por inducción requiere, primero, la demos- 
tración para R=1, lo cual es inmediato en este caso. Ein segundo 
lugar, supondremos la ley (4) válida para n=X, e intentaremos 
demostrarla para 2=K +1. Por las leyes asociativas y la distribu- 
tiva simple, es 


Aldy+.. di Ra... +00) +4 Dor] 00, +... + 03) adas, 


Lil primer término de este resultado puede desarrollarse según 
la ley que suponemos válida para K sumandos, luego 


ald,+...+Ddx)=(ab,+...+adx) +abx, 


Pero esto es precisamente la ley (4) para K+1 surnandos. Así 
tenernos una prueba completa, por inducción, de la referida ley. 

Por aplicación sucesiva de esta ley podemos probar una ley dis- 
tributiva más general, en la forma siguiente : 


(5) (41+...+a)(0,+...+b,)= 
=041(0,+...+b)+...+0m(b, +... + da) = 
=41/d,+...+8/da+...+Omb, o... + (nda 


Su enunciado es: El producto de dos sumas puede efectuarse 
sumando todas los productos posilles de un tino de la primera 
suma por un término en la segunda. 

Puede también aplicarse el método de ducción al estudio de 
las poteneias con exponentes enteros y positivos, en un dominio 
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de integridad D. Si n es un entero positivo, la potencia a” repre- 
senta el producto a-a-...-a de n factores. Esto mismo puede ex- 
presarse con la definición recurrente 


(6) ai=a; «A*=aa (para todo a en D) 


la cual hace posible calcular cualquier potencia a” mediante el cálcu- 
lo previo de las potencias más bajas. De estas definiciones se pue- 
den deducir las conocidas reglas relativas a exponentes, m y 2», 
números naturales cualesquiera ; estas reglas son : 


(7) arar = ga 


(8) (am) == gra s (ab)” = qm. pr 


La primera ley, por ejemplo, se demuestra inmediatamente por 
inducción sobre 1. Si 1n=1, la ley es a%*a=a", que es precisamente 
la definición de a”. Supongamos «hora que la ley (7) es cierta para 
eualquier m y para un entero positivo n=k, y consideremos la ex- 
presión anúloga arar", Será 


an = a“tara)= (a7rada=a"*ra =quxol 


lo cual ha resultado aplicando sucesivamente la definición, la ley 
asociativa, la hipótesis inductiva y, por último, otra vez la defini- 
ción. lso cual nos prueba la ley (7) para el caso n=k-+1, y por 
tanto, es aplicable la inducción completa. 

Frecuentemento se utiliza en las demostraciones el siguiente 

Segundo principio de inducción completa. Asociamos a cada 
número natural 1 una proposición P(x). Si, para cada mu, la hi- 
pótesis de que P(l) es verdadera para todo k<m implica la con- 
clusión de que también P(m) es cierta, puede afirinarse que P(1) 
se cumple para todo 2. 

En efecto : sea S el conjunto de enteros para los que P(m) es 
falsa. A menos de ser vacío, tendrá un mínimo m. Por la elección 
de m, P(k) será verdadera para todo k<»m; de aquí, por la hipó- 
tesis, P(m) debe asimisino ser cierta, obteniendo así una contra- 
dicción. Lia única solución es admitir que S es vacío. 


Nota: En el caso m=1, el conjunto de todos los k<1 es vacio, 


así que en lo anterior se supone implícitamente la demostración 
directa de P(1). 
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EJERCICIOS 
Demostrar por inducción que las siguientes leyes para exponentes posi- 
tivos son válidas en todo dominio de integridad: 
a) (qm)j=gna, b) (ab)a=anbx, cd Im=1. 
Demostrar por inducción que 14-2+...pn=n(n+4-1)/2. 


Los coeficientes binómicos (;) se definen por la fórmula 


) =nl/k!(n—k)!, donde n!=1-2-...- (n-- Dn. 


a) Demostrar que (21) + (;) = e + ). 


b) Demostrar por inducción ' fórmula del binomio 
(xy) = 2 A) aX yk 


Demostrar por inducción que x,*+...+xp*>0 excepto sl x,=...=%.=0. 
Demostrar por inducción las siguientes fórmulas sumatorlas: 

a) 1-+4+9+..,+1n"=n(n41) (2n+1)/6 

D) 1-+84+27+...Hn*=[n(n+1)/2)? 

En cualquier dominio ordenado, demostrar que una potencia impar de 
un elemento negativo es negativa. 

Utilizando la inducción, pero no el principio de buena ordenación, de- 
mostrar el teorema 3. (Sugerencia: Con P(n) signifiquemos n > 1.) 
Utilizando el Ejercicio 7, demostrar el principio de buena ordenación 
partiendo del de inducción finita. (Sugerencia: Sea P(n) la propositión 


de que cualquier conjunto de enteros positivos con un término <n tiene 
un término inferior. 


Divisibilidad 


Una ecuación ax=b con coeficientes enteros, no siempre tiene 


solución entera. Cuando existe tal solución, se dice que b es divi- 
sible por a. 


Derinición. Un entero b es divisible por un entero a cuando 


hay algún entero d tal, que b=ad. Entonces escribimos a]b; dire- 
mos también que b es un múltiplo de a y que a es un factor o di- 
dl de b. 


Ho aquí, pues, una nueva relación : «a | bo. Propiedades de clla 


son las leyes reflexiva y transitiva : 


(9) 


alas ajb y ble implica  ajc. 
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La primera ley (9) es trivial, pues a=4-1 significa aj a. La segunda 
hipótesis equivale a decir que b=ad, y c=bd,, siendo d, y d, dos 
enteros ; de lo cual resulta c=a(d d,), o cla, c.q.d. 


- INEOREMA 5. Los únicos divisores enteros de 1 son +1. 


El teorema afirma que si dos enteros « y b son tales que ab=1, 
ha de ser a=+1 y b= +1. En efecto, ab=1 da Jab| =|a|-|b]=1. 
Como son a0 y b+E0, |a] y 1bj son enteros positivos. Como no 
hay enteros positivos entre O y 1 (Teorema 3), por la ley de trico- 
tomía, |Ja]>1 y [b]>1. Si los dos signos, o uno tan sólo, son 
de desigualdad, el producto |al-|b| no puede ser igual a 1. Tin- 
tonces Ja|=1 y |b|=1, y por tanto, a=+1 y b=+1. 

Como a¿=4a-1=(—al(—1), todo entero a es divisible por a, —a, 
+1 y —i. Los números e y —a, por dividirse mutuamento, se 
llaman «asociados». 


Deriyición, Dos enteros a y b se llaman asociados si se veri- 
fican las relaciones a|b y bla. Los asociados de 1 se llaman uni- 
dades. 


Esta definición significa que un entero es una unidad si, y sólo 
si, es un divisor de 1; eon esto, el “leorema 5 establece, simple- 
mente, que las únicas unidades son :El. Si a y b son asociados, 
a=bd, y b=ad,; luego a=a(d d,), y, por la ley de simplificación, 
queda 1=d,d,. O sea, que dd, es un divisor de 1 y, por tanto, 
dd,= +1. Por lo tanto, es b=ad,= +4, así que los únicos asociados 


de a son +4. Dos enteros a y b son asociados si, y sólo si, |a|=]b]. 

DerIinicióN. Un entero p es primo si, siendo distinto de 0 y 
de +1, es divisible únicamente por +1 y tp. 

Los primeros números primos son : 

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, ... 

'Podo número que no es primo puede descomponerse en un pro- 

ducto de factores primos : 
128=2"; 90=9:10=2:5:-3?; 
672=7-96=7-12-8=7 -3-2* 
Se observa por experiencia que obtenemos los mismos factores 


primos cualquiera que sea el método de descomposición. Esta uni- 
eidad la demostraremos al estudiar el m. c. d. 
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Llamaremos factorizar a la operación de descomponer un nú- 
mero en factores primos. 


EJERCICIOS 


1. Lista de todos los div.sores de 12 y de loy de 36. 

Demostrar que si aj b y a[c, entonces a | (b-+c). 

3. Demostrar: Si b es positivo y no primo, tiene un divisor primo positi- 
vo d:< yd. 

4. Presentar la lista ee todos los primos positivos menores de 100, (Suge- 
rencia: Suprimic loz uiúltiplos de 2, 3, 5, 7 y usar el Ejercicio 3.) 

5. Sl a] b, demostrar qu: |Ja| <]D[, cuando es b:40. 


e 


7. El algoritmo de Fuclides 


El proceso ordinario de dividir un entero e por otro b nos da 
“un cociente q y un resto 7. El resultado a/b=q +/b puede expre- 
sarso gin usar explícitamente las fracciones. 


ALGORITNO DE LA DIVISIÓN. Para dos enteros dudos a y b, 
con b>0, existen dos enteros, q y r, tales que 


(10) a=bq+r; 0<r<b 


Imagen geométrics. Si imaginamos los números enteros re- 
prosentados sobre el aje reul, los posibles múltiplos bq de b for- 
man un conjunto de puntos equidistantes sobre el eje. 


-3D -2% -—d 0 b 2b  3b 


El punto representativo de « debe caer en uno de los intervalos 
determinados por esas puntos, por ejemplo, en el intervalo bq y 
b(q+1), excluyendo el punto b(q+1). Esto significa que a=bq+r, 
- siendo + menor que ls amplitud b del intervalo. lísta imagen su- 
giero la siguiente demostración, basada sólo en los postulados. 

Demostración. Txisten ciertamente algunos múltiplos enteros 
de b que no exceden a e ; por ejemplo, como b>0,b>1 (Teor. 3); 
así (—|a |)» <—3a! Ea. Por tanto, cl conjunto de las diferencias 
a— bx contiene por lo menos un entero no negativo, a saber. el 
u—(—]a|)b. De aquí, por el postulado de buena ordenación, exis- 
te wa mínimo no negativo para a— bx, al que llamaremos a — bq=r. 
Por construcción, 7>>0 ; mientras que si r>b, entonces a—b(q +1)= 
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=r—b>0 sería menor que a— bg, contra lo afirmado al elegir q. 
Concluimos, pues, que 0<r<b y que a=bq + (a —bq)=bq +". 


Coronario 1. Dados los dos enteros a y b, quedan determina- 
dos univocamente el cociente q y el resto r, que satisfacen a (10). 


Demostración. Supongamos que sea ad=bq4r=bq'4+r', verifi- 
cándose O0O<r<b y 0O<r<b. Entonces, r—7' =b(q'—q) es en 
valor absoluto menor que b, y es múltiplo de b, luego ha de ser 0. 
De aquí que r=7', bq=bq", q=q. 

Frecuentemente deberemos considerar conjuntos de enteros, se- 
mejantes al ..., —6, —3, 0, 3, 6, 9, ..., formado por todos los 
múltiplos de 3. Estos conjuntos tienen la propiedad de que la suma 
o diferenciá de dos cualesquiera de ellos pertenece al conjunto. En 
general, un conjunto S de números enteros se llama cerrado para 
la adición y la sustracción cuando S contiene la suma a+b y la 
diferencia a—b de dos enteros cualesquiera, «4 y b, de S. Todos 
los enteros pares (positivos, negativos y cero) forman uno de estos 
conjuntos. Más generalmente, el conjunto de todos los múltiplos zm 
¿de un entero fijo m, es cerrado para la adición y sustracción, pues 
m + ym=(x-+y)m es un múltiplo de m. Ahora vamos a probar 
que estos conjuntos, constituídos por los múltiplos de un número, 
son los únicos conjuntos de enteros que tienen dicha propiedad. 


TrorexMa 6. Todo conjunto no vacío de enteros, cerrado para 
la adición y sustracción, contiene sólo el O, o contiene un número 
positivo minimo, del cual son múltiplos todos los demás. 


Sea S el conjunto, y supongamos que contiene un elemento 
aF0; por definición, S contendrá la diferencia a—«a=0, y por 
tanto, la diferencia O0—a=—a; luego S contiene al menos un 
número positivo, 4 o —a. El principio de buena ordenación nos 
dice que en S hay un mínimo positivo bd. 

El conjunto S debe contener todos los múltiplos de b: proce- 
diendo por inducción se ve, primero, que contiene b+1 y, segundo, 
que si está b-k tiene que estar b-l+b=b(k+1). Los múltiplos 
negativos, tal como —br=0—bn han de estar también, por ser 
diferencia entre 0 y 21b. 

Pero S no puede contener. enteros no múltiplos de b, pues si 
hubiera uno a no múltiplo de b, estaría también en $ el resto de la 
división de ambos, 7=a—-bq. Pero r no es negativo y es menor 
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que b, que es el mínimo entero positivo de S; luego debe ser 
r=0 y a=by. 


DerinicióN. Un entero d se llama máximo común divisor 
(m.c.d.) de dos enteros a y b, si es simultáneamente divisor de 
« y de b y además es múltiplo de cualquier otro divisor común. 
En fórmulas, el m. e. d. debe cumplir las tres propiedades si- 
guientes : 

dla; dib; eja y c|b implica c|d. 


Por ejemplo, +3 y —3 son máximos comunes divisores de 6 
y 9. De acuerdo con la definición, si hay varios m.c.d. de dos nú- 
meros, cada uno de ellos debe dividir a los otros; luego serán 1so- 
ciados y diferirán sólo en el signo. Del par +d de m.c. divisores 
do a y db, el número positivo se indicará con el símbolo (a, b). 

Nótese que el calificativo «máximo» en la definición de m.c.d. 
no significa en principio que d tenga mayor magnitud que cual- 
quier otro divisor común c, sino que d es múltiplo de cualquiera 
de tales c. 


'PEOREMA 7. Dos enteros cualesquiera aFO, doFO, tienen un 
m.c.d. positivo (n,b). Este puede expresarse como «combinación 
linealo de a y b con coeficientes enteros s y t, en la forma 


(11) (a, d)=sa ptb 


Demostración. Consideremos los números de la forma sa+£b. 
Para cada dos 


(s,0+1,D)+ (5,0 + 140)= (5, :Esada + (t, + 14)b 


Por lo tanto, el conjunto S de todos los enteros sa-+tb es cerrado 
para la adición y sustracción y, por el Teorema 6, estará consti- 
tuído por todos los múltiplos de un número entero positivo d=sa + tb, 
Por esta fórmula, es claro que todo e factor común de « y b ha de 
serlo de d. Además, los enteros dados, a=1-«4+0-b, b=-0-a+ 1-b, 
pertenecen ambos a S; luego serán múltiplos del mínimo número 
d del conjunto. En otras palabras, dl es un divisor común al cual 
dividen todos los demás divisores comunes ; luego es d=(a, 6), 
c.q.d. y 

Anilogamente, el conjunto M de los múltiplos comunes de a 
y b es cerrado para la adición y sustracción. Su minimo elemento 
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positivo m es un múltiplo común que divide a todos los demás 
múltiplos comunes. Se le llarma mínimo común múltiplo (m. c. m.) 
de a y b. 


TEOREMA 8. Dos enteros cualesquiera a y b tienen un minimo 
común múltiplo [a,b], el cual es divisor de todos los múltiplos co- 
munes, siendo él, a su vez, un múltiplo común. 


Para hallar explícitamente el m.c.d. de dos enteros a y b, se 
puede utilizar el llamado algoritmo de Euclides. Sean a y b posi- 
tivos, ya que un entero negativo puede reermplazarse por su asocia- 
do positivo sin alterar el m.c.d. [o sea, (a, b)=(—a, b)]. El algo- 
ritmo de la división da 


(19) a=bq,-+r,, 0O<r,<b 


Cualquier entero que divida a los « y b, divide al resto r,; recípro- 
camente, todo divisor común de b y r, es divisor de a, como resulta 
por (12). T.os «livisores comunes del par «a, b son, pues, los mismos 
que los del par b,r, así que (a,b)=(b, 1). Esta reducción puede 
repetirse con b y r,, e iterar el proceso 


b=1,4:+"Ta, 0<r,<r;i; 

1 =T2s +7, 0<ri<r,; 
A 

fa-2=Fa-1(n +YTn, 0<T< Tas; 


Pa-1= Fallas 


Como el resto disminuye constantemente, habrá finalmente un 
resto 0, como hemos indicado en la última igualdad. Este razo- 
namiento nos dice que el m.c.d. buscado es 


(a, b)=(b, r))=(1r,, r21=...=(fn-1, fn) 


- Pero la última igualdad de (13) muestra que ra es divisor de Fa-1, 
. Así que el m.c.d, de ambos es el propio rn. El m.c.d. de dos en- 
teros dados «, b, es el último resto distinto de cero que se obtiene 
aplicándoles el algoritmo de Fuclides (19) y (13). 
El mistno algoritmo puede utilizarse para representar explícita- 
mente al m.c.d. como combinación lineal sa-+ tb. Esto se consigue 
expresando los restos sucesivos r, mediante « y b, en esta forma : 


r,=4—bq,=4+ (—q00,, 
r¿=b — qyr,= (—qYa+ (+ q,4b 
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La forma de estas igualdades indica que puede obtenerse 7. 
eomo combinación lineal de « y b, con coeficientes enteros, s y t, 
en cuya expresión intervienen los eocientes qu. 

La forma (a,b)=sa+tb del m.c.d. es de gran utilidad. Una 
consecuencia importante es que si un número primo divide a un 
producto de dos factores, debe dividir por lo menos a uno de ellos : 


TeorEMa 9, Si p es primo, p|ab implica p|a o p|b. 


Por definición de número primo, los únicos factores de p son 
El y +p. Si la conclusión p|a es falsa, los únicos divisores comu- 
nes de p y a son +l, así que 1 es un m.c.d. de « y p, y por lo 
tanto, 1=se+fp. Multiplicando por b, resultará : 


b=sab + pb 


Los dos términos de la derecha son divisibles por p, luego b será 
divisible por p, que es la segunda alternativa del enunciado. 

Si (a,b)=1, diremos que « y b son primos entre sí. Lin otras 
palabras, dos enteros a y b son primos entre sí si no tienen divi- 
sores comunes salvo +1. La demostración del Teorema 9 prueba 
también la siguiente generalización : 


'"Crorema 10. Si (a, c)=1 y cjab, debe ser c|b, 


De aquí resulta una consecuencia, relativa a un entero m que 
sea múltiplo de dos números primos entre sí, « y c. Pues cl nú- 
mero mM, que es de la forma m=ad, es divisible por c, así que, por 
ol teorema, serú c|d, y m=ad=a(ed). Tiuego el producto «c di- 
vide a m. Esto demuestra : 


Trorrma 11. Supuesto que (a, c)=1, a]m y clm, se deduce 
que ac| im. 


EJERCICIOS 
1. Mediante cl algoritmo de Euclides, calcular el m.c.d. de 
2 (14, 35) b) (11, 15) c) (180, 252) 
d) (2873, 6643) e) (4148, 7684) £) (1001, 7635) 


2. Escribir (x, y) en la forma sx+ty (s, t enteros), en :198 tres primeros ca- 
sos del Ejercicio 1. 

3. Demostrar que (0, a)=|a] para cualquier entero a. 

4. Sia>0, demostrar que (ab, ac)=afb, c). 


8] 


11, 
12, 


8. 
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Demostrar que bje y |c] <b, implica c=0. (Esto se utiliza en el Coro- 

lario 1.) a 

a) Demostrar que tres enteros cualesquiera, a, b, c, tienen un m.c. d. 
que puede expresarse en la forma sa+tb-+uc. 

b) Demostrar que ((a, b) c)=(a, (b, c))=((a, c), b). 


Discutir los Ejercicios 3, 5 y 6b), en el caso del m.c. m. 

Extender los resultados del ejercicio 6 al m.c.d. de k enteros. 

Demostrar que el algoritmo de la división vale también para b negativo, 

si r está limitado por 0<r<|b!. 

En el algoritmo euclídeo, demostrar por inducción sobre k que cada resto 

puede expresarse en la forma rx=s,a+txb, siendo sx y tx enteros. 

Dar detalles de la demostración del Teorema 10, 

¿Cuáles de Jos siguientes conjuntos de enteros son cerrados para la adi- 

ción y sustracción simultáneamente? Cuando se dé este caso, mostrar el 

mínimo número positivo del conjunto. j 

a) Todos los enteros mm tales que alguna potencia de m sea divisible 
por 64. 

b) Todos los m con (m, 7)=1, 

c) Todos los m con m|24. 

d) Todos los m tales que G|m y 24|m?. 

e) Todos los m tales que 21m sea divisible por 9, 


Demostrar que un conjunto de enteros cerrado para la sustracción as 
forzosamente cerrado para la adición. 

Demostrar que un conjunto de enteros cerrado para la adición no con- 
siste slempre en los múltiplos de un elemento fijo. 

Si l=sa*+tb, para clertos enteros a, b, s, t, demostrar que « y b son 
primos entre sí. 

St q es un entero tal que, para todos los enteros a y b, q |ab implique 


.Qla o q]|b, demostrar que q es 0, +1 o primo (ctr. Teorema 9), 


a) Demostrar que si (a, m)=(b, m)=1, también (ab, m)=1. 
b) Demostrar que si (a, c)=d, a] b y ce] b, entonces ac] be. 
c) Demostrar que [a, c)=«c/d. 


Teorema fundamental de la Aritmética 


Ahora resulta fácil demostrar el teorema fundamental de la 


Aritmética. 


TrorEMa 12, Todo entero distinto de O puede expresarse como 


el producto de (+1) por factores primos positivos. Esta expresión 
es única, salvo el orden en que los factores se consideren. 


Que todo entero « puede escribirse como un tal producto, pue- 


de demostrarse descomponiéndole sucesivamente en factores me- 
nores. Este proceso supone el segundo principio de inducción com- 
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pleta, y puede desarrollarse como sigue (basta considerar enteros 
positivos) : 

Sea P(a) la proposición que dice que a puede descomponerse 
en factores como expresa el enunciado del teorema 12. Si a=1 0 si 
5 es primo, P(a) es evidentemente cierto. Si a es compuesto, ten- 
drá un divisor positivo b, distinto de 1 y de a, así que a=bc, con 
h<a, c<a. Pero, de acuerdo con el segundo principio de induc- 
ción, podemos suponer que P(b) y P(c) son ciertos, así que b y c 
pueden expresarse como productos de factores primos : 


b=PiPa-+Pes c=00a..-Qa 


obteniéndose para a la expresión compuesta 


= bc=P Pa...Pr a». Qu 


que es de la forma requerida. 
Para demostrar la unicidad, consideremos dos posibles descor- 
posiciones en factores primos de un entero a : 
a=(4 D)p,p,...Ppm=( 14 a..-n 


Como todos los números primos Pp, y q, son positivos, las unida- 
des +1 de ambas descomposiciones han de ser iguales. El factor 
p, es un divisor de 4=:,G1...Qa, ASÍ que la aplicación repetida 
del Teorema 9 asegura que p, divide por lo menos a su factor q; 
dle este producto. Como p, divide a q, y los dos son primos, habrá 
dle ser p,=4q,; ordenado el producto, para que q, aparezca el pri- 
mero y simplificando p, con q; queda 


PxPa- -«Pm=03Q3 +-Qn. 


donde los acentos indican las q, en el nuevo orden. 

Podemos continuar este proceso hasta que en uno de los dos 
miembros de la igualdad no quede ningún factor. 'lampoco podrán 
quedar en el otro, así que m=%x. Hemos, pues, identificado las dos 
descomposiciones, sin más que reordenar los factores del segundo 
miembro, como asegurábamos en el teorema de unicidad. Tin una 
descomposición puede aparecer un número primo p varias veces. 
Agrupando los factores iguales, podemos escribir : 


(14) a=+p"ps*...pa*, siendo (0<p,<p,<... < pa 


8) 
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El teorema de unicidad demuestra que el exponente e, corres- 


pondiente al factor primo ps está determinado de modo único para 
cada entero a. 


*7. 


“eo, 


EJERCICIOS 


Describir un proceso sistemático para hallar el m.c.d. y el m.c.m. de 
dos enteros, de los que se conoce la descomposición en factores primos, 
Mustrándolo con a=216, b=360. y a=144, b=625. (Sugerencia: Es conve- 
niente usar los exponentes 0 para los factores primos que dividen a uno 
de los números a o b, pero no al otro.) 


St Vp(a) indica el exponente de la más alta potencia del primo p divisor 
de a, demostrar las fórmulas 

y) Vp(a+b) > mín. (Vp(a), Vp(b)); 

2) Vy((a, b)=mín. (Vyla), Vp(b)); 

3) Vyla D=Vy(a)+ VD); 

4) V,(la, b))=máx. (Vp(a), Vp(b)). 


St Ja; =2 Y) para V, como el Ejercicio 2, demostrar que 
, 
llab]=|a/] + [bl y Ja+bl < máx (Lal, 197) 


Sca V(a) una función no negativa, con valores enteros, definida para los 
enteros a que tienen las propledades 1) y 3) del Ejercicio 2. Demostrar 
que V(a) es o Idénticamente 0 o un múltiplo constante de una de las 
funciones Vp(a) del Ejercicio 2. (Sugerencia: Primero hallar algún p con 
V(p) > 0.) 

Mediante las fórmulas del Ejercicio 2, demostrar que para enteros posl- 
tivos a y b,ab=(a, bMa, bl. (Para una segunda demostración, cfr, Ejer- 
ciclo 17 c), $7.) 


Demostrar que el número de primos es infinito (Euclides). (Sugerencia: 
Si P. .... Pn son 1 primos, el producto p,...pa+1 no es divisible por nin- 
guno de estos primos.) 

Definir la función e(n) (n entero positivo cualquiera) como el m.c.d. de 
los exponentes que aparecen en la factorización de n. Demostrar: a) para 
r y n dados, existe un entero x tal que x"=n si, y sólo si, r|e(n); 
b) e(nr)=r-e(n); c) si e(m=e(1)=d, es d | e(m, n). 

Si un producto mn positivo es un cuadrado, y si (m, n)=1, demostrar 
que m y n son ambos cuadrados. 


Los posibles triángulos rectángulos con los lados medidos por enteros zx, 
Y y 7, se pueden hallar como sigue: Supongamos que z, y, 2, no tienen 
factores comunes distintos de +1. 


a) Si x?*4+y*=2*, mostrar que r e y no pueden ambos ser impares. 

bD) Si y es par, aplicándole el Ejercicio 8, mostrar que y=2mn, donde 
m y n son enteros, z=m?—n?, z=m*+n? (Sugerencia: Descompo- 
ner 2*— g?.) 
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9. Congruencias 


Al numerar las horas del día, se acostumbra a contar sólo has- 
ta J2 y volver a empezar. Esta sencilla idea de prescindir de los 
múltiplos de un número fijo, 12 en este caso, es la base de la no- 
sión aritinótica de congruencia. Diremos que dos enteros son con- 
yruentes «módulo 12» si difieren en un entero múltiplo de 12. 
Por ejeranlo, 7 y 19 son congruentes y se escribe 7=19 (mód. 12). 


Duriición. a=b (mód. 1) significa que m| (a —b). 


Se puede dlecir igualmente que e=b (mód. m) cuando la dife- 
reacia (4 —-b pertenece al conjunto de los múltiplos de m. Todavía 
cábe obra definición, basada en que el resto de la división de « 
por m es único (Corol. 1 de $7), Podemos, pues, establecer lo que 
giguo : 


TrokrMa 13, La condición necesaria y suficiente para que dos 
enteros a y > sean congruentes módulo m, es que den el mismo 
resto al divictrlos por m. 


Demostración. Como «=b (mód. m) si, y sólo si, a=b (mó- 
duo —-m), bastará demostrar este teorema en el caso 1m>0. Su- 
pongamos primero que a=b (mód. m). Entonces, a—b=cm, Di- 
vidiendo b por m, se obtendrá un resto r, b—mq=r, 0<r<m. 
Entonces . 

a=b+cm=[(qm+r)+cm=(q+c)jm+r 


Este ecusción indica que 7 es el resto de « al dividirlo por m ; 
o gen, (qee e y b dan el mismo resto. 
Recíprocamente, supongamos que el resto es igual y que por 
ende e:==9m4- 1, b=qm-+r. En tal caso, a—b=(q — q)m es divi- 
sible por m, así que a=b (mód. m). 
La relación de congruencia para un imódulo fijo m tiene para 
. enteros cualesquiera a, b y c, las siguientes propiedades, que re- 
euerdyn propiedades análogas de la igualdad : 


Reflexivo : a=a 
SH TU pai . 3 == , 
Dimétrica : a=b implica b=a para todos : (mód. m) 


“Transitiva: ab y b=c implican «=c 
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Cada una de estas leyes se demuestra por la definición de con- 
, gruencia. La ley de simetría así traducida, requiere simplemente 
que m| (a —b) implique m| (b—a). La hipótesis es a —b=dm, y 
la conclusión m|(b—«), puesto que b—a=(—d)jm. 
La relación de congruencia para un módulo fijo m tiene otra 
propiedad que también recuerda a las de la igualdad ; las sumas 
y productos de enteros congruentes son también congruentes. 


“TeorExMA 14. Siaz=b (mód. mm), para todo entero x resulta : 
a+x=b+x, axzbx, -a=—b [todo (mód. 1m)] 


'Pambién aquí la prueba se reduce a recordar la definición. Así, 
la hipótesis es que a—-b=km para algún k; de aquí podcmos 
obtener las conclusiones en la forma 


m|(ayz—b—a), m|(ar—bz), m](—a+b). 


La ley de Simplificación, válida en las igualdades, no lo es en 
las congruencias. Así, 2:7=2-+1 (mód. 12), pero no es 7=1 (mó- 
'dulo 12). Esto sucede por ser 2 divisor del módulo, ast que la di- 
ferencia 2:7—2 será divisible por 12 en tanto se conserve el fac- 
tor 2, Puede enunciarse la ley de simplificación algo modificada : 


_TreoreMa 15. Sic es primo con m, 
ca=cb (mód. m) implica  az=b (mód. m) 


Demostración, De acuerdo con la definición, la hipótesis nos 
dico que m| (ca —cb), o sea, m|e(a — yb), y por ser m primo con €, 
. por el “Peorema 10 resulta m|(4—b), esto es, a=b (mód. m), 
. e.q.d. 

El estudio de las ecuaciones lineales puede extenderse a las 
congruencias. 


'lkorEMA 16. Sic es primo con m, la congruencia cx=b (mó- 
dulo m) tiene una solución entera x. Dos soluciones cualesquiera 
X1 Y X,, Son congruentes módulo m. - 


Demostración. Por hipótesis, m. c. d. (c,m)=1, luego 1 es 
igual a se+ tm para dos enteros convenientes s y t. Multiplicando 
por b, b=bsc+btm. Til último término es múltiplo de m, así que 
b=(bs)c (mód. m). Esto expresa que z=bs es solución de b=xe 
(máód. m). 
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Por otra parte, dos soluciones 7, y Y, de esta congruencia, han 
de dar cx,=C%,, por ser la relación de congruencia simétrica y 
transitiva. Como c es primo con m, se puede simplificar eomo en 
el Teorema 15, y resulta 1,=x, (mód. m). 

Un caso particular importante se presenta cuando el módulo m 
os primo ; entonces, todo entero no divisible por m es primo con él. 
Esto nos demuestra el siguiente 


COROLARIO. Si p es primo y cz£0 (mód. p), entonces cxzzb 
(mód. p) tiene solución única módulo p. 


Consideremos ahora congruencias simultáneas. 


TeorEMA 17. Si los módulos m, y m, son primos entre si, las 
congruencias 


(15) x=b, (mód. m),  x=b, (mód. m3) 


tienen una solución común, x. Dos soluciones cualesquiera son con- 
gruentes módulo m,m,. 

Demostración. Tia primera congruencia tiene como solución b, ; 
la solución más general es z=b,+yM,, para cualquier entero y. 
Esta dobe verificar la segunda congruencia b,-+ym,=b, (mód. m,) 
o ym,=b,—b, (mód. m,); como m, y ma, son primos entre sí, 
podemos resolver esta congruencia por el método del “Peorerna 16. 

Supongamos ahora que x= y Y' son dos soluciones del siste- 
ma (15); será "—z=0 (mód. m,) y —uz=0 (mód. ma). Como 
M, y 1, son primos entre sí, la diferencia —«u es divisible por 
MM. Así que r=x' (mód. m,m,). 

El mismo método de resolución se aplica a dos o más congruen- 
cias de la forma «ayt=b, (mód. my), con m.c.d. (1, m)=1 y con 
los módulos primos entre sí dos a dos. 


EJERCICIOS 
1. Resolver las siguientes congruencias: 
a) 3r=2 (mód. 5) b) Tr=4 (mód. 10) 
c) 243x+17=101 (mód. 723) d) 4x+3=+ (mód. 5) 
e) 6x+3=34 (mód. 10)  6x-+3=1 (mód. 10) 


2. Demostrar que la relación a=b (mód. m) es reflexiva y transitiva. 
3. Demostrar directamente que a=b (mód. m) y c=d (mód. m) implica 
a+c=b+d (mód. m) y ac=bd (mód. m). 


10) 


*9. 


10. 


11. 


*12, 


413, 


*14. 


10. 
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a) Demostrar que la congruencia ax=b (mód. m) tiene solución si, 
y sólo si, (a, m)] b. 

b) Demostrar que si (a, m)[b, la congruencia tiene exactamente (a, m) 
soluciones incongruentes módulo m. (Sugerencia: Dividir a, b y m 
por (a, m).) 

Si m es entero, mostrar que m'=0 o 1 (mód. 4). 

Demostrar que x?*=235 (mód. 100) no tiene solución, 

Demostrar que sí x?=n (mód. 65) tiene una solución, también tiene solu- 

ción x?=65—n (mód. 65), Generalizar este resultado. 

Si x es un número impar no divisible por 3, demostrar que x*=1 (mó- 

dulo 24). 

a) Mostrar con tablas que todos los números entre 25 y 140 pueden ser 
expresados como suma de cuatro o menús cuadrados (el resultado es 
verdadero para todos los números positivos). ] 

b) Demostrar que ningún entero m=7 (méd. 8) puede expresarse como 
una suma de tres cuadrados. (Sugerencia: Generalizar Ejercicio 5.) 

Resolver las congruencias simultáneas: 

a) x2=2 (mód, 5) 3x=1 (mód. 8) 

b) 32=2 (mód. 5) 2r=1 (mód. 3) 


.En una islas desierta, cinco hombres y un mono recogen cocos durante 


todo el día, y después se duermen. El primer hombre se despierta y de- 
clde tomar su parte. Divide los cocos en cinco grupos iguales, y le sobra 
un coco, que Jo da al mono. Después toma su parte y vuelve a dormirse. 
Entonces desplerta el segundo hombre, y haciendo un montón con los 
cocos que quedaron, lo divide en cinco partes Iguales, y le sobra un coco, 
que da al mono. Sucesivamente ocurre lo mismo con cada uno de los tres 
hombres restantes. Encontrar el número mínimo de cocos que formaban 
el montón original. (Sugerencia: Añadir 4 cocos.) 

Demostrar por inducción que el Teorema 17 puede gencrallzarse a n con- 
gruenclas con módulos primos dos a dos. 

Demostrar que si (m,, m,)=(a,, m,)=(0,, m,)=1, entonces las congruen- 
clas simultáneas a,2=b, (mód. my) (i=1, 2) tienen una solución común, 
y que dos soluciones cualesquiera son congruentes módulo m,m,. 
Generalizar el Ejerciclo 13 a n congruencias simultáneas. : 


Clases residuales 


Desde la más remota antigiiedad, el hombre ha distinguido los 


enteros «pares» 2, 4, 6, ..., de los «impares» 1, 3, 5, ... Las si- 


guientes leyes de cálculo entre pares e impares son también cono- 
- cidas : 


16)  par+ par=impar-+impar=par, — par+impar=impar 


par-par=par+impar=par, impar«impar=impar 


Estas igualdades pueden considerarse, no como teoremas rela- 


. tivos a los enteros ordinarios, sino como definición de dos opera- 
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ciones, «adición» y «multiplicación», en una nueva álgebra de los 
dos elementos «par» e «impar». 

Esta álgebra puede también construirse como un álgebra de 
restos módulo 2. Los enteros pares son aquellos que divididos por 2 
dan resto 0, mientras que los impares dan resto 1. Tistos dos res- 
tos pueden sumarse y multiplicarse del modo ordinario, cuidando 
luego de reemplazar el resultado por su resto módulo 2. Tisto nos 
da una, tabla : 


0+0=1+1=0 0+1=1 
0-0=0-1=0 1-1=1 


que en esencia es la misma tabla (16) para pares e impares. Inver- 
samente, puede decirse que la igualdad 1+1=0 es un nuevo modo 
do escribir la congruencia 14+1=0 (mód. 2). 

Un álgebra análoga Jn, de n elementos, resultará partiendo de 
las congruencias módulo n, in la última sección hemos visto que 
la congruencia tiene las propiedades características de la igualdad ; 
es reflexiva, simétrica y transitiva, y las congruencias pueden ser 
multiplicadas y sumadas, como las igualdades. Ein efecto, el Teo- 
rema 14 muestra que si 4=b (mód. n) y c=d (mód. 1) resulta 


(17) a+c=b+d (mód. »n) a:c=b+d (mód. 11) 


El álgebra Ja de los enteros módulo n se obtiene reemplazando 
la congruencia módulo » por la igualdad. Según (17), la suma y 
producto de dos enteros están unívocamente determinados con este 
nuevo significado de igualdad. Cualquicr entero es «igual» a uno 
de los 1 restos posibles, O, 1, 2, ..., 2n—1l. Dos de estos restos 
pueden sumarse (o multiplicarsc) en la forma habitual, reducien- 
do luego el resultado a su resto módulo », del que viene a ser 
«igual», 

Las tablas para el caso n=5 son las siguientes : 


+ 0.112 3 4 : 0.12 3 4 
0 0.112.334 0 0.0. 0 0.0 
1 12.34 0 1 0. 1112.33 4 
2 2 3.4 0 1 21:0 2 4 1 3 
: 3 4d 110929 3 0.3.1.4 2 
4 4 0 1 2 3 4 0. 14 3 2 1 
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'TeoreMaA 18. En el sistema J, de los enteros módulo n, son 
válidas para la adición y multiplicación todas las propiedades enu- 
meradas en la definición de un dominio de integridad, excepto la 
ley de simplificación del producto. 


Demostración. Acabamos de ver que dos elementos cualesquie- 
ra de J, definen univocamente su suma y su producto. Considere- 
mos ahora la ley distributiva. Como a(b+c)=ab+ac para enteros 
cualesquiera, se debe tener a(b+c)=ab+4ac (mód 1), que es la ley 
distributiva para nuestro nuevo concepto de igualdad en J,. El 
mismo tipo de razonamiento se aplica a las otras leyes caracterís- 
ticas de un dominio de integridad, que se expresan mediante iden- 
tidades entre sumas, productos y Olementos negativos. Los prime- 
ros miembros de cada identidad son congruentes módulo » con los 
sogundos miembros. Por lo cual las correspondientes expresiones 
en J, son iguales. 

- El único pastulado que no se conserva inalterado es lu ley de 
- simplificación del producto. Por el 'leorerma 1, esta ley equivaldría 
- a asegurar la no existencia de divisores de O en Ja, así que ab=0 
debiera implicar o 4=0 o b=0. Pero estas igualdades se traducen 
eu Ja por congruencias entre enteros, de modo que tal ley equi- 
valdría a decir: : si ab=0 (mód. 1). o es a=0 (mód. 1) o cs b=0 
.(mód. 1). Esto, a su vez, equivale a decir que n| ab implica o nja 
o a|b, Pero esta proposición es cierta si 1 es primo (Teorema 9). 
Si h no es primo, admite una descomposición 1=ab y entonces 
* lab sin que sea nja ni 1|b. Luego, en este caso Ja no satisfará 
la ley de simplificación. 


: "leorema 19. Para que la ley de simplificación para la multi. 
: plicación sea válida en Ja, es necesario y suficiente que n sea un 
número primo. 


Hay otros modos más sistemáticos para construir el álgebra de 
los enteros módulo n. El artificio de reemplazar congruencia por 
igualdad significa, esencialmente, que todos los enteros que dan el 
- mismo rosto en su división por 2 pueden agruparse, y cada grupo 
«viene a ser un «número» nuevo. Cada uno de tales grupos se llama 
Una «clase residual». Para el módulo 5 hay cinco clases residuales, 

Correspondientes a los posibles restos 0, 1, 2, 3, 1; algunos de 
estas clases son : 
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isla == o A A, 
2=4..., —13, SS, —3, 2, 7, 12, 17, ...) 
E A LA 


Para cada módulo n, la clase residual r, determinada por un 
resto r con 0O<r<mn, está formada por todos los enteros a que 
dan el mismo resto r en su división por 1. Cada entero pertenece 
a una, y sólo a una, clase residual, y dos enteros que pertenecen a 
la misma clase son congruentes mód. 1 (Peorema 13). Hay n ela- 
seg. residuales módulo », a saber: Ou, 1n, ..., (1— Da. 

Cias operaciones algebraicas en Ja pueden efectuarse directa- 
ménte sobre estas clases. Supongamos que la suma de dos restos 
r ys dan en Ja un resto 4, o sea r+s=t (mód. 2»). El mismo resul- 
tado obtendríamos si, en vez de tomar los restos r y s, tomásemos 
otros: elomentos en les clases correspondientes. Si «a está en ra y 
b en sa, entonces a+b está en la clase ta, que contiene a su suma b, 
pues ai=r y b=s implican a+b=r+s=t (mód. 1). ln general, el 
úlgobra Jn puedo definirse como el álgebra de las clases residuales ; 
para sumar (o inultiplicar) dos clases, se eligen dos elementos a y b 
representativos de estas clases, y se busca la clase residual que con- 
tieno a la suma (o al producto) de estos elementos representativos. 
Si € indica la clase residual que contiene a «, esta regla puedo 
formularse así : 


(18) la-+ Da =4n +05, (abda= ada 


Por ejemplo, la suma 1,+2,=3,, de las clases escritas antes, 
puerdlo hallarse sumando dos elementos elegidos como representan- 
tes «dle las mismas, $4- (—-13) por ejemplo, obteniendo usí (—7), que 
está en la clase 3,. Otras elecciones, como —9 + (—3)=—12, 1147 = 
=118, —144+17=3, darán siempre la misma suma 3. 

Lias clases residuales que hemos definido mediante los restos, 
pueden definirse también directamente mediante las congruencias, 
según el método general que será tratado en el Cap. VI. 


EJERCICIOS 
1, Construir las tablaz de adición y multiplicación para J, y J. 


2. Cnleular en J,: (3-9+5, 3-(4-5), 3-(44+5), 3-4+3-5, 
3. Hallar todos los divisores de cero en J,, y en J,,. 
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- 4, Determinar exactamente el conjunto de sumas X+y y productos xy, para 

xen 4, y en 4, ¿Cómo están relacionados los conjuntos 4,+4, y 4,:+4,? 

5. Demostrar la ley asociativa para la adición de clases residuales, como 
en la demostración del Teorema 18. 


11. Algunos conceptos básicos de Lógica 


-— Llegados a este punto, conviene nos detengamos a discutir bre- 
vomente las nociones fundamentales de igualdad, clase, operación 
binaria, correspondencia y relación. 

La noción de igualdad se toma a veces como una de las nocio- 
nos básicas de Lógica, no sujeta a ulterior definición o análisis ma- 
temático. Por el contrario, es a yeees conveniente definir una nueva 
igualdad para elementos de un sistema determinado, tal como he- 

mos hecho en el de los enteros módulo » ; debe entonces probarse 

que la relación de igualdad que se ha definido tiene las propieda- 
" des adecuadas. Desde cualquier punto de vista, una noción acepta- 
ble de igualdad debe cumplir las tres propiedades siguientes, siendo 
a, b, c, elementos cualesquiera : 


Ley reflexiva : Para todo «, d=4. 
Ley de simetria: Si «a=b, también es b=4, 
: Ley transitiva : Si a=b y b=c, también es a=c. 


«Las palabras «clase» y «conjunto» se emplean indistintamente 
para indicar eolecciones arbitrarias de objetos ; así se hablará de la 
clase de tados los números impares mayores que 18, o del conjunto 
. do todos los puntos equidistantes de dos puntos fijos. Listos ejem- 

plos ilustran el hecho fundamental de que cualquier propiedad de- 
termina una clase, a saber, la clase de todos los elementos que tie- 
nen esa propiedad. Recfproeamente, cada clase C determina una 
“propiedad P¿, pues basta decir que un elemento tiene la propie- 
. dad-Pog si, y sólo si, pertenece a la clase C. A menudo conviene 
-escribir «re C» como expresión abreviada de que «rx pertenece u 
la elaso Co. A veces es útil convenir que el conjunto vacio o nulo, 
- esto es, sin ningún elemento, sex también un conjunto a considerar. 

- Dos conjuntos A y B son iguales solamente cuando contienen 
«los mismos elementos, así A=B si cada veA es 2eB y reciproca- 
Mente, Esta igualdad entre conjuntos tiene las propiedades reflexi- 
"Va, simétrica y transitiva. 
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Muchas veces aparecen operaciones sobre pares de números, 
como la adición de dos enteros, la adición de dos clases residuales 
en Ja, el producto de dos números reales, la sustracción entre dos 
enteros y otras semejantes. En tales casos hablamos de una «ope- 
ración binaria». En general, una operación binaria «o» sobre un 
conjunto S de elementos a, b, Cc, ..., es una regla que asigna a 
cada par de elementos a y db de S, un tercer elemento definido uní- 
vocamente, c=4d0b, del mismo conjunto S. Asegurar que este re- 
sultado, c, está definido univocamente, implica, en particular, que 
el elemento c=a 0b no varía si se reermplazan a o bd por elementos 
iguales de S. En otros términos : a=a' implica ; 


(19) aob=dob y  boa=bo00a' 


(«ley de sustitución»). Por combinoción de las dos partes de (19) 
se demuestra que 


(20) a=d y b=b' implica aob=dob' 


Si la operación aob es de adición, la (20) es simplemente el 
axioma de Euclides : «iguales sumados con iguales, siguen iguales». 
Una ley como éstu es, pues, un postulado relativo a la igualdad, 
que debe ser verificado evando se introduzca un nuevo tipo de igual- 
dad, como hicimos en el caso del álgebra Ja de los enteros tmó- 
dulo 1). 

A cada entero a corresponde un valor absoluto | a |, que es úni- 
co, pero cada entero positivo b es el valor absoluto de dos enteros 
diferentes +6. 

"Esto se expresa diciendo que la correspondencia a>|a| es 
«pluriunívoca» o, más concretamente, en nuestro ejemplo, que 
es una correspondencia «dos-unu». Una correspondencia a>a' es 
cualquier ley que establece para cada elemento de a, de una clase A, 
un elemento correspondiente a', de otra clase B, se llamará pluri- 
univoca si cada elemento de A tiene un solo elemento correspon- 
diente en B y cada elemento de B corresponde a lo menos un ele- 
mento de A. Por ejemplo, he aquí una correspondencia : 


ABC DEF GHIJKLMNO PRS TUV WXY Z 
NA NY NANA NI NA NA ONIS 
2 3 4 5 6 7 8 9 0 
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entre 25 letras y 9 cifras. Si se prescinde del par Z<«0 se tiene 
aquí una correspondencia 3—1. 

Otro ejemplo de correspondencia pluriunívoca lo ofrece la reduc- 
ción de cada entero a a su clase residual módulo n, esto es: a >4.. 

Las correspondencias biunirocas, llamadas también correspon- 
dencias uno-uno, son especialmente importantes (*). Una coordi- 
nación a<+a' se llama correspondencia biunivtoca entre un conjun- 
to A y otro conjunto B, si cada elemento a en A tiene en B un 
correspondiente a', y sólo uno, así como cada elemento b en B es 
el correspondiente b=a' de un elemento de A, y. sólo de uno. Por 
ejemplo, la correspondencia +41 es una correspondencia bi- 
unívoca de enteros con enteros, mientras 1+2r es una corres- 
pondencia biunívoca del conjunto de todos los enteros con el con- 
junto de los enteros pares. Otro ejemplo familiar se presenta en 
Geometría analítica : si en un plano se han trazado dos ojes coor- 
denados, x e y, €s sabido que los puntos del plano están en corres- 
pondencia biunivoca con los pares de números reales (x, y). (**). 

Dos enteros cualesquiera pueden estar ligados por «relaciones» 
muy diversas, como en el caso «a=b», «a <b», «a=b (mód. 7)» 
o «<2|b», Cada una de estas frascs indica una cierta «relación bi- 
naria» entre a y b. Fácilmente pueden mencionarse muchas otras 
relaciones entre objetos no matemáticos, tal como, entre dos horm- 
bres, «es hermano de». Esto es un ejemplo de relaciones existentes 
fuera de las matemáticas. Para expresar relaciones en general se 
emplea un símbolo, R, que expresa cualquier relación («Ho se sus- 
tituye en cada caso por «=», 0 «<», o el», etc.). Formalmente, 
«Ho indicará una relación binaria en un conjunto dado S de obje- 
tos cuando, dados dos elementos a y b en el conjunto S, o bien 
a está en la relación Ri con b (simbólicamente, ab) o a no está 
en la relación E con b (en símbolos, aR'b). 

Son especialmente importantes en un conjunto S las relacio- 
nes Ri que, como sucede con la congruencia y la igualdad, satisfa- 
cen a las siguientes leyes : 


Refleriva: aRa para todo a en S. 
Simétrica: aRb implica bla para todos los a, b, en $. 
Transitiva: aRb y dbRe implica alic para todos los a, b, e, en $. 


(%) La designación uno-uno parece preferible; pero adoptamos biunivoca por 
ser ya usual en castellano. (N. del T.) 
(**) Véase, además, Cap. XVI, $ 2. 
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Las relaciones que cumplen estas tres propiedades, esto es, las 
recaciones relexivas, simétricas y transitivas, se llaman relaciones 
de equivalencia. Por ejemplo, la relación de semejanza (o de con- 
gurencia) entre los triángulos de un plano es una relación de equi- 
valencia. 


EJERCICIOS 

1 ¿Cuáles de las siguientes operaciones binarias 4 ob con enteros u y b son 
asociativas y cuáles conmutativas? a —b, at +b*, (a +b)/2, —u —b. 

2 Determinar cuáles de las propiedades «reflexiva», «simétrican y «transi- 
tiva» son fiplicables a cada una de las sigulentes relaciones entre los en- 
teros a yb: a<b, a<b, alb, arta=b*+b, a<]|Db]. 

3 ¡Hacer lo mismo con las sigulentes relaciones entre humanos: «es padre 
«le», «cs hermano de», «cs amigo de», «cs tío de», «es descendiente de». 
¿Debe variarse algo en las respuestas, considerando sólo el conjunto de 
los varont:? 

”4, ¿Cómo cs la relación «es tío «de» respecto a las relaciones «es hermano 
de» y «es padre de»? ¿Puede establecerse una regla gencral semejante 
para deducir una nueva relación de otras dos dudas? 

*$ Una relación R se llama «circular» si «Rb y bRe Implican cRa. Demos- 
tras que una relación es reflexiva y circular sl, y sólo si, cs reflexiva, 
simétrica y transitiva. 

* 4, Mostras: dónde está el error de la siguiente «demostración» de que las 
leyas simitrica y transitiva para una relación R implican la ley reflexi- 
va: «Por la ley simétrica, ab implica bRa; por la ley transitiva, «Rb 
y bRe implican aRa». 

f. Cada una de las siguientes reglas define una correspondencia entre el 

conjunto Y de los enteros y alguna subclase B de los misinos: 

Y a>jajrt D asa 

O au>204+5 dd «a—=>m.c.d. (a, 6) 

Jn cada £nso, determinar la subclase B y estudiar cuándo la correspoa- 

dencia cs biunivoca entre J y B. 

flepetir el Ejerce. 7 reemplazando J por la clase J+ de enteros positivos. 

¿Para qué enteros 1 es la correspondencia x> 60 +7 biunivoca sobre J,? 


3. 
h, 


1%. Sistemas de numeración. Isomorfismo 


La notazión «decimal» usual (o sistema árabe de numeración) 
s: funda en dividir reiteradamente por 10. Por ejemplo : 327 sig- 
rifica 3(10) +2(10)+7. En el caso general, expresando un número 
ratural x« con los simbolos árabes, el último dígito 7 (última cifra 
ce su expresión decimal) es el resto obtenido cuando k se divide 
por 10, así que será k=10q +r, con 0<r<09. Si el cociente q es 
cero, el sírbolo para representar a k consistirá en la sola cifra r; 
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3i q>0, el simbolo para k consistirá en la sucesión de digitos que 
representen al entero q, seguidos del nuevo digito r. 

. Por otra parte, se puede también demostrar fácilmente, efec- 
tuando sucesivas divisiones por 10, que todo entero positivo k pue- 
«do ser representado de modo único en la forma 


(91) k=(10)r¿+ (10)*r,-, +... +10*r, +10r, +70, 


en la cual todos los restos ro, Y,, ..., Ye, están comprendidos entre 
0 y 9 inclusive, y r40. La representación decimal para k es en 
.tal caso la sucesión de cifras fii-,...f To. 
Todas las reglas aprendidas en la enseñanza primaria para su- 
“mar y multiplicar enteros positivos (entre ellas, las establecidas 
para dllevar decenas»), se deducen de las definiciones y las leyes 
algebraicas de $2. El cúleulo con enteros no positivos no encierra 
esencialmente nuevas dificultades. 
Pero después del estudio de las congruencias, es claro que cual- 
quier entero 2> 1 podrá proporcionarnos una base de numeración 
tan lógica como pueda serlo la base 10. Para obtener una notación 
adecuada, únicamente necesitariamos adoptar símbolos especiales 
. (cifras) para los enteros 0, 1, 2, ..., (1—1), que pueden aparecer 

como restos; el inótodo explicado más arriba se puede aplicar en 
todas sus partes sin más que sustituir el 10 por n (*). Ein algunos 
easos, la notación diádica, con base 2, es más útil que el sistema 
decimal. En esta notación, los primeros enteros son : 


Decimal : 11.2 3 4 5 6 7 8 9 
Diádica : 1 10 (Y 100 101 110 111 1000 1001 


So puede establecer y definir de novo un sistema de enteros diádicos. 
Los «enteros diádicos» serían, por definición, el O y las sucesiones 
— finitas de cifras 1 y O comenzando por 1 y precedidas por un signo 
+ 0 —. Tias sumas y los productos de tales números enteros diá- 
dicos se podrían calcular sistemáticamente por las reglas normales ; 
así, 1001 +101=1110. 
Claramente vemos que los diferentes sistemas de «enteros» que 
.Podemos obtener de este modo son equivalentes en un cierto sen- 
- bido. Para establecer con precisión el significado de esta equiva- 


"(*%) Se ha sugerido a veces la adopción de un sistema duodecimal, con hase n=12, 
empleándose los dígitos e para 10 y f para 11 con el fin práctico de simplificar la 
-€xpresión de tas fracciones 1/3, 1/4, etc. Estos propósitos están en el mismo estado 
Que las propuestas para reformar el calendario o para adoptar un lenguaje universal. 
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lencia, llegamos a un nuevo y fundamental concepto algebraico : 
el de isomorfismo. El paralelismo observado antes entre la nota- 
ción decimal y la diádica es una correspondencia biunivoca ante 
el conjunto J(1% de los enteros decimales (positivos, negativos y 
cero) y el conjunto J(% de los enteros diádicos. Además, las reglas 
para la acición y multiplicación en estos dos sistemas dan resul. 
tados correspondientes; la adición de dos enteros decimales y la 
adición. de los dos correspondientes enteros diádicos nos dan resul- 
tados que Se corresponden en nuestra coordinación. Por ejemplo, 
2+6=746104+101=111. Por esta razón, la correspondencia en- 
tro JUD y JJ“) ge dice que es un «isomorfismo». 


¡Derinición, Un isomorfismo entre dos dominios de integridad 
D y D' es una correspondencia binnivoca a > a' entre los elemen- 
tos a de D y los elementos a' de D', que satisface, para cualquier 
pur de elementos a, db, a las condiciones 


(22) (a-b)=o+b", (ab) =0'b' 


Sé dice que los dominios D y D' son isomorfos cuando existe entre 
ellos tal correspondencia. 

De acuerdo con tales leyes, puede decirse que el isomorfismo 
aconserva sumas y productos». Diciéndolo llanamente, dos domi- 
níos de integridad son isomórfos cuando difieren solamente en la 
notación de ug elementos. Otro ejemplo apropiado es el álgebra 
de «para 6 «impar», comparada con el álgebra de 0 y 1, módulo 2, 
que fué tratada en el $10. Lia correspondencia biunivoca 


pare 0, impar e 1 


ez un isomorfismo entre ambos dominios, ya que los elementos co- 
. rrespondientes se suman y multiplican de acuerdo con las mismas 
roglas, [Cfr fórmula (16).] 

En cuinlquíer dotrinio de integridad, la correspondencia idén- 
tica, en ía ewal cada elemento se corresponde consigo mismo, es 
(trivinlmente) un izomorfismo. Algunos dominios de integridad tie- 
nen isomorhsros no triviales consigo mismos. Consideremos, por 
ejemplo, el dlotninio J[Y3], tratado en $2, compuesto por el con- 
junto de números m+4+2:43, con m y n en el dominio J de los en- 
teros ; es isomorfo consigo rnismo en la correspondencia no trivial 
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¿meny3em—nvV3. Esta correspondencia es un isomorfismo, ya 
: que para tolo a=m+nY3 y b=m,+N,V3 tenemos : 


(ab) =[(m+nV3)lm, +1, 43] = 
=[ (mm, +31) + (mn, + m,n) v3]'= 
= (mm, +31) — (mn, — mn) Y 3, 


ab'=(m—n 43), —1, 43) = (mm, +31) — (mn, +00 43 


y del mismo modo (a+bY=a'+b". 

- Un isomorfismo a+«a' no sólo conserva las sumas y produc- 

: tos, sino también las diferencias. Por definición, a—b es la solu- 

" ción de la ecuación b+=a, así que b4+(a—b)=a; como la co- 
.rrespondencia conserva las sumas, b'+(«—b)=4'; esto asegura 
que (a —bY es la única solución de la ecuación b'+xu=04', o sea que 


. (a—dY=a' —b' 
Otras reglas son : 
(23) 0=0,  U'=l,  (—4=—(4) 


que se enuncian : el cero y la unidad de D se corresponden respec- 
tivamonto con el cero y la unidad de D'; y también se correspon- 
don los pares de elementos opuestos. 

Más adelante, veremos que el concepto de isomorfismo se apli- 
ca A los sistemas algebraicos más generales. Se puede definir el 
álgobra abstracta como el estudio de las propiedades de los siste- 
mas algebraicos que se conservan en los isomorfismos. 


EJERCICIOS 


*1 Demostrar que cualquier entero k tiene expresión decimal única dada 
z por (21), 
_ 2. Efectuar los siguientes cálculos en sistema diádico: 101-+1011, (111) (10D, 
11(1100-+110), (10101)*-+ (11). 
9. ¿Cuántas cifras tiene el número 10' en el sistema diádico? 
4. Establecer la regla gencral para adicionar dos números en el sistema 
E diádico. 
5. ¿Es válida en la base 7 la igualdad (101)?=10201? ¿En qué base lo es? 
. Lo mismo para (101) - (102)= (10302). 
¡ 8. Un tendero tiene solamente cinco pesas de, respectivamente, 1, 3, 9, 27 
- y 81 libras. Puede colocar las pesas en ambos platillos de la balanza. 
Mostrar de qué modo pesará hasta 121 libras. 
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7. Los cinco primeros múltiplos 18, 27, 36, .. de 9 son tales que la suma 
de sus cifras; es divisible por 9. ¿Es esto cierto en general? ¿Cómo se 
demuestra? 

* 8, Generalizar el resultado del Ejercicio 7 a cualquier base, además de la 
decimal. 

*9, Dar una regla para extraer la raíz cuadrada en cualquier sistema de nu- 
meración, llustrarla calculando la parte entera de Y20000 en base 7. 
(Es decir. 44802 €n bvse decimal.) 


Ejercicios sobre Isomorfismios 


"10. Demostrar Qqué la propiedad (23) es válida para cualquier isomorfismo. 
tl. Sea 1Y[42] el dorinio de todos los números m+nyY2, con m, n en J. 
Mostrar un isomorfismo no trivial de J[Y2] consigo mismo. 

12. Demostrar que l3 correspondencia m+ny2«m+ny3 no es un iso: 

morfismo entre los dominios S[y2) y Jty3l. 

13. a» Demostrar que, bajo cualquier isomorfismo, un Clemento x que sa- 
tisface a la ecuación 2=1-+1 debe corresponder a un elemento y=x' 
satisticciendo a la ecuación y*=1'-+1. 

b) Mediante a), demostrar que ningún isomorfismo es posible entre 
21471 y 3043). 

1%, Demostrar que el dominio J de los enteros carcee de isomorfismos no 

triviales <onsigo mismo. 


* 13. Perfección de la axiomática de los enteros 


Al describir el yisterna Y de los enteros eomo un dominio orde- 
nado, en el que cualquier conjunto de enteros positivos tiene un 
elemento minimo, señalábamos que estos postulados dofinían a los 
enteros para todos los efectos rnatemáticos. Pero una tal descrip- 
ción llova inherenta una limitación esencial. Consideremos, en ge- 
neral, dos sistemas S y S', en los que la adición está dofinida, 
e imaginemos $ isomorfo con S', Si en $ so satisface la ley con- 
mutativa, outonces e+b=b+«1, para cualosquiera « y b en S, “Los 
elementos correspondientes en el isormorfismo deben ser iguales, 
y así (a+bY=(b+aY. Come cl isomorfismo conserva las surnas, 
e-+b'=0 +0. Por lo tanto, la ley conmutativa es válida on $. 
Sía argumentación tiene carácter general y puede aplicarse a todos 
los postulados. Por lo tanto, ningún sistema de postulados podrá 
establecer distinción entre ¿dos sistemas isormorfos. Lo más que 
puede esperarse es demostrar (que con determinados postulados se 
caractoriza los números enteros «salvo isornorfismos», Por ejem- 
plo, so curmplirán para los enteros expresados en la numeración 
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decimal normal; pero serán igualmente ciertos para los enteros 
5 Pp 8 p 
expresados en la buse dos, tres o cualquier otra. 


TEOREMA 20. Cualquier dominio ordenado J' contiene un sub- 
dominio isomorfo con el dominio J de los enteros. 


Demostración. El dominio J' tendrá un solo elemento idéntico 
para la multiplicación, esto es, la unidad 1. En J” designemos con 
m' el elomento 1'+...-+1' (nm sumandos), donde m es un número 
natural. Por la ley general asociativa del $2, tendremos : 


m sumandos 7 suniandos m-En sumandos 
a a 
(Ve... DAO AMV UVA +11 
y análogamente, por la ley general distributiva (5) de $5, 
mo sumantlos  n sumandos mo+n sumandos 
EEÓAÁAIKÁAÁKÁA KÁ ATÓÉÁA A, A AS /X/XÁ 


CA ES SS Y 
Como 1'-1'=1', en conclusión resulta, con nuestra notación, 
(24) nern=(menY y men=(mn)' 


para todos los enteros positivos Mm y a. 

- Un razonamiento análogo se aplica al 0 y a los enteros negati- 
vos. Designemos por 0' el (único) elemento aditivamente idéntico 
en J'. Por las reglas 1 y 5 de $2, se obtiene innediatamento : 


(25) VU+u=x y 0-1=0 para todo x en J' 


Donotemos por (—1) el único 7 que satisface a '+x=0' on J”; 
y sea (—mY=(—1Y+...+(—1Y (m sumandos). Por la regla 6 del 
$2, y repetición del razonamiento que dió (24): 


(28 (—aY+(—Y=[—( mind]! y (ml (—aY = (a)! 
Análogamente, como 1'-(—1=(—1), resulta : 

(27) mM (—aY =(—mn)Y 
Finalmente, la expresión de una suma del tipo 


[U+.. +17 + (0'+...+ (1) 
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puede ser simplificada por supresión de los elementos opuestos, 

suprimiendo igual número de ellos en cada corchete ; esto da la re- 
ara sumar positivos con negativos : 

gla p P g 


(28) mM +(—n) =(m—n)Y 
para m>n, m<nom=02x 


Como J' es un dominio ordenado, sabemos por $3 que 1'>0, y 


(29) e. < (YY <(—D) <OU<T<Y<... en J' 
y así, en particular, por la ley alternativa, 
(30) Si mon, es mun en J 


Esto significa que la correspondencia a-—>«4 es biunivoca entre 
los elementos 4=+m de J y al menos un subconjunto S de J'. 
Por (24)-(28) esta correspondencia conserva sumas y productos : 
es, pues, un isomorfismo. ITncidentalimente, vemos por (30) que 
conserva también el orden (es un «isomorfismo ordenado»). Jisto 
demuestra el Teorema 20. 

Probaremos «ahora que si J” cumple el principio de buena orde- 
nación, no contiene más elementos que los que acabamos de con- 
siderar. Esto implicará el siguiente resultado final : 


'ProremMa 21. Todo dominio ordenado J' en el que los elemen- 
tos positivos estén bien ordenados, es isomorfo con el dominio J 
de los enteros. 


Demostración. Por el razonamiento precedento sabemos que J' 
contiene un subdominio S isornorío con Y en la correspondencia 
«<a. Falta sólo probar que cualquier elemento de J' es uno de 
los elementos «a' de S. Supongamos por un momento que no fuese 
así. Como el opuesto —»w"=(—m) de cualquier elemento de S 
pertenece también a S, podemos suponer que J' contiene algún ele- 

mento positivo b que no está en S. Como los elementos positivos 
de J' están bien ordenados, debe existir algún elementos positivo 
mínimo c que está en J' pero no en S. Aplicando a J' el Teorema 3, 
se ve que no es posible que 0<c<1', y e=1' es imposible porque 
U está en S. Por lo tanto, c >1', así que c— Y es también un ele- 
mento positivo de .J. Como éste es menor que c, deberá ser un 
elemento de S (por la definición de c), lo cual es decir que c—Y 
=2", siendo m un elemento de J. Pero entonces c=9+1'=(m+1), 
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de modo que c es un elernmento de S, como correspondiente del m+1 
de J. Pero esto es contradictorio con la definición de c ; resulta así 
"demostrado que es absurdo suponer la existencia en J' de elementos 
no pertenecientes a $. 


1. 


2 


EJERCICIOS 


En la demostración del Teorema 20, mostrar que la ley (m+1)="m'+1' 

vale para cualquier entero m. 

Demostrar la primera parte del Teorema 20, como sigue: defintr 1/ como 

elemento idéntico de J”, y definic (m-+1), por inducción, como m'+1, 

WN Para m dado, indiquemos con P(1) la función (m+nY=m'+n' De- 
mostrar P(n) para todo n, por inducción. 

b) Análogamente, poniendo Q() para (mi)Y=m'n'. Demostrar Q(1) por 
inducción. 

c) Demostrar análogamente las leyes (26)-(28). 

Demostrar que los enteros positivos no están bien ordenados en el do- 

minio de todos los números racionales (fracciones). 

En el Teorema 20, demostrar que si J' contiene un elemento que no esté 

en S, J' contendrá infinitos elementos positivos que no estén en S. 


CAPITULO IL 


Números racionales y campos 


1. Definición de campo 


Conocemos ya algunos dominios de integridad en los que es 
posible la división : esto es, en los que la ecuación axz=b (a 40) 
tiene siempre solución. Por ejemplo, dicha ecuación es siempre 
resoluble en el dominio de los números racionales (enteros y frac- 
ciones). Ya veremos que es necesario construir fracciones precisa- 
mente iguales a las que conocemos por aritmética, para que el do- 
minio J de los enteros pueda surnergirse en otro dominio más am- 
plio, en el que sea posible la división. 

Otros «dos importantes dominios en los que es posible siempre 
la división son: el conjunto de todos los números reales y el de 
todos los números .complejos «4+bi (en los que a y b son reales 
e ?*=-—1). lales sistemas se llaman campos (*). 


Derixicióxn. Un campo Y es un dominio de integridad que 
contiene para cada elemento a 40 un ainverson a”* que satisface 
la ecuación ata=1, 


“Prorema 1. La división (excepto por cero) es posible y uni- 
forme en todo campo. 


Vamos a demostrar que para todo a0 y b en un campo P 
la ecuación az=b tiene solución única, x, en F. Si azx0, su in- 


(*) Muchos autores Haman cuerpos n los sistemas “que ahora van a definicse. 
Los ingleses, en cambio, los denominan siempre cumpos (fields), Hemos decidido 
respetar este nombre en nuestea teniducelón, — N. DEL T. 
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verso 47”? permite construir un elemento 2=a"*b, el cual, por sus- 
titución directa, se prueba que es solución de ar=b. Es única, 
pues az=b, ay=b, implican az=ay y de aquí (a*ajr=(a*a)y, de 
«donde 2=y. La solución de ar=b se denvta por bfa (el cociente 
de b por a). En particular, lfa=a". 

Todas las reglas para el cálculo algebraico que han sido expues- 
tas en el Capítulo 1, $2, son satisfechas en los campos, conside- 
rados como dorninio de integridad. Ahora vamos a establecer que 
las reglas usuales para el cálculo con cocientes pueden también 
demostrarse en un campo a partir de los postulados. 


'Trorgxsa 2. En todo campo, los cocientes obedecen a las si- 
guientes leyes (en las que b0 y d 40): 


1) (njb)=(eJd) si y sólo si nd=bc; 
2) (a/b) + (c/d) = (ad + bc)/(bd) ; 
3) (a/b)(c/d) = (ac/bd) ; 
4) (a/b) + (—afb)=0 ; 
5) si es (a/b) +0, será (alb)(b/a) =1. 


Demostración de 1). “La hipótesis (aJb)=(c/d) significa ab”* 
=cd"*, Esto da : 


ad=a(b""b)d=cd-“(bd)=cd-"db=b0. 
Reclprocamento, si ad=bc, entonces 
alb=b"*a=b"tadd"* =b-"bed”*=cd"*=cld. 


Demostración de 2) Observemos que r=a/b a y=cld indican 
“las soluciones de bx=a y de dy=c. Estas ecuaciones pueden com- 
.binarse para dar: 

dbx=da,  bdy=bc, bd(r+y=ad:tbc. 
Así pues, z4y es la única solución 2=(ad+bc)/bd de la ecuación 
bdz=ad + be. 

Demostración de 3). Como antes, las ecuaciones bu=a y dy=c 
¿pueden combinarse para dar 

(bd)Nxy)=(La dy) =ac, 


de la cual sale 2y= (ac)/(bd). 
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Demostración de 4). Sustituyendo en 2) tenemos 
(alb) + (—a[b) = (ab — ba)]b* ==0/b? =0-(b*)7*=0, 


Demostración de 5). Sustituyendo “en 3) tenemos (a/b)(b/a) 
«=abfba. Pero abba es la única solución de la ecuación bax=ab. 
tomo 2=1 satisface a esta ecuación, será abfba=1. 

Razonamientos parecidos a los precedentes pueden utilizarse 
para demostrar otras conocidas leyes, como las siguientes : 


(DD (bdyi=d"b*, —(=b)*=—(b"),. 

(2) ax(ble)=(ac+b)le,  albfe)=abje, 

(3)  (albic)d)=adfbc,  (afbile=albc,  afl=a, 
(49) —(a[b)=(—a)b=al(—b),  (—a lb) =afb. 


Las demostraciones se dejan nl lector como ejercicio. 

Si adinitimos que los números reales forman un campo, se pue- 
den construir con facilidad otros campos utilizando la noción de 
subcampo, 


Derinición. Un subcampo de un campo dado E es un subcon- 
junto de F' que es asimismo un campo respecto « las operaciones 
de adición y multiplicación en Y. 


Las identidades que so verifican en ¿ (por ejemplo, las leyes 
conmutativa, asociativa y distributiva) también son ciertas «a for- 
tiorin en cualquier subconjunto de [ con tal que puedan ejecu- 
tarso en él las operaciones en cuestión. Para probar quo un sub- 
conjunto S de F' es un subcampo, puede prescindirse de los pos- 
tulados que son identidades y probar únicamente aquellos que im- 
plican alguna afirmación de «existencia», tales como la existencia 
le un inverso, De este modo, se tiene el siguiente resultado : 


"Teorema 3. Un subconjunto S de un campo V será un sub- 
campo si S contiene el cero y la unidad de Y, si es cerrado para 
la adición y la multiplicación y si cada a de S tiene su opuesto —a 
y (siempre que sea 20) su inverso a”! en $. 


Este teorema va a aplicarse ahora para probar que el conjunto 
de todos los números reales de la forma a+byY2, con coeficientes 
racionales « y b, es un subcampo del campo de los núrneros rea- 
les. Este subcampo se indica por R(Y2), donde R designa el cam- 
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po de los racionales. El teorema 3 es aplicable, pues la suma de 
-dos números de R(y2) es otro número de R(Y2) y semejante- 
mente el producto es 


(a+bV 2) c+ dv 2)=(ac+2bd) + (be + ad) Y2. 


Además, R(yY2) contiene 0=04+0Y2, 1=14+0Y2 y —(a+by2) 
=—a—by2. Finalmente, el inverso (u+bY2)* de un elemento 
distinto de cero puede hallarse racionalizado, el denominador 


: NA: (e) a Il b )vz 
a+byY2  ar+by2lu—byY2) Na? —2b? ai—2b?)* 
“El nuevo denominador a? —2b* no es nunca cero (como se probará 
en el Capítulo TIT) y el número inverso que resulta, tiene la for- 
ma requerida a+ b'Y2 con coeficientes racionales, a*=a/(a? — 2b3), 
'b'=db](0? —2b*). Puedo verse que este inverso satisface idéntica- 
mente a la ecuación (a'+b'Y2)(a-+bV2)=1. 
Do modo análogo, el conjunto R(Y5) de todos los números ren- 
«los a+b/5+c4/25 con coeficientes racionales es un campo, Lia adi- 
. ción, sustracción y multiplicación se efectúan dentro de este con- 
: junto como en R(Y2), empleando esta vez el hecho de que (Y5)=5 
es un número racional. Finalmente, (a+bY5+cV25)* puede cul- 
, cularse observando que la ecuación 


(a+b/5+c0/2D)Mc+ryY5+2/2)=1+0/54+0425 


es equivalento a un sistema de ecuaciones lincales simultáneas. 
"Estas ecuaciones pueden resolverse para 1, y, z, a menos que sean 
a=b=c=0. (Cfr. además Capítulo XIV, $2.) 

Podemos construir todavía otros subcampos, partiendo de que 
existe un campo de números complejos «-+bi, en el que ¿i= Yy—I, 
y.a y b son reales. La ecuación cuadrática 


vu +0+1=0 
tendrá una raíz o=(14143)2=(—12) + (V3/2) en tal campo. 
(Noternos que como ob —1=(u— 1)(0*4+u-p1)=0, o es una raíz 
_Cúbica imaginaria de la unidad). Todo a-+bw (a, b racioniles) for- 


'ma un subcampo ¿(w) del campo de los números complejos. Pues, 
en efecto, 


(4+ du) + (c+ de) =(a +0) + (bdo, 
(a+ boMe+ do) =4c + (be + ad)o + bde?= (ac — dd) + (be + ad -—dbd)o, 
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habiéndose utilizado la igualdad w*i= —w —1 para hacer desapa- 
recer la potencia «*. Además, cada a+bo=40 tiene un inverso en 
el conjunto, ya que 


có "—(b—a+bo) | _ at—ab+b? 
e a—ab+b? | at—ab+b? 


El denominador a?—ab+b* que aparece en el inverso no es 
nunca cero, pues a — ab + b?= (a? 4 b9/2.+ (a — b)*/2 es siempre po- 
sitivo, 2 menos que t==b=0. 

Por analogía con la noción de subcampo, un subconjunto de un 
dominio de integridad D es denominado un subrlominio de D, si es 
asimismo un dominio de integridad con la adición y multiplicación 
de D. Así, los enteros forman un subdominio del campo de los ra- 
cionales. Para caracterizar los subdominioz, existe un teorema «ná- 
logo al 3 (omitiendo la existencia de inverso (17). 


EJERCICIOS 


l. Dar una definición de campo en que no intervenga la expresión «doml- 
nlo de integridad», partlendo de las nociones previas, 

2. Admitiendo que el conjunto de números reales sea un campo, ¿cuáles de 
los sigulentes conjuntos son subeampos: a) todos los enteros positivos; 
b) todos los números «-+byY3 con a, b racionales; c) todos los números 
a+byY5 con a y b racionales; «d) todos los números racionales no en- 
teros; e) todos los números a+by3 con a y b racionales, y 0 todos los 
números complejos u-+by2i con a, bd racionales (supóngase que los nú- 
meros complejos son «un campo)? 

3, ¿Forma un campo el conjunto de todos los polinomios con coeficientes 
reales? ¿Y un dominio de integridad? 

4. Demostrar que en el Teorema 3 las condiciones 0eS y 1«S pueden re- 
emplazarse por las condiciones «S contiene al menos dos elementos». 
(Sugerencia: an-!=1.) 

5. Demostrar las fórmulas (1)-(4) a partir de los postulados de un campo. 
Específlear qué elementos deben suponerse distintos de O en estas fór- 
mulas. 

6. Demostrar la ley de simplificación para la multiplicación a partir de los 
otros postulados del campo. (Sugerencia: Ver la demostración de la re- 
gla 2 en Cap. 1, $2.) 

7. ¿Un dominio de integridad isomorfo a un campo es también un campo? 
¿Por qué? 

8. Demostrar que el único subcampo del campo 'R de los números racio- 
nales es el mismo R. 

9. Establecer y probar un teorema análogo al 3 para los subdominios. 
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10. Demostrar que un subcampo del R(Y2) que contiene a todos los números 
racionales es el mismo R o el campo completo R(y2). 

«11. SIS y S' son dos subcampos de un campo dado F, demostrar que el con- 
junto de elementos comunes a S y S' es un subcampo, 

12, Establecer un teorema general sobre los subdominios posibles de J, Lo 

pi mismo para Ja. 

*13, Construir las tablas de adición y multiplicación para un campo de cua- 
tro elementos, supeniendo que 1+1=0 (la adición es módulo 2) y que 
hay un elemento x tal que "=x+1. 

14, Hallar todos los subcampos del campo de! ejercicio 13. 


2. Construcción de los elementos racionales 


Los sistemas considerados en el $1 son campos, según hemos 
visto. Sin embargo, no lo hernos probado partiendo de los postu- 
lados del Capítulo 1, sino admitiendo que los números reales (y 
complejos), tal como los conocemos por la aritmética, forman un 
campo. Esto proceder no está de acuerdo con el programa que nos 
- hemos trazado, de basarnos únicamente en los postulados para los 
, enteros, enunciados en el Capítulo T. 

Al objeto de continuar cun este programa, vatnos a definir los 
números racionales a partir de los enteros, y probar, tomando como 
¡base los referidos postulados para éstos, que tal definición engendra ' 
Un campo. Más tarde (Capitulo TT) definiremos los números reales 
-medianto los racionales y probaremos (al menos en líneas generales) 
que los números reales forman un campo que contiene Y2, Y5, etc. 
En el Capítulo V definiremos log números complejos partiendo 
ds los reales, y probaremos (basándonos en nuestros postulados) 
que constituyen un carpo que contiene a Y—1. Finalmente, en el 
Capítulo XIV veremos que esta construcción de los números com- 
plejos partiendo de los reales tiene como análoga la construcción 
directa (o sea, sin mencionar para nada los números reales) de los 
"campos R(/3) y R(Y5) del $1, partiendo del campo de los nú- 
meros racionales. 

Los enteros solos no forinan un campo; la construcción de los 
¡Números racionales a partir de los enteros es esencialmente la cons- 
trucción de un campo que contenga a los enteros. Naturalmente, 
este campo deberá, además, contener las soluciones de todas las 
.ectaciones br=a con coeficientes enteros a y b3%0. La construc- 
ción abstracta de- entúmeros racionaleso que resuelvan estas ecua- 
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ciones se consigue, simplemente, introduciendo ciertos simbolos 
nuevos 7r=(4, bd), a los que llamaremos pares, cada uno de los 
cuales es solución de una ecuación be=a. Debemos ahora hacer 
ver que estos nuevos entes pueden sumarse, multiplicarse e igua- 
larse exactamente como los cocientes afb en un campo (Feorema 2, 
reglas 1-IIT). 


DerixicióN. Li conjunto R ae números racionales está consti- 
tuldo por todos los pares (a, b) de enteros a y b40. La «igualdad» 
de pures se rige por el convenio de que 


(5) (a, b)=(a”, D') si, y sólo si, ab'=a'b 
mientras que las sumas y productos se definen asi: 
(6) (a, b)+ (a, D)=(ab'+a'b, bb), 

(7) (a, b)-(a”, bd) =(aa', bb). 


Los resultados son siempre pares con un segundo elemento bb'40. 


Pretendemos ahora establecer como igualdad la relación «=» 
de «congruencia» entre pares. Como esta relación no es una iden- 
tidad formal [(a, b) idéntico a (4, d') significaría a=4”, b=0"], 
deberemos probar que la relación tiene las propiedades de la igual- 
dad expuestas en el $11 del Capítulo Y (para la identidad formal, 
estas propiedades serían triviales). Primeramente podemos compro- 
bar de modo directo que la relación «=» es reflexiva, simétrica y 
transitiva. Después comprobaremos que la suma y el producto es- 
tán determinados univocamente según dicha relación. Por ejem- 
plo, (a, b)=(«, Y) implica que (a, b)+ (a*, b%=(0, d')+(a*, db”. 
Pues en efecto, cada suma de la conclusión está definida por una 
fórmula como la (6), y los dos resultados serán congruentes en el 
sentido de (6) solamente si se verifica que (ab”-+ a*b)b'd*=(a'b" + 
+0“0bb”. Pero esta igualdad se deduce de la hipótesis (a, d)=(4”, d') 
(es decir, ab'=0'b). Una unicidad análoga valo para la multiplica- 
ción. De todo ello podemos concluir que la igualdad definida por (5) 
tiene las propiedades requeridas, 

Pueden probarse ahora varias leyes algebraicas para los núme- 
ros racionales que hemos definido. Asf, en la ley distributivg>se 
pueden reducir sistemáticamente ambes miembros de la igualdad 


2] ELEMENTOS RACIONALES 49 


de acuerdo con las definiciones (6) y (7) del siguiente modo (supo- 
nemos que r, r' y r' son tres pares) : 


r(r 4 r”) rsrr 
(a, b)[(a", d')+(a", 1%] (a, bla”, b)+(a, bjla”, db”) 
(a, bJMa'b'+atb', d'b”) (aa', bb') + (aan”, bb”) 
(aa'b*+aa*b', bb'b”) (aa'bb" +aa*bb', bb'bb”) 


Estos dos resultados dan pares iguales según (5), ya que el se- 
-gundo resultado difiere del primero sólo en la presencia de un fac- 
tor b en todos los términos. Pero un factor extra en un par da 
siempre otro par igual, (bx, by)=(x, y), pues por (5) esta igualdad 
se refiere simplemente a la identidad bxy=byxr. 

Esta demostración explicita de la ley distributiva para números 
racionales (o pares) es sólo un ejemplo del método. Por el mismo 
empleo directo de las definiciones y de las leyes en los enteros, se 
prueban la cownutativa y la asociativa. Un elemento idéntico para 
la adición (un cero) es el par (0, 1), ya que 


(0, De (a, b)=(0-b-+1+a, 1-b)=(a, b). 


La ley de simplificación se conserva y el par (1, 1) es elemento idén- 
tico para la multiplicación. l opuesto de (a, b) es —(a, b)=(—a, b). 
Se cumplen, pues, todos los postulados que definen un dominio de 
integridad, enunciados en el $2 del Capítulo T. 


'"Crorrma 4. El conjunto R de números racionales r, construído 
por pares de enteros, es un dominio de integridad en el que cada: 
ecuación rx=1 con r0 liene una solución x en R, 


Solamente nos queda por demostrar la última afirmación, o sea 
la existencia de un inverso para cada 7. Podemos demostrar, más 
generalmente, la posibilidad de la división, pues la ecuación 


(8) (a, biz, y)=(c, d) con (a, b)=E(0, 1) 
tiene la solución sugerida por (3), 
(9) (z, y)=(bc, ad). 


En efecto : por sustitución directa resulta, (u, b)(bc, ad) = (abc, bad), 
pero (abe, bad)=(c, d) por ser abed=bade. Por hipótesis (a, b) 
(0, D, luego es a%0; por tanto, (x, y) tiene un segundo tér- 
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mino ad no nulo, como se exige en nuestra definición de número 
racional, 

Este nuevo dominio de números racionales así construído a par- 
tir del de los enteros, será la ampliación deseada de este último, 
si se logra que los números enteros aparezcan entre los racionales. 
Pero esto no es estrictamente posible, porque un par de enteros no 
puede ser la misma cosa que un entero. Sin embargo, cada entero 
detormina un par (a, 1) que se comporta ante la adición y la multi- 
plicación, exactamente igual que el entero a, como se muestra asi : 


(a, D+(b, 1)=(a:1+b-1, 1-1)=(a+b, 1) 
(a, 1D(b, 1)=(ab, 1-1)=(ab, 1). 


Puede, pues, afirmarse que la correspondencia biunivoca a e (a, 1) 
es un isomorfismo entre el primitivo dominio J de los enteros y un 
subconjunto del dominio de los racionales. Pero ya sabemos que los 
postulados definen a los enteros no univocamente, sino 4 menos de 
un isomorfismo (Teorema 21 en el Capítulo 1), así que ninguna 
de sus propiedades algebraicas se pierde si cada entero a se identi- 
fica con el correspondiento par (a, 1). Bajo este convenio, las ecua- 
ciones (8) y (9) indican que cada par r= (a, b) es la solución de una 
ecuación (b, 1)r=(a, 1) o br=a; de aquí que r=(«, b) es el co- 
ciente aJb. El resultado puede enunciarse así : 


Teorema 5. El dominio J puede sumergirse en un campo R, 
siendo cada elemento de R un cociente de enteros de J. 


-Los números racionales de R están caracterizados precisamente 
por el modo como hacen posible la división, en la forma siguiente : 


TrorexMa 6. Si el dominio J de los enteros está sumergido en 
un campo T, el conjunto R' de todos aquellos elementos de F que 
son cocientes de enteros, es un campo isomorfo al campo R de los 
números racionales, bajo una correspondencia (de R « R') en la 
que cada entero (en R) se corresponde consigo mismo (en R'). 


Nota. Un isomorfismo entre dos campos PF y F” significa, sim- 
plemente, un isomorfismo entre F' y IP considerados como domi- 
nios de integridad. Concretamente, es una correspondencia biunf- 
voca entre P y F" tal, que si rez e y y, debe ser 


(+ o(2+y) y (19 o (ey). 
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Demostración. ¡El campo F contiene los cocientes afb, que son 
4 solución de las respectivas ecuaciones bx=« con cocficientes ente- 
«ros a y b340. El conjunto R' de estos cocientes contiene a todos 
los enteros, af/1=4; según las reglas del Teorema 2, K' será cerra- 
do para la adición, sustracción, multiplicación y división, así que 
; R' puede ser considerado como el cierre de Y para estas operacio- 
; nes en F. En todo caso, R' es un campo (Teorema 3). 
. La manera como estos cocientes «afb se suman, multiplican 

.e igualan es la establecida en las reglas 1-IIT del Teorema 2. 
_ Exactamente las mismas reglas se utilizan para los pares (a, b) 
: (números racionales). Asi pues, la correspondencia afb + (a, b) es 
* un isomorfismo entre el cierre R' de J y los racionales RR. Obsér- 
* vese, en particular, que en esta correspondencia, la imagen de cada 
«entero a de J es afl e (a, 1)=a. 

La construcción de los números racionales se ha hecho a partir 
«del conjunto Y de enteros utilizando solamente las propiedades que 
hacen de Y un lominio de integridad. Así, el hecho de que los en- 
teros constituyan un conjunto ordenado, no ha “intervenido en las 
demostraciones. De aquí resulta que podemos obtener una genera- 
lización abstracta de los Teoremas 5 y 6. 


. TEOREMA 7. Para un dominio de integridad dado, existe y es 
única la ampliación a un campo mínimo. 


Este enunciado, detallado algo más, nos dice que cualquier do- 
minio de integridad D puede ser sumergido en un campo /" cons- 
tituído por pares de clementos de D, al que llamaremos el campo 
de cocientes de D (cada elemento de F es un cociente afb de ele- 
¿mentos a y b de D). Cualquier otro campo [” que contenga a D, 
contiene un subcampo Py isomorfo con el campo F de cocientes 
de”D. En este isomorfismo, cada elemento de D se corresponde 
consigo mismo. 


EJERCICIOS 


1: Demostrar detalladamente las leyes conmutativa y asociativa para la 
: multiplicación de pares. 
Z 2. Demostrar que la relación «igualdad» definida por (5) es reflexiva, simé- 
7“ trica y transitiva. 
"3. Sea J[i] el conjunto de todos los números complejos a-+bi, con a y b 
enteros e ii=—1,. a) Mostrar explícitamente cómo se suman y multipli- 
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can dos de tales números. b) Demostrar que forman un dominio de in- 
tegrídad. c) Hallar su campo de cocientes. 

4. ¿Puede el sistema J, de los enteros módulo 6 ser sumergido en un cam- 
po? ¿Por qué? 

5. Describir el campo de cocientes del sistema J, de los enteros módulo 5. 

6. ¿Cuál es el campo de cocientes del campo R? Generalizar. 

7. Demostrar que bajo cualquier isomorfismo F £F" entre dos campos, 
actor, bob y coc, implica certo c ot y la — bYe E (a! —b')/c, su- 
puesto c 2-0. (Cfr. Ejercicio 10 del Capitulo 1, $ 12.) 

8. Demostrar que la correspondencia a+byY7ea+by1I (a, b racionales) 
no es un isomorfismo. 

9, Demostrar que no hay ningún isomorfismo entre el campo R(y7) de los 
números de la forma a+by7 y los de la forma a+by11 (a, b raclona- 
les). (Sugerencia: Mostrar que no hay correspondiente a yY7.) 

10, ¿Qué puede decirse sobre los campos de coclentes n/b y a'/b' de dos 
dominios de integridad isomorfos D y D'? Demostrar la afirmación. 

*11, Demostrar que cualquier número racional distinto de 0 o +1 puede ex- 
presarse univocamente en la forma (+10p,% ... Pr", donde las p, son po- 
sitivos primos distintos y los exponentes e, son enteros positivos o ne- 
gativos. 

*12. Demostrar que cualquier número racional, r/s: 0, puede expresarse 
univocamente en la forma r/3=b,+b,/21 +b,/3!-+...+bp/11, donde n es 
un entero conveniente, y cada by es entero, con 0<b¿<k si k>1 
y da :E0. * 

13. Para un primo p dado, mostrar que el conjunto J¡p), de todos los raclo- 
nales m/n, con n primo con p, es un dominio de Integridad. Identificar 
su campo de cocientes. 

14. Hallar el menor dominlo de integridad contenido en R y contenlendo a 
los números racionales 1/6 y 1/5. 

*15, Describir todos los dominios de integridad posibles que sean subdomi- 
nlos de R. 


3. Congrucncias simultáncas de varias variables 


Un campo no consta necesariamente de una infinidad de nú- 
meros ; por ejemplo, si p es un número primo, los enteros módu- 
lo p forman un campo que sólo contiene un número finito de ele- 
mentos distintos (esto es, incongruentes). El hecho de que el do- 
minio J, constituya un campo, es corolario del siguiente Teorema : 


Teoresta 8. Todo dominio de integridad finito es un campo. 


Lia hipótesis de que D es finito significa que los elementos de D 
pueden ser completamente enumerados en una sucesión b,, ..., da, 
siendo 2 un entero positivo (sobre los conjuntos finitos en general, 
ver el Capítulo XII). Para probar que D es un campo, bastará 


3] CONGRUENCIAS SIMULTÁNEAS 53 


probar que cada elemento a%0 en D tiene un inverso a”* tam- 
bién en D. Efectuemos todos los productos 


(10) ab,, ..., Ada (b,, ..., Da son los elementos de D). 


Estos productos son elementos de D todos diferentes, pues 
ab,=ab, daría, por la ley de simplificación, b:=b;,, contra la hipó- 
tesis de que las b son distintas. Como estos productos (10) han de 
ser los mismos elementos de D, uno de ellos será la unidad, o sea, 
“1=ab,. Por lo tanto, el elemento b, es el inverso de e. 

Según esta deinostración, para hallar el inverso de « en 4, sería 
necesario ensayar todos los elementos b, imultiplicándolos por a y 
viendo si el producto es 1. Pero puede procederse directamente, 
pues la ecuación ax=1 en J, con e40 es otra forma de la con- 
gruencia az=1 (mód. p) con a-4%0, y ésta puede ser resuelta cal- 
culando el entero < mediante el algoritino de Euclides, como se 
vió en el "leorema 16 del Capítulo T. Dicho sea de paso, el corolario 
de este teorema da una prueba directa del Teorema 8 para el caso 
del dominio J». 

De la consideración, de una sola ecuación ar=b, podemos pa- 
sar ahora a los sistemas de ecuaciones simultáneas. Estos sistemas 
aparecen en el estudio de las redes de corriente eléctrica, ul tratar 
la intersección do planos en el espacio, en la resolución de ecuacio- 
nes diferenciales por cocficientes indeterminados y en muchas otras 
cuestionos, Un conjunto de 1 ecuaciones lineales simultáneas con 
nr incógnitas 2,, ..., Cn puede escribirse en la forma 


TH ¿Ta oa =0b, 
AR Ty lla... + ro a =b 
5) A da 


Um Ti + Uni Ta E... + Uma Ta = Um 


Con notación más breve escribiremos únicamente la ¿-ésima ecua- 
ción indicando su forma por un simple término a;%;, y la notación 
3, que expresa la suma de todos los términos para ¡=1, 2, ..., 2: 


(15) y a =b1 (i=1, a a m) 
j=l 
El proceso de eliminación de incógnitas que puede aplicarse a 
estas ecuaciones, se enseña ordinariamente en el Algebra elemen- 
tal, donde se supone que los coeficientes son números ordinarios 
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(racionales o reales). Sin embargo, como tales métodos se basan 
sólo en las reglas para las operaciones racionales, pueden aplicarse 
a cualquier campo. En particular, serán aplicables en el campo de 
los enteros módulo p, cuando el sistema dado, (E), consista en 
ecuaciones simultáneas de congruencia (mód. p) con coeficientes 
enteros. Con esta generalización vemos valorizada la definición 
abstracta de campo. 

El proceso de eliminación para un sistema (E), con cooficien- 
tes ayy y by en cualquier campo /”, puede especificarse como sigue : 
Si todos los coeficientes aj; son cero, las ecuaciones son triviales ; 
no tienen solución a menos que sean todos los b,=0, y en este caso 
cualquior conjunto de x, en F será solución, Si algún coeficiente ayy 
es distinto de cero, podemos ordenar las ecuaciones, y dentro de 
ellas las incógnitas, de modo que el coeficiente a,, 40. Dividire- 
mos la primera ecuación por «,, para obtener una ecuación equi- 
valente en la cual el coeficiente de x, es 1. La variable 7, puede 
entonces ser oliminada de las restantes ecuaciones por el proceso 
de restar qx, veces la primera ecuación de la k-ésima, para k=2, 
8, ..., 1. Se obticne así un nuevo sistema de ecuaciones de la 
forma 

Ti +CraT3+...+CinT=b, 
Cal +... +ComTa= by 


CmaT2 +... + Cm Tn = bn' 


Cada ecuación de (15) so ha obtenido de dos ecuaciones de (E). 
Recíprocamento, la k-ésima ecuación del sistema original puede do- 
ducirse do nuevo de (E') sumando ax, veces la primera ecuación 
de (E') a su ecuación k-ésima. El sistema (E') es, pues, equiva- 
lente al (E), en el sentido «de que cada conjunto de elemontos 
Zi, +», Ta de F que satisfaga a (E) deberá satisfacer a (E), y vice- 
VOr8ga. 

En las m—1 últimas ecuaciones de (L') intervienen solamente 
las variables 2,, ..., %, y pueden reducirse nuevamente mediante 
el mismo proceso. Si se conoce una solución 2,, ..., T, de estas 
m— 1 ecuaciones últimas de (['), se hallará una solución para el 
sistema completo, pues la primera ecuación permite expresar z, 
en función de las demás incógnitas, como ' 


LT, =D, — €, E — Ci9¿ — ... — CioTa 
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Por inducción relativa al número mm de ecuaciones, esto de- 
muestra : 


» 


TEOREMA 9. Todas las soluciones posibles de un sistema de 
ecuaciones lineales simultáneas con coeficientes de un campo, pue- 
den hallarse con un número finito de operaciones racionales (adi- 
ciones, sustracciones, mudltiplicaciones y divisiones) en ese campo. 


¿Cuál es el resultado final de las reducciones sucesivas de (U) 
a (E)? En la reducción k-ésima, una de las variables no elimina- 
das antes, llamémosla xx, será eliminada, y el problema se reduce 
a un sistema de m—+k ecuaciones con n—k incógnitas. Este pro- 
ceso sólo terminará cuando no queden ecuaciones, o cuando sean 
nulos los coeficientes de las incógnitas de las ecuaciones que que- 
dan. Así pues, el sistema toma la forma 


e 24d T,+ 0 ¿Tr +... + at =b,* 
La + das Z y... bl sota =d3' 
(E5 Ta > ... -+ daoZa = b, 


error rrrorrntornsacaror.. 


2e+...+Ulnta=0," (r <m) 


en el cual r=m o7<m, y en este último caso las restantos ecua- 
ciones tienen la forma 0O=b,'; entonces, estas ecuaciones últimas 
során absurdas (no tendrán solución) a menos que todas las cons- 
tantes b' sean cero para ¿>". En el sistema (E”, todas las solu- 
ciones se hallan dando valores arbitrarios a las variables tc»,, ..., Ta, 
resolviendo la última ecuación para te, la penúltima para Zr-,, y 
así sucesivamente, hasta obtener 2,. En el caso particular de ser 
m=n=r, el sistema (E') tiene forma triangular, y hay una solu- 
eión única. 

Un modo práctico de reducir las ecuaciones (E) a (E”) es omi- 
tir las variables y escribir sólo los coeficientes en forma de cuadro 
ordenado : 


Qro... Gm bd, l día dí ... 


PA A 1 da ... 
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Las operaciones que ordinariamente se aplican a las ecuaciones 
pueden igualmente aplicarse al cuadro correspondiente. Por ejem- 
plo, para restar tres veces la primera ecuación de la cuarta, se resta 
simplemente tres veces la primera fila de la cuarta. Estos cuadros, 
llamados matrices, se estudiarán más adelante con mayor detalle 
(Capítulos VIII y X). 

Un sistema de ecuaciones (E) es homogéneo si las constantes b, 
de los segundos miembros son todas nulas, Tales sistemas tienen 
siempre la solución trivial 1, =7,=...=%.=0. Puede ocurrir que no 
tengan más soluciones, pero si el número de variables excede al 
de ecuaciones, la última ecuación de (E”) contendrá siempre alguna 
variable «extra», que podrá tomar un valor arbitrario. Además, las 
ecuaciones absurdas 0=b” no pueden nunea aparecer en las ecua- 
ciones homogéneas. Por lo tanto, 


TEorEMA 10. Un sistema de m ecuaciones lincales homogéneas 
con n variables y m<n tiene siempre alguna solución en que no 
son nulas todas las variables. 


EJERCICIOS 


1. Resolver las siguientes congruencias simultáneas: 


a) 314+2y:=1 (mód. 7); 4x+6y=3 (mód. 7). 
D) 2x+7y=3 (mód. 11); 324+42:=6 (mód. 11); 424+7y+2z==0 (mód. 11). 
c) x—2y+2=5 (mód. 13); 22+2y=7 (mód. 13); 
5: —3y+42=1 (mód. 13). 
2. Resolver las ecuaciones a) y b), con el módulo suprimido, en el cam- 
po R de los números racionales. 
3. Resolver en R(y2) las ecuaciones simultáneas 
(1+/Dr+(1—YDy=2; (Q—Y2D)+(3— Y2y=1 
4. Hallar todas las soluciones Incongruentes de las congruencias simultáneas 
x+y+2z=0 (mód. 5); 31+2y+42=0 (mód. 5) 
5. Hallar todas las soluciones incongruentes de las congruencias simultáneas 


a) 2+2y—24+5t=4; 2204+5y +2 4231; 24+3y4+224+6t =2 
(todas mód. 7). 
b) x+y+z=1 (mód. 5); 3x4+34+32=4 (mód. 5). 


6. Demostrar que dos ecuaciones a,2,+...+8,7,=C, b,2,+...+bara=d, tie- 
nen siempre solución para coeficientes en un campo dado, supuesto que 
no existan constantes k: 40 y m0 tales, que ka,=mb, para i=1, ..., T. 
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7. Demostrar que si (x,, .., Ta) es una solución de un sistema homogéneo 
de ecuaciones lineales, también (—x,, ..., —ra) será solución. ¿Qué puede 
decirse de la suma de dos soluciones? 


4. Campos ordenados 
| Se dice que un campo está ordenado, si contiene un conjunto 
lde elementos «positivos» con las propiedades aditiva, multiplicativa 
ly tricotómica expuestas en el $3 del Capitulo 1; en otras palabras, 
¡un campo está ordenado cuando, considerado como un dominio, es 
un dominio de integridad ordenado. Sabemos por aritmética que 
los números racionales constituyen un campo ordenado, pero vamos 
ahora a probarlo partiendo de nuestra construcción de los raciona- 
les como pares de enteros; después mostraremos que el inétodo 
«naturals de ordenación es el único modo de forinar con los nú- 
meros racionales un campo ordenado 

Recordemosque en cualquier dominio ordenado al cuadrado db” 
de un elemento no nulo, es siempre positivo. Si un cociente ajb es 
positivo, el producto (afb)L*=ab debe ser también positivo y recl- 
procamente. De aquí que en un campo ordenado, 


(11 afb>0 si, y sólo si, ab>0. 


Pero dijimos que el número racional (a, b) representaba el cociente 
afb. Así pues, diremos que un número (a, b) es positivo si el pro- 
¿ducto ab es positivo, y sólo en este caso. 


:  TrEoREMA 11. Los números racionales forman un campo orde- 
nado si (a, b)>0 significa, por definición, que cl entero ab es 
"positivo. 
Demostración. Como hemos definido la igualdad por un con- 
¡venio, hemos de demostrar que (a, b)>0 y (a, b)=(0, d) impli- 
¡can (c, d)>0. Esto es cierto, puesto que cd tiene el. mismo signo 
: que b*ed, ab el mismo signo que abd”, y abd*=b*cd, en virtud de 
¡la hipótesis ad=bc. Entre los elementos positivos se verifican tam- 
¡bién las necesarias propiedades referentes a la adición, multiplica- 
:ción y tricotomía (Capítulo 1, $3). Por ejemplo, la suma de dos 
; Pares positivos, (a, b) y (c, d), es positiva, pues ab>0 y ed >0 
¿ Implican d*ab > 0 y d%ed > 0, de donde deducimos 


bd(ad + bc) =d*adb+d1?ced>0, 
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lo que quiere decir que la suma (ad+bc, bd) es positiva. Final- 
mente, la definición de fracciones «positivas» conserva el orden na- 
tural en las fracciones particulares (a, 1), que representan enteros, 
ya que (a, 1) es positivo, por la definición (11), sólo cuando 1-4 >0. 

Como en la demostración del Teorema 11 la única propiedad 
de los enteros que se utiliza es la de que forman un dominio orde- 
nado, podremos enunciar el siguiente resultado general : 


TEOREMA 12, El campo Y de cocientes de un dominio de inte- 
gridad D puede ser ordenado, conviniendo en que el cociente afb 
de elementos de D es positivo si, y sólo si, ab es positivo, Este es 
el único modo de extender el orden de D a un orden de Y. 


Existen otros campos ordenados : el campo de los números rea- 
les, el campo R(V2) de números a+bvV2 (ver $1) y otros subcam- 
pos del campo de los nútneros reales. En cualquiera de tales campos 
puede introducirse un concepto de valor absoluto como en $3, Ca- 
pítulo I, y todas las propiedades de las desigualdades se conservan. 
Además de las reglas válidas en todo dominio de integridad, se 
puede demostrar : 


(12) 0<lfa cuando «a>0, 

(13) alb<cjd si, y sólo gi,  abd*<b*ed, 
(14) 0<a<b implica 0<1b<lJa, 
(15) a<b<0 implica 0>l/a>1jb, 
(16) ar+a?+...+da >0, 


Las dos reglas (14) y (15) son las usuales para la división de des- 
igualdades. La regla (16) dice que una suma de cuadrados no es 
nunca negativa (Teorema 2, Capítulo 1) y es utilizada con fre- 
cuencia. Por ejemplo, si eb, entonces (a—b)>0, así que 
a”? —2ab+4+1*>0, lo cual da a?*+b*> ab. Poniendo ahora z=a*, 
y=b”, y dividiendo por 2, queda : 


(1+9/2>YVzxy (ty). 


Esto nos dice que la media aritmética de dos números positivos es 
mayor que su media geométrica. 
También puede probarse el recíproco del Teorema 11: 
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"TEOREMA 13. Todo campo ordenado Y contiene un subcampo 
que es isomorfo con el campo R de los números racionales. 


Por el Teorema 20 del Cap. 1, F' contiene un 'subdominio iso- 
morfo con el dominio de los enteros. El subcampo engendrado por 
este dorninio será isomorío con R, por el Teorema 6. Finalmente, 
por la fórmula (11) y el hecho de que cada suma 1=1*+1*+...+4+1* 
debe ser positiva [cfr. (16)] y cada —(1*+1?+...+1?) negativa, 
vemos que el concepto de positivo tiene en nuestro subcampo el 
significado usual. 

Este resultado da una caracterización abstracta de campo de 
los números racionales como el menor campo ordenado. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que en cualquier campo ordenado ab > 0 implica a/b > 0. 

2. Admitiendo que los enteros formen un dominio ordenado, demostrar que 
el producto de dos números racionales positivos es positivo. 

3. De modo semejante, demostrar que si (a, b) 0, una de las alternativas 
(a, b)>0 y —(a, db) >0 será válida. 

4. Demostrar |xx+yy'| < YIAFYNTITEY en cualquier campo ordenado 
en el que todos los números positivos tengan raíces cuadradas. (Suge- 
rencla: Cuadrar ambos miembros de la igualdad.) 

5. Demostrar las fórmulas (12)-(16) del texto. 

6. Si n es entero positivo, y a y b son números racionales positivos, de- 
mostrar que (ar+b9)/2 > [(a+b)/2]2, (Sugerencia: poner (a+b)/2=r, 
a=r+d, b=r—d.) : 

7. a) Demostrar que cualquier subcampo de un campo ordenado es un 

campo ordenado. 
b) ¿Es cualquier subdominio de un campo ordenado un dominio orde- 
nado? 

8. Para los números racionales (o, más generalmente, en cualquier campo 
ordenado) demostrar que, si a<b5b, existirán infinitos x satisfaciendo a 
ea<x<b. 


9. Demostrar que en un campo desordenado, los elementos positivos for- 
man un conjunto bien ordenado. 


* 5. Axiomática del número natural 


Hemos utilizado el sistema J de los enteros como punto de par- 
tida hacia otros sistemas numéricos fundamentales, Podríamos ha- 
ber utilizado para lo mismo el sistema más restringido J* de los 
enteros positivos (números naturales). 
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De los postulados que hemos dado para caracterizar el sistema J 
dle los enteros, se deducen algunas propiedades de los números na- 
turales, que bastan para caracterizarlos axiomáticamente. 


TEOREMA 14. El sistema J* constituido por todos los enteros 
positivos de J, tiene las siguientes propiedades : 


1.* Es cerrado respecto a dos operaciones binarias, adición y 
multiplicación, definidas unitooamente y que cumplen las leyes 
asociativa, conmutativa y distributiva. 

2.* Existe en J* un elemento 1, idéntico para la multiplica- 
ción, tal que m-1=m para cualquier m de J*. 

3.* Son válidas en J* las siguientes leyes de simplificación : 


(17) Si es m+x=n+x, debe ser in=n. 


(18) Sics m-x=n-x, debe ser m=n. 


4.* Si im y n son dos números cualesquiera de J*, vale una, 
w sólo una, de las siguientes alternativas: m=n, o m+x=n tiene 
una solución x en J*, o m=n+ y tiene una solución y en J*. 

5.* Finalmente, es válido en J* el principio de inducción com- 
pleta: cualquier subconjunto de J* que contenga al 1, y que si con- 
tiene al n contenga también al n+4+ 1, contendrá «a todos los elemen- 
tos de J*. 


Dejamos la demostración de estas propiedades de J* como ejer- 
cicio para el lector. 

Recíprocamente, si tomamos como postulados las propiedades 
1.* a 5.* ahora enunciadas, quedan caracterizados precisamente los 
números naturales, es decir: los enteros positivos, según antes 
los hemos definido, cumplen estas propiedades, y cualquier otro sis- 
terna de entes que cumplan estos postulados coincide, salvo iso- 
morfismos, con el de los enteros positivos, Obsérvese, en particular, 
ue la ley de simplificación para la suma se ha tomado ahora como 
postulado, ya que no es posible deducirla de la posibilidad de la 
sustracción, como se hizo en el $2 del Capítulo T. Asimismo, las 
tres alternativas sobre las ecuaciones m+x=n, ocupan el lugar de 
alguna de las propiedades de orden de los enteros positivos. 

Partiendo de los números naturales, como definidos por los an- 
teriores postulados, se puede reconstruir el sistema de los enteros. 
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El objeto de esta construcción es hallar un sistema más amplio 
que el J* en el cual sea siempre posible la sustracción. Para esto, 
introduciremos como elementos nuevos, ciertos pares (m, n) de en- 
teros positivos, cada uno de los cuales representa la solución de la 
ecuación respectiva n+x=mM. Los detalles de este proceder son se- 
mejantes a los expuestos en la construcción de los racionales a par- 
tir de los enteros ($ 2). 


Derlnición. Un entero es un par (m, n) de números naturales 
m yn. La igualdad de dos pares se define por el convenio 


(19) (m, n)=(r, s) significa que me+s=n+r, 
y las sumas y productos se definen por 


(20) (m, mM+(r, s)=(m+r, n+s), 


(21) ¿(m, 1)+(r, s)=(mr+ns, ms+ nr). 


Por último, (m, n) es positivo si, y sólo si, n4+x=m, para algún 
número natural x. 

Los pares introducidos con esta definición satisfacen, en efecto, 
todos los postulados que dimos para los enteros. Debemos observar 
primero que la igualdad introducida por (10) es reflexiva, simétrica 
y transitiva, y que la suma y producto dados por (20 y (21) están 
definidos unívocamente respecto'a esta relación de igualdad (con- 
sultar los razonarnientos del $11 del Capitulo 1). Juas varias leyes 
formales de los dominios de integridad resultan válidas, y ello se 
ve por aplicación sistemática de las definiciones (20) y (21), de 
modo semejante a lo que se hizo para los números racionales. En 
particular, (2, 1) es una unidad, y (1, 1), un cero, del sistera 
ahora definido. 11 aditivo inverso existe, pues 


(m, 1)+ (a, m)=(1, 1) para cualquier (1, 2). 


Vemos así que estos pares forman un dominio de integridad. 

Por el postulado 4.* del Teorema 14, cualquier par puede escri- 
birse precisamente en una de las tres formas (1, 1), (n4+7, 1) o 
(n, n+x). Los de la primera forma son iguales al cero (1, 1); los 
de la segunda forma (n+x, nm) son los pares positivos, y puede de- 
mostrarse que verifican las propiedades aditiva, multiplicativa y de 
tricotomía, requeridas en la definición de un dominio de integri- 
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dad (Capítulo I, $3). Además, (m+x, m)=(n+y, n) si, y sólo si, 
x=y. Por lo tanto, si identificamos los pares «congruentes», la co- 
rrespondencia 2 (n+2, n) es biunívoca, entre los números natu- 
rales y los pares positivos (n+x, n). Se trata, precisamente, de un 
isomorfismo, puesto que por la definición (20)-(21), 


(m+z, mM+(n+y, n$)=(m+n+2+Y, m+n), 
(m+x, m)-(n+y, n)= 
= (MN + MY +4NTFMNFHIY, MAFHNTA MAA MY). 


Por lo tanto, los pares «positivos» satisfacen nl principio de induc- 
ción completa. Con esto queda bosquejada la demostración del si- 
guiente resultado : 


TEO0REx:-A 15. El sistema J* de los enteros positivos puede su- 
mergirse en un sistema más amplio J, en el que es posible la sus- 
tracción, y de tal modo, que cualquier elemento de J es la diferen- 
cia de dos enteros positivos de J*. El sistema J asi construído es un 
dominio de integridad ordenado, cuyos elemientos positivos satisfa- 
cen la ley de inducción completa, 


Por Capítulo I, $5, Ejercicio 8, este resultado implica el prin- 
cipio de buena ordenación. Puede notarse que en la demostración 
aquí apuntada intervienen sólo los postulados para J*. Recíproca- 
mente, en cualquier dominio que contenga al J*, las diferencias 
(a—b) de los clementos de J* deben satisfacer a las definiciones 
(19)-(21). (Cfr. Capítulo 1, $2, Ejercicio 3.) Esto demuestra 


TEorEMA 16. Cualquier dominio de integridad que contenga al 
sistema J*, debe contener un subdominio isomorfo con el dominio J 
de todos los enteros. 


Para una construcción sistemática de la aritmética a partir de 
los números naturales, resulta deseable un sistema de postulados 
más simple ; no como el enunciado ahora, mediante dos operacio- 
nes binarias, adición y multiplicación, sino basado en una sola ope- 
ración unitaria S(n)=n +1. Esta función S(n) se lee sucesivo de n. 
Los postulados de Peano, relativos a esta función, son : 

1.”, 1 es un número. 2.%, Cualquier número 1 determina un 
número único S(n) como sucesor. 3.?, Ningún número tiene al 1 
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como sucesor. 4.”, S(m)=S(n) implica m=n. 5.*, El principio de 
inducción completa. 

Partiendo de los «números naturales» así definidos, la adición 
y la multiplicación se introducen por definiciones de la forma 


(22) n+1=5S(n), n+S(m)=S(n+m) ; 
(23) n+l=0p, n- S(m)=n-me+n. 


Estas definiciones son recurrentes, es decir, hacen posible calcular 
un producto n(m +1) mediante otro producto conocido, cuyo segun- 
do factor es más pequeño. 


EJERCICIOS 


1, Demostrar que la relación definida por (19) es reflexiva, simétrica y tran- 
sitiva, 

2. Demostrar que si (m,n)= (m”, m), también (m, 1) +(r, s) = (m, n) +(r, 8) 
y (m,n)- (r,s)=(m', n') » (1,5), para todo (r, 3). 

3. Demostrar que la «adición» definida por (20) es conmutativa y asociativa. 

4. Demostrar lo mismo para la «multiplicación» definida por (21). 

5. Demostrar que (m, m) es la misma para todo m, y es el cero aditivo. 
¿Es la primera proposición consecuencia de la segunda? 

6. Demostrar que (m+1, m) es elemento idéntico para la multiplicación. 

7. Demostrar la ley distributiva. 

8. Demostrar la ley de simplificación para la multiplicación, 

9. ¿Qué propiedades de J+ se han utilizado en los ejercicios 1-8? Enunciar 
un teorema que tenga la misma»relación con los Teoremas 15-16 que el 
Teorema 7 con los Teoremas 5-6. 

10. Justificar la definición de «positivo» para el par (m, n). 

11. Demostrar detalladamente el Teorema 14. 

12. Demostrar que el postulado 1v del Teorema 14 puede reemplazarse por 
la condición de que m+1 +1 para cualquier m de J+. (Este es, en rea- 
lidad, el tercer postulado de Peano.) 

13, Definir en J+, m<n cuando m+zx=n para algún xeJ+. Probar: 
a m<n y n<r implica m<r; bb m<m para ningún m; c) m<n 
implica m+r <n-+r para todo r; d) m<m implica mr < nr para todo r. 

*14. Demostrar que las condiciones c) y d) del ejercicio 13 pueden utilizarse 
para reemplazar las leyes de simplificación (17)-(18) en la lista de postu- 
lados para J+. : 

*15. Demostrar que los postulados de Peano valen para los clementos positl- 
vos en cualquier dominio ordenado en el que los elementos positivos es- 
tén bien ordenados. 

*16. a) Dados los postulados de Peano y la definición 22, demostrar por in- 

ducción que n+1=1+nm. 
b) Demostrar que la adición definida por (22) es conmutativa. 
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*17. 


18. 
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Establece: un conjunto de postulados para el sistema RY+ de todos lo: 
númerzos racionales positivos. (Sugerencia: Hallar primero los postulados 
para los elementos positivos en cualquier campo ordenado. y luego ca- 
racterizar a R* como el menor de estos sistemas.) 

Demostrar que la repetición del proceso utilizado para obtener J a pa:- 
tir de J+ no vale para nuevas extensiones de J, ¿Puede generalizarse 
este resultado? 


CAPITULO IN 
Números reales 


1. Dilema de Pitágoras 


El filósofo griego Pitágoras (hacia el 600 a. de C.) sabía ya que 
la razón 7=df1 entre la longitud d de la diagonal de un cuadrado 
y la longitud 1 de su lado, satisface a la igualdad 


(1) d*= (rl? =1 41 (Teorema de Pitágoras) 


Así pues, razonaba él, existe un enúmero» 7 tal, que 7*=14+1=2, 

Pero, por otra parte, Pitágoras reconoció que r no podía repre- 
sentarae como un cociente 7=a/b de enteros. En efecto, (a/b)=2 
implicaría a?=2b*. Mas descomponiendo a en factores primos, re- 
sulta que a? es divisible por 2 un número par de veces; y por lo 
análogo, 2 dividirá a 2b* un número iimmpar de veces. Luego a? =2b* 
es jmnposible para a y b enteros. 

Únicamente podemos solucionar este «dilerna de Pitágoras» in- 
troduciendo los números irracionales : números que no son cocien- 
tes de enteros. 

Razonamientos similares (que el lector podrá suplir) dermues- 
tran que la razón Y3 entre la longitud de ia diagonal de un cubo C 
y la longitud de su arista, y la razón Y2 entre la longitud de una 
arista de C y la del cubo de volumen mitad, son números irracio- 
nales, Estos resultados son casos particulares del siguiente teore- 
ma mucho más general ; 


TreoreEMaA l. Sea p(xi=x"42437% 4... +20 UN polinomio con su 
primer coeficiente igual a 1 y los demús a,, ..., as enteros. Si la 
ecuación p(x)=0 tiene raices racionales, éstas son enteras. 
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Supongamos que p(x)=0 para alguna fracción r=afb. Div1- 

diendo a y b por su m.c.d. puede expresarse 7 como un cociente 

«=r/l de dos enteros r, 1, primos entre sí. Sustituyendo este valor 
en. p(x) y quitando denominadores, 


(2) O=l*p(r[D)=" +0," arP... +apl" 
luego "=—a,r1—...—agl”, luego [jr". Esto exige que cual- 


quier factor primo de l divida a 7” y por tanto a r. Pero r yl no 
tienen divisores comunes, y por tanto l=+1 y la fracción dada 
a=rl(+1)=+r es un número entero, c.q. d. 

Para probar la irracionalidad de V28, por ejemplo, fundán- 
danos en el Teorema 1, procederemos como sigue: si |[x|> 6, 
2 —28>0; si |x| <5, 2?—28<0; luego ningún entero puede 
ser solución de 1? —28=0 y, por el Teorema J, la solución 1/38 
de x?=28 no puede ser racional. 

Otros números irracionales son = (que no ez, por tanto, exacta- 
mente igual a 22/7 ni a 31416), e y inuchos otros. En el Cap. XIV 
probaremos no sólo que la inmensa mayoría de los números reales 
son irracionales, sino incluso que, a diferencia de yY2, no pueden 
satisfacer a ninguna ecuación algebraica. Jste resultado, que he- 
mos anticipado, nos indica ya que para contestar a la pregunta : 
¿qué es un número real?, necesitaremos utilizar ideas enteramente 
nuevas, 

La naturaleza de estas ideas y la relación entre los números 
reales y los racionales serán examinadas parcialmente en los párra- 
fos que siguen. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar: si un polinomio píx)=x%+a,x"-*...+a, con cocficientes en- 
teros, tiene una raíz entera r, este r es divisor de an. 

2. Demostrar que Y3 es irracional sin utilizar el Teorema 1. 

3. Demostrar que la ecuación 2x7*-+x=5 no tiene raíces racionales. (Sug-- 
rencia: Considerar la nueva variable y=2x.) 

4. Comprobar sí las siguientes ecuaciones tienen raíces racionales: 


a) 3 —Tr=3; DD Piar; 
ce) 8x*%4-31*==17; MD 5 —2r=13, 
5. Demostrar que 20x%=91 no tiene nin£una raíz racional para n>1 (en- 
tero). (Sugerencia: Utilizar el teorema del factor primo.) 
*6. ¿Para qué números racivnaales se es ¿23 —%7x entero? Hallar condiciones 
necesarias- y sufelentes, 
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7. ¿Para qué enteros a entre 0 y 250 tiene raíces racionales la ecuación 
30x%=a para algún n> 1? 

8. Demostrar que Ya es irracional excepto si el entero a es la n-ésima po- 
tencia de algún entero. 

“9, Demostrar que log,, 3 es irracional. (Sugerencia: Recordar la definición 
de logaritmo.) 


*10. Demostrar que Y2+yY5 es irracional. (Sugerencia: Hallar la ecuación 
polinómica correspondiente.) 


 *3L. a) Si u es irracional, mientras que a y b.son racionales, ¿cuándo será 
racional au+b? 
b) Si también c y d son racionales, ¿cuándo será racional 


(au + b)/(cu+d)? 


2. Números reales. Método geométrico y expresión decimal 


Los griegos de la época clásica usaron un método geométrico 
de aproximación para el cálculo de los números reales. Para ellos, 
un número era simplemente una razón (a : b) entre dos segmentos 

_rectilíneos a y b. En consecuencia, dieron construcciones geomé- 
tricas para establecer la igualdad entre razones, así como para la 
adición, sustracción, multiplicación y división de razones. De este 

* modo, las leyes del Algebra (Cap. 11, $1) aparecen tomo teoremas. 
geométricos. 

La versión griega de la noción de igualdad entre números ra- 
cionales y reales se basaba en una condición, debida a Eudoxio, 
.que especificaba cuándo eran iguales dos razones (*). Yista condi- 
ción se hacía depender de las posibilidades de formar geométrica- 

. mente los múltiplos enteros m-« de un segmento dado a, y de 
* comparar geométricamente las longitudes de dos segmentos. Se 
estipulaba que (a: b)=(c:d) cuando, para todo par de enteros 
positivos m y », 


(8) Sima>nb, también me >nd ; si ma < nd, también me < nd 


. Algebraicamente, ma > nb significa que a/b > n/m, suponiendo 

"siempre que b y m sean positivos. Entonces (3) puede leerse asi : 
Gfb=c/d, cuando cualquier número racional nfm que sea menor 
¿Que afb es también menor que cfd, mientras cualquier n/m que 
' sea mayor que afb es también mayor que cfd. 
q 
; (%) El lector podrá hacerse idea del papel que desempeña esta condición si re- 
+ Cuerda las primeras proposiciones sobre semejanza en la geometría euclidea. 
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Supongamos que p(z)=0 para alguna fracción «:=afb. Divr- 
diendo a y b por su m.c.d. puede expresarse x como un cociente 
x=r/l de dos enteros r, l, primos entre sí. Sustituyendo este valor 
en p(x) y quitando denominadores, 


(9) 0O=Pp(r)=r+a,7"l+0r 24 ...+apl" 
luego 7?*=—a,r”"—...—Agl”, luego ljr”. Esto exige que cual- 


quier factor primo de 1 divida a r” y por tanto a r. Pero r y l no 
tienen divisores comunes, y por tanto l=+1 y la fracción dada 
2=r[(+1)=+r es un número entero, c.q. d. 

Para probar la irracionalidad de Y28, por ejemplo, fundán- 
donos en el Teorema 1, procederemos como sigue: si |x[> 6, 
2 —28>0; si |x| <5, z*—28<0; luego ningún entero puede 
ser solución de 1? —28=0 y, por el Teorema 1, la solución Y28 
de x?*=28 no puede ser racional. 

Otros números irracionales son z (que no es, por tanto, exacta- 
mente igual a 22/7 ni a 3'1416), e y muchos otros. En el Cap. XIV 
probaremos no sólo que la inmensa mayoría de los números reales 
son irracionales, sino incluso que, a diferencia de Y2, no pueden 
satisfacer a ninguna ecuación algebraica. Tiste resultado, que he- 
mos anticipado, nos indica ya que para contestar a la pregunta : 
¿qué es un número real?, necesitaremos utilizar ideas enteramente 
nuevas. 

La naturaleza de estas ideas y la relación entre los números 
reales y los racionales serán examinadas parcialmente en los párra- 
fos que siguen. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar: sí un polinomio p(x)=x%+a,x1"-*+...+a, con coeficientes en- 
teros, tiene una raíz entera r, este r es divisor de Gp. 

2. Demostrar que yY3 es irracional sin utilizar el Teorerna 1. 

3. Demostrar que la ecuación 27*+x=5 no tiene raíces racionales, (Sug»- 
rencia: Considerar la nueva variable y=2x.) 

4. Comprobar si las siguientes ecuaciones tienen raices racionales: 


a) 3x2 —Ta=3; DC rar 
cd) 4317; Dd 27 —2r=123, 
5. Demostrar que 20x2=91 no llene ninguna raíz racional para 1n>1 (en- 
tero). (Sugerencia: Utilizar el teorema ¿el factzr primo.) 
*6. ¿Para qué núrmeres reacia 330s . 03 320 — 77 entero? Hallar condiciones 
necesarias. y sufeclentes, 


O 
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7. ¿Para qué enteros a entre O y 250 tiene raíces racionales la ecuación 
30x%=ga para algún n> 1? 
8. Demostrar que YT es irracional excepto si el entero a es la n-ésima po- 
tencia de algún entero. 
“9, Demostrar que log,,3 es irracional. (Sugerencia: Recordar la definición 
de logaritmo.) 
310. Demostrar que Y2+yY5 es irracional. (Sugerencia: Hallar la ecuación 
polinómica correspondiente.) 
-*31. a) Si u es irracional, mientras que a y b_son racionales, ¿cuándo será 
racional au+b? 
b) Si también c y d son racionales, ¿cuándo será racional 


(au +b)/(cu+d)? 


-2. Números reales. Método geométrico y expresión decimal 


Los griegos de la época clásica usaron un método geométrico 
de aproximación para el cálculo de los números reales. Para ellos, 
un número era simplemente una razón (a : b) entre dos segmentos 
rectilíneos a y b, En consecuencia, dieron construcciones geomké- 
tricas para establecer la igualdad entre razones, así como para la 
adición, sustracción, multiplicación y división de razones. De este 
.modo, las leyes del Algebra (Cap. 11, $1) aparecen tomo teoremas 
.geométricos. 

La versión griega de la noción de igualdad entre números ra- 
cionales y reales se basaba en una condición, debida a Eudoxio, 
que especificaba cuándo eran iguales dos razones (*). Esta condi- 
ción se hacía depender de las posibilidades de formar geométrica- 
mente los múltiplos enteros m-« de un segmento dado a, y de 
¿Comparar geométricamente las longitudes de dos segmentos. Se 
¿estipulaba que (a: b)=(e :d) cuando, para todo par de enteros 
"positivos m y », 


(3) Si ma >nb, también mec >nd ; sima < nb, también mc <nd 


. Algebraicamente, ma > nb significa que afb > n/m, suponiendo 
siempre que b y m sean positivos. Entonces (3) puede leerse así : 
afb=c/d, cuando cualquier número racional n/m que sea menor 
que afb es también menor que cfd, mientras cualquier n/m que 


sea mayor que afb es también mayor que efd. 
Ha 


(*) El lector podrá hacerse idea del papel que desempeña esta condición sí re- 
cuerda las primeras proposiciones sobre semejanza en ln geometría euclídea. 
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La validez de la condición (3) de Eudoxio expresa, evidente- 
mente, la circunstancia de que dos números reales positivos (a : b) 
y (c:d) son diferentes si, y sólo si, existe algún número racional 
mayor que uno de ellos y menor que el otro. También su condi- 
ción para (a:b)<(c:d) tiene el mismo fundamento, y es la si- 
guiente : 


(4) ra<lb y rtc>ld, para enteros convenientes 7 y l. 


El estudio geométrico de los números reales es ya desacostum- 
brudo. En la actualidad se les estudia aritméticamente, incdiante 
aproximaciones racionales, en especial decimales (un decimal es, 
como se sabe, un número racional cuyo denominador es potencia 
de 10). Por ejemplo, el irracional Y2 se reemplaza en la práctica 
por las aproximaciones sucesivas 1, 1'4, 1'41, 1'414, ... El núme- 
ro ” es aproximado, análogamente, por los decimales 


(5)  d,=3'1, d,=3'14, d,=3'141, d, =3'1415, d,=3'14159, 


y así sucesivamente. 

Al número r se le llarma extremo superior del conjunto infinito 
de números racionales (5), porque tal número es, por lo menos, 
tan grande como cualquiera de los términos de la sucesión (5), 
mientras que ningún número real menor que r tiene esta propie- 
dad. La existencia de «extremos superiores» es una propiedad ca- 
racterístioa de los números reales, como vamos a explicar en el $3. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que x=0,12437437437... representa un número racional. (Su- 
gerencia: Calcular 10007 — x.) 


2. Lo mismo para y=1,23672367... 
3. Demostrar que cualquier decimal periódico, semejante a los de los ejer- 


clelos 1 y 2, representa un número racional. Caleular su numerador y 
denominador. 


4. Demostrar que, inversamente, el desarrollo decimal de cualquier número 
es periódico. (Sugerencia: Observar que si aparece el mismo resto des- 
pués de m y de m—k divisiones por 10, el grupo de k cifras entre 
ambos se repite indefinidamente.) 


*5. ¿Es válido el resultado del ejercicio 4 en la base duodecimal? 


6. Hallar tres aproximaciones sucesivas de y2 en el dominio de todos los 
números racionales con denominadores potencias de 3. 


r- 
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3. Postulados de los números reales 


Mediante el concepto de extremo superior, y con postulados 
convenientes, podremos introducir ahora los números reales. 


DEFINICIÓN. Diremos que un campo ordenado Y es completo 


cuando todo subconjunto S de Y no racío y acotado superiormente 
'tiene un extremo superior en Y. 


Aclaración Se lama «cota superiors de S a cualquier ele- 
mento de F' no excedido por ningún elemento de S, esto es, a 


«cualquier clernmento b tal que z<b para todo x de S. Una cota 
«superior b se llama extremo superior si no hay ningún elemento 


menor que b que sea cota superior de S ; esto es, si para cualquier 


¿yU<b existe nm S un 7 tal que d'<z. Así, extremo superior es 


“sinónimo de «cota superior mínima» (brevemente, c.s.m.). De 


modo análogo se definen la «cota inferior» y el extremo inferior 
o cota inferior ináxima (c.i. m.). 


Postulado de los números reales. Tios números reales forman 


un campo R* ordenado y completo. 


En este postulado quedan incluídas todas las propiedades de los 
números reales, ya que pueden deducirse de él. Así sucede, por 


ejemplo, con el Teorema de Rolle, fundamental para probar el 


Teorema de 'Taylor y otras cuestiones de Cálculo Infinitesimal. 


«En la próxima sección daremos, como ejemplo, algunas demostra- 


ciones de sencillas propiedades de los números reales, en las que 
. interviene la existencia de tales extremos superiores. En el $5 de- 


mostraremos que dos campos cualesquiera ordenados y completos 


-son isomorfos, así que la afirinación de que los números reales R* 
¿constituyen un campo completo y ordenado, es una caracterización 


:Aabstracta de R*, exactamente lo mismo que, como vimos, los pos- 


tulados para los enteros los caracterizaron de modo abstracto (Ca- 


:Pítulo T, $13), Pero ahora nos limitaremos a mostrar más explíci- 
tamente el porqué se hace intervenir a los extremos superiores. 
Es posible definir concretamente el campo R* de los números rea- 


les como un conjunto de desarrollos decimales de infinitas cifras 


: (a los que, por brevedad, llamaremos decimales ilimitados) com- 
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binados y ordenados según reglas apropiadas (*). Pero si se hace 
esto, es muy difícil probar lo que se supone implícitamente en el 
álgebra de la escuela media, que el sistema [R* de estos decimales 
ilimitados es un campo ordenado (¡ confróntense nuestros postula- 
dos para campos ordenados con las hipótesis del álgebra que hemos 
estudiado en la escuela !). Por otra parte, es relativamente fácil 
demostrar que un conjunto S, no vacío, de decimales ilimitados, 
acotado superiormente, tiene un extremo superior a* decimal ili- 
mitado. 

En primer lugar, cualquier conjunto T' no vacío, de decimales 
ilimitados, no negativos, tiene un extremo inferior c. Para mos- 
trarlo consideremos los números con x1 cifras decimales que resul- 
tan limitaudo en sus e primeras cifras decimales los números 
de 'T. Entre ellos habrá uno mínimo, ya que los números (no ne- 
gativos) con u cifras decimales y menores que cualquier número 
de T forman conjunto finito. Sea este minimo k+0'd,d;...da, en el 
que k es un entero y d,, ..., da son dígitos. El mínimo de los nú- 
meros análogos con 1+1 cifras coincide con el antedicho en sus 
1 primeras cifras, así que tiene la forma k+0'd,d,...dadas,, con un 
nuevo dígito da. Nuestra construcción define así cierto número 
decimal ilimitado k+0'4,d,... Por la construcción resulta ser una 
cota inferior de T' (ya que por su desarrollo decimal no es mayor 
que niugún z de T), y además es un ertremo inferior (pues con 
cualquier cifra decimal mayor en su desarrollo no tendría aquella 
propiedad). 

Podemos, por lo tanto, hallar un extremo inferior para todo 
conjunto no vacío S: acotado inferiormente, Sea b una cota infe- 
rior ; si restamos b de cada número y de S, obtendremos un con- 
junto T de números no negativos y —b, y para este conjunto pue- 
de hallarse un extremo inferior c, como anteriormente. El nú- 
mero b*=c+b es entonces un extremo inferior para el conjunto 
original S, como puede verse fácilmente. 

Con este resultado pueden construirse también extremos supe- 
riores. Si un conjunto S tiene una cota superior a, el conjunto de 
los opuestos de los elementos de S tendrá la cota inferior —a ; 


(*) Las primeras complicaciones se deben a igualdades como 0'199...=0'200... 
entre «decimales distintos. También resulta difícil dar una regla para deducir con un 
número finito de pasos la n-ésima cifra de una suma o producto, Esto se refléja en 
las complicaciones cuando se quiere «demostrar que el sistema asi definido es un cam- 
po (por ejemplo, probar que vale la ley asociativa o que existe el inverso 1/x). 
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luego, por la demostración anterior, tendrá un extremo inferior b* 
El número a*=—b* es un extremo superior de S. Vemos así que 
los decimales ilimitados constituyen un sistema «completo», en el 
sentido de nuestra definición. 

En la axiomática de los números reales pudimos también haber 
postulado la existencia de extremos inferiores. La única razón para 
no haberlo hecho, es que esto puede demostrarse partiendo de las 
restantes hipótesis. 


TeorexMa 2. En el campo R* de los números reales (definido 
por nuestros postulados como un campo ordenado y completo) todo 
subconjunto S no tacio que liene uná cota inferior, tiene un ex- 
tremo inferior. 


La correspondencia r-—>(—x) es una correspondencia biunivo- 
ca de R” consigo mismo; y como transforma r <y en —2>-—y, 
cambiará también cotas superiores en inferiores y extremos supe- 
riores en inferiores. El postulado de existencia de extremos su- 
periores encierra, pues, la de los inferiores. 


EJERCICIOS 


1. Sea D un dominio ordenado en el que cualquier conjunto acotado tiene 
una c.s.m.; demostrar que también tiene c.t.m. (un conjunto está «aco: 
tado» si tiene cota superlor y cota inferior), 

2. Demostrar que el principio de buena ordenación implica la existencia 
de c.s.m. y c.i.m. en los conjuntos acotados de enteros. 

3. Demostrar que no hay dominio ordenado en el que cualquier conjunto 
no vacío tenga una c.s.m. (Sugerencia: Demostrar que el propio D no 
puede tener cota superior.) 

4. Cualquier conjunto finito no vacío de números racionales tiene c.s. m. 
y C.1m. ¿Es cierto esto para cualquier dominio ordenádo? 

5. Establecer en lenguaje geométrico un postulado sobre los puntos del eje 
real, que asegure que todo conjunto acotado tiene c.s.m. y c.l.m. (Uti 
lizar las palabras «izquierda» y e«derecha».) 

6. ¿Cuál es la c.s.m. del conjunto de todos Jos números racionales m/n, 
con m? < 7n*? 

7. Escribir dos conjuntos racionales diferentes que tengan ambos la misma 
c.s.m. 4/2, 

8. Mostrar la c.s.m. de cada uno de los siguientes conjuntos de números 
racionales: 


a 1/3, 4/9. 13/27, 40/81. ...; b» 1/2. 3/4. 1/8. 15/16. 
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9. Supongamos que S tiene una c.s.m. a* y una c.i.m. b*. 
a) Demostrar detalladamente que el conjunto de todos los números —3x, 
con x en S, tiene la c.s.m. —3b* y la c.i.m. —3a*, 
b) Del mismo modo, hallar la c.s.m. y Ja c.i.m. del conjunto de todos 
los números x+5 para x en S. 

10. En el Ejercicio 9 calcular la e.s.m.: a) del conjunto de todos los núme- 
ros Tx+2, con x en S; b) del conjunto de todos los números 1/x, con 
z+O0 en S, si b*>0. 

11. Sean S, y S, dos conjuntos de números reales con las respectivas Cc. s.m. 
b, y b,. ¿Cuál es la c.s.m.: a) del conjunto S,+S, de todas las sumas 
3,+8,, cOn 3,0S, y 3,€S,; b) del conjunto de todos los elementos que 
pertenecen a S, oa S,? 

12. Escribir una relación de todos los postulados para los números reales, 

*13. Construir un sistema de postulado para los números reales positivos. 
(Sugerencia: Ctr. Cap. 2, $5.) 

14, Mostrar que cualquier elemento a* en un campo ordenado es c.s. m. para 
un conjunto S si, y sólo si, 1) z <a* para todo xeS; 2) para cualquier 
e positivo del campo, existe un zen S con |[¡—a*|<e. 


dl. Aplicación de los postulados 


Vamos ahora a utilizar la oxistencia de extremos superiores 
para demostrar varias propiedades del campo de los números rea- 
les R*, comenzando por la existencia de soluciones para ecuacio- 
nes tales como 2*=2, 


TEo0REMA 3. Si p(x) es un polinomio con coeficientes reales, 
si a<b y si p(a) < p(b), entonces, para cada constante C que 
satisfaga a la limitación pla) <C<p(b), la ecuación p(x)=C tte- 
ne al menos una raíz entre a y b. 


Geométricamente, la hipótesis significa que la gráfica de y=p(x) 
une los puntos [a, p(a)] y [b, p(b)] ; la conclusión asegura que 
dicha gráfica debe cortar toda horizontal y==C, intermedia entre 
y=p(a) e y=p(b) en algún punto con coordenada x entre a y b. 

Demostración. Consideremos en primer lugar el caso especial 
p(x)=x*, con a=1, b=2 y C=2. Como a*=1<C<4=b?, la con- 
clusión nos afirma que la ecuación x”=2 tiene una solución real 
entre 1 y 2. En efecto, indiquemos con S el conjunto de los nú- 
meros reales comprendidos entre 1 y 2 que satisfacen a la condi- 
ción 1? < 2, Como 1*=1<2, $ no es vacío ; y S es acotado, pues 
todos sus elementos son menores que 2; tendrá, pues, un extremo 
superior c. Vamos a demostrar que c*=2. 
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Observernos primero que si Ar es un número real (un incre- 
mento de 7), 


(6) (c+Ar)!=c*+20Ar+ (Ar)jt=c*+ (204+Ar)Ar, 


Pero si | Ar]|< 1, resultará ¡2c+Ar|<2]c]+1. Si M=2|c|+1, 
tendremos 


(7) (es Ar—c*|/M <|Ar], si |Azr|<1. 


(Esta fórmula nos dice, esencialmente, que el incremento (c+ Az)? 
—.c* nunca excede en M veces al correspondiente incremento de 2.) 

Veamos ahora que c? >2 es imposible, Pues en tal caso, cual- 
quier elemento r de S podría escribirse 1=c— Az, con Ar no ne- 
gativo, así que x"=(c—Ar)?<2, por la definición de S, Pero 
por (7), Ar=]Az]>|](c— Ar) —c*] /M =[c* — (r— Az]/M 
> (c? —D/M. Por consiguiente, todos los elernentos r de S entre 
1 y 2 satisfarán 


r=c—Ar<c— (ec —9/M, 


así que c—(c* —2)/M sería una cota superior de S, contraria- 
mente a la hipótesis de que c es el extremo superior. 

Análogamente, c* < 2 es imposible. Pues ello implicaría por (7), 
con Ár=(2— e*)/M, que 


[c+ (2—c)/M]"< 014 M(Q—c*)/M=2, 


contrariamente a la construeción de c como cota superior del con- 
junto de todos los 7, con 7? <2, 

El razonamiento en el caso general es idéntico, excepto esto : 
en las fórmulas (6) y (7) se tiene p(r4Ar)=p(c)+q(c, AzjÁAz, con 
un polinomio más general q(c, Az), y además, para obtener M, 
se debe poner, en q(c, Az), |b—a| en vez de Ar, |c| en vez de c, 
y Signo más en todos los términos. 


Corornario 1. Si p(x) es un polinomio con coeficientes posi- 
tivos y sin término independiente, y además C>0, la ecuación 
p(x)=C tendrá al menos una raiz positica. 


Como no hay término independiente, p(0)=0, mientras que 
0<C<p(b) para un valor de b suficientemente grande. 
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CoroLarto 2. Si p(x) es de grado impar, entonces p(x)=C 
tiene al menos una raíz para cualquier valor real del número C. 


Pues si p(x) tiene positivo su primer coeficiente, se verifica que 
p(—b) <C<p(b) para valores suficientemente grandes de b. Si 
fuese negativo el coeficiente del primer término, resolveríamos 
—p(x)=—C como en el primer caso. 

Nota. El Teorema 3 no enseña el modo de calcular numérica- 
mente las soluciones de las ecuaciones numáricas ; se limita a pro- 
bar su existencia. Para calcularlas puede emplearse la regla de 
Newton, como se enseña en los cursos de Cálenlo, o los desarrollos 
en serie como el 


— 1 1 1Y 7 1 1 3» 
O) Vl+2=1437+3 (- 3) F+3(-3) LF 
Este estudio no corresponde al Álgebra, sino al Análisis. 

Nuestros postulados hacen del conjunto de los números reales 
un campo ordenado H*, y el Teorema 13 del Capítulo TI rnuestra 
que R* debe contener un subcampo isomorfo con el campo R de 
los racionales. Como R fué definido en el Cap. 11 a menos de iso- 
morfismos, podemos suponer que el campo R* de los números 
reales contiene a todos los racionales, y por ende a todos los en- 
teros. Este convenio ajusta nuestros postulados en la aritmética 
de uso corriente y nos permite probar la siguiente propiedad de los 
números reales (llamada comúnmente «propiedad arquimedeana») : 


TeorEMA 4. Dados dos números cualesquiera, a>0 y b>0, 
en el campo R* de los números reales (definido por los precedentes 
postulados), existe un entero n para el cual na >b. 


Demostración. Supongamos la conclusión falsa para un par de 
números reales a y b, así que db > ma para cualquier n. El conjun- 
to S de todos los múltiplos na es acotado (b es una cota), así que 
tendrá un extremo superior b*. Entonces b* > na para cualquier n, 
así que también b*> (m+1)a para cualquier m. Esto implica 
b* —a> ma, luego b*-—a es una cota superior para el conjunto 
S de todos los múltiplos de a, a pesar de ser menor que su extre- 
mo superior b*, lo cual es contradictorio. 

El establecimiento de la propiedad arquimedeana puede utili- 
zarse para demostrar la condición de Eudoxio [cfr. $2, (4)]. 
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TEoREMA 5. Entre dos números reales cualesquiera e >d exis- 
te un número racional min tal que e >m/n> d. 


Como antes, lo probaremos basándonos en que las núrneros rea- 
les forrnan un campo ordenado y completo (postulado). Por hipóte- 
sis, c—d>0, asi que por la propiedad arquimedeana existirá un 
entero positivo n tal que n(c—d)>1, o bien, 1/n <c—d. Sea 
ahora m el menor entero para el cual m >mnd ; entonces (m — 1Yn 
<d ; así que 


min =(m — D/n+1/n <d+ (c —d)=c. 


Y como m/n > d, resulta c >mf/n >d, como queríamos demostrar. 

Podemos ilustrar esta demostración como sigue: las diversas 
fracciones 0, +1/h, +2/h, ..., con denominador fijo h, están distri- 
buídas a lo largo del eje real con intervalos de longitud 1/k. Para 
estar seguros de que uno de tales puntos cae entre c y d necesita- 
mos Sólo hacer ue el espacio 1/h sea menor que la diferencia c— d., 

Este teorema puede servirnos para sustentar rigurosamente 
nuestra idea intuitiva, utilizada, por ejemplo, en las aproximacio- 
nes (5), de que todo nútnero real es extremo superior de un con- 
junto de números racionales. 


Corornario. Fodo número real es extremo superior de un con- 
junto de números racionales. 


Demostración. Para un número real dado c, sea S el conjunto 
de todos los números racionales m/n < ce. En tal caso, c es una cota 
superior de S. Por el teorema, ningún número real d<ec puede 
serlo, luego e es extremo superior de S, c. q. d. 


EJERCICIOS 


Il. Demostrar que cualquier número positivo real tiene una raíz cuadrada 
real. 

2. Probar que cualquier número real tiene ralz cúbica real. 

3. Demostrar que x' —z=C tiene dos raíces reales para todo C > —3/8. 

*4, Demostrar que si sen a <sen b, para todo C que satisfaga la limitación 

sen a <C<sen b, la ecuación sen z=C tiene una raíz real entre a y b. 
(Sugerencia: Obsérvese que |sen (r4+Ax)—sen z| <| Ar|.) 

5. Calcular 4/5 con cuatro decimales. utilizando (8) y observando que 
(1/2/5"=14+1/4. 

6. Calcular yY2 eon seis cifras. utilizando (8) y (54/2/7)'=1+1/49. 
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7. Calcular y17 con cinco decimales. 

8. Demostrar que entre dos números reales cualesquiera c<d, existe un 
cubo racional (m/n) tal que c< (mn) <d. ¿Es verdad esto para los 
cuadrados racionales? 

9. Sih>1 es entero, demostrar que entre dos números reales e >d existe 
un número racional de la forma m/ht, con m y k enteros. 

10. Demostrar que la igualdad a/b=c/d entre dos cocientes de números rea- 
les se define correctamente pór la condición de Eudoxio dada en (3), $2. 

11. a) Si a y b son positivos reales, mostrar que ax*+! > bx8 para todo 

valor positivo suficientemente grande de zx. 
b) Dado un polinomio p(x) con coeficiente principal positivo, hallar un 
número real M tal que p(xr) > 0 para todo x>M. 

12. Traducir el argumento del Teorema 3 al caso 2*—7, a=1, b=2, 

13, Desarrollar el razonamiento del Teorema 3 en caso general. 


* 5. Cortaduras de Dedekind 


Imaginemos a Jos números racionales distribuídos en la forima 
habitual sobre el eje de las 7. Si cortamos este eje (como con unas 
tijeras), dividiremos a los números racionales en dos clases : llame- 
mos L a la clase de la izquierda y U a la de la derecha. Cualquier 
número racional se encuentra en una de las dos clases, y puede 
suceder que uno de estos números, r[s, sea el borde de ambas. Esto 
sucederá si, y sólo si, el eje de las xx se ha cortado precisamente 
por el punto r/s. Obsérvese especialmente que si z está en L, será 
E < y para cualquier y de U. Viceversa, si z<y para todos los y 
de U, x estará en L. Tenemos con esto una idea de lo que es una 
cortadura de Dedekind, 

Para precisar esta idea, sea PP un campo ordenado. Se llarna 
cortadura de Dedekind en ', a un par de subconjuntos no vacios 
L y U tales, que 

1.2 E es el conjunto de todas las cotas inferiores de los ele- 
mentos de U; 

2.7 U es el conjunto de todas las cotas superiores de los ele- 
mentos de E. (Cfr. el próximo Ejercicio 5.) 


IiiMaA 1. En las partes inferior y superior de una cortadura de 
Dedekind, tomadas en conjunto, quedan incluídos todos los ele- 
mentos de Y ; ambas tienen, a lo más, un elemento común. 


Demostración. Sea dado un reF. Si r< a, para algún acL, 
será 1<a< y para todo y de U, y, por lo tanto, ze L. En otro 
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caso, por la ley tricotómica, 1 >4 para toda acl, así que re U; 
esto demuestra la primera afirmación : cualquier elemento de F 
está en Lo en U. Ademis, sean a y b dos elementos que están 
contenidos simultineamente en L y en U. Será a > bd (puesto que 
acU, beL), y a<b (puesto que ael, be«U), y, por lo tanto, 
debe ser a=b, lo que demuestra la segunda afirmación. 

Cuando L y U tengan el elemento a en común diremos que la 
cortadura se ha hecho a través de a. Evidentemente, una corta- 
dura (L,, U,) estará hecha a través de a, cuando f., sea el con- 
junto de los »<a, y U, el conjunto de los x > a. 


AXIOMA DE DEDEKIND (para cortaduras sobre un campo ordena- 
do Y), Toda cortadura está hecha a través de algún elemento a. 


'ProremMa 6. Jl arioma de Dedelkind es válido en un campo or- 
denado Y si, y sólo si, se trata de un campo ordenado y completo (*). 


Demostración. Sea (L, U) una cortadura. Supongamos prime- 
ro que P” es completo. Por definición (83), la clase [, contiene a 
su extremo superior a. Como a es una cota superior de L (precisa- 
mente, la cota superior mínima), pertenecerá a U; pero por ser la 
minima, resulta una cota inferior de las cotas superiores, es decir, 
de los elementos de U. Esto significa (por la definición de corta- 
dura) que a pertencce también a L ; por consiguiente, la cortadura 
(L, U) ha sido hecha a través de a. 

Recíprocamente, supongarnos válido el axioma de Dedekind, y 
sea S un conjunto no vacío y acotado. Llamemos U al conjunto de 
todas las cotas superiores de S, y L al conjunto de todas las cotas 
inferiores de U (por lo tanto, L contiene a S). Para probar que 
(L, U) es una cortadura, bastará mostrar que U es, exactamente, 
el conjunto de las cotas superiores de L. Pero, por la construcción 
de L, cualquier elemento de U es una cota superior de L (x< y 
para todo re E, ye U); además, U incluye a todas estas cotas su- 
periores, puesto que LL contiene a S. Probado ya que (L, U) es 
una cortadura, el axioma de Dedekind nos dice que estará hecha a 
través de un elemento a. Este a, por ser elemento de U, será cota 


(*) Que F sea un campo no es esencial. MacNellle demostró en 1933 que el más 
general conjunto parcialmente ordenado puede ser completado mediante las cortadu- 
ras de Dedckind, para formar una «lattice» completa. (Cfr. Cap. X1.) 
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superior de S, y por ser elemento de L, será la cota superior míni- 
ma (a< zx para todo ze«U). Esto completa la demostración. 

Podemos ahora apuntar una demostración sobre la naturaleza 
característica del postulado enunciado en $3 para los números 
reales. 


TEOREMA 7. Dos campos ordenados y completos son isomorfos. 


Demostración. Seun tales campos F' y F”. Por el Teorema 13 
del Cap. II, contendrán sendos subcampos «racionales», R' y R”, 
isomorfos (isomorfismo que conserva el orden, así como las sumas 
y productos). Extenderemos el isomorfismo entre R' y R* a un iso- 
morfismo entre FF" y F”. 

En efecto, cualquier a'eF” define una cortadura en /” y, me- 
diante ella, una cortadura en R' (esto es, en el subcampo de los 
racionales). Pero por el Teorema 5 (condición de Eudoxio), «' está 
determinado por esta cortadura en R”, y asimismo, cualquier cor- 
tadura (Ly, Ur) en F' determina un elemento «* que es extremo 
superior para Ly y extremo inferior para Uy. Las cortaduras en Hi” 
se definen análogamente, y de este modo, los elementos de F* y. los 
de F* se corresponden biunivocamente con las respectivas cortadu- 
ras en E? y en FP”, y por ende, biunivocamente entre sí. 

Finalmente, las operaciones en F" y en FP” pueden definirse me- 
diante las de 1 y IR”, de modo que se extienda el isomorfismo. 
Precisando mús, sean a y b los elementos correspondientes a las 
cortaduras (L,, Us) y (Ly, Un) de R”, En tal caso, a+b correspon- 
derá a la cortadura (L.+ 1», U,+ Up) (*) —designando por La, + Lo 
el conjunto de las sumas 2+Y, con teL, e ye Lo, y lo análogo 
para U,+ [1—. Para multiplicar elementos positivos, a y b, forime- 
mos de modo anúlogo las respectivas cortaduras en el sistema de 
los racionales positivos. Entonces ab corresponde a la cortadura 
(L,Ly, U,Us) —donde L,L, es el conjunto de los productos xy, 
con eL, e ye Lo, y lo análogo para U,Up. Como (—a)b=a(—b) 
=—ab, y (—alM—b)=ab, la extensión alcanza a todos los produc- 
tos. Omitimos los detalles de la demostración. 

Reciprocamente, se pueden utilizar las cortaduras para definir 


(*) En clertos casos CErtly U,+Uy) no será una cortadura de HH. pordue el nú- 
mero a+b sea racional y, sin emburgo, no aparezca en ninguna de las dos clases; 
pero la cortadura aparece sin más que añadir n ambas partes el número desaparecí- 
do. Lo mismo se dice para el producto, que sigue ahora. 
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los números reales a partir de los enteros. De los postulados del 
dominio J de los enteros se deduce (cfr. Cap. 11, $5) que los ra- 
cionales forman un campo ordenado con la propiedad arquimedea- 
na enunciada en Teorema 4. Si se definen la adición y la multipli- 
cación de cortaduras en J? del modo expuesto en los precedentes 
párrafos, se puede demostrar que las cortaduras en HR constituyen 
un campo ordenado que satisface el axioma de Dedekind, y que es, 
por lo tanto, un campo completo y ordenado, Pero las demostra- 
ciones son largas, y su desarrollo nos llevaría lejos de nuestro ca- 
mino, así que nos limitamos a enunciar el resultado. 


Teorema 8. Existe un campo completo ordenado, y sólo uno, 
salvo isomorfismos. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que si (L, U) y (L', U') son cortaduras en el campo racional, 
cualquier número racional con una excepción a lo más, puede escribirse 
como 2+y (xeL, yeL') o como u+v (ue U, veU). 

2. Enunciar y demostrar teoremas análogos para los números racionales 
positivos, con la multiplicación en vez de la adición. 


3. ¿Por qué fallan estos teoremas para los negativos racionales? 


4. Demostrar que para todo «>0 existe un n bastante grande para que 
10-2 < e. 

5. A veces se define una cortadura de Dedekind en un campo ordenado F 
como un par de subconjuntos L* y U' de F tales, que cualquier elemento 
de F esté siempre en L' o en U”, y tal que x<y siempre que xeL! 
e y«U'. Por edición y supresión de convenientes números particulares, 
demostrar que cualquier cortadura (L', U” de este tipo da una cortadura 
(L,'U) en sentido del texto, y viceversa. 


6. Si t es un elemento de un dominio ordenado D con 0<t<1, demostrar 
que s=2—+t tienen las propiedades s> 1, st<1. 

7. Sea D un dominio ordenado «completo». a) Si D no es isomorfo con J, 
mostrar que D contiene un elemento t con 0<t<1. b) Si db y e son ele- 
mentos positivos cualesquiera de D, demostrar que ttb <e para algún 1. 

*8. Mediante los Ejercicios 6 y 7 demostrar que cualquier dominio ordenado 
«completo» es isomorfo o bien a J o bien a R*. (Sugerencia: Hallar el 
inverso de b”> 1 considerando todos los = con xb < 1.) 

9. a) Demostrar que cualquier isomorfismo de R* consigo mismo conserva 
la relación x < y. (Sugerencia: x<y si, y sólo si, 22>=y—x tiene 
una raíz.) 

b) Utilizando «2). demostrar que el único isomorfismo de R* consigo 
mismo es el isomorfismo trivial > 2. 
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* 6. Convergencia 


Los números reales tienen otra interpretación, distinta de la 
que acabamos de exponer mediante las cortaduras. Se les puede 
considerar, en efecto, como limites de sucesiones de números ra- 
cionales. Este punto de vista se asocia al nombre de G. Cantor, 
y se basa en la siguiente 


DEFINICIÓN. Se dice que una sucesión (xa) =X,, Xz, X3, ..., de 
elementos de un campo ordenado, converge hacia un limite a en F 
(en simbolos, Xx. >a), cuando, dado cualquier «>0 en TF, existe 
un N=N(«) tal, que para todo n >N sea |x.—a]|<e. 


Dicho de otro modo, todos los términos de la sucesión, excepto 
un número finito de ellos, satisfacen la desigualdad |x.—a|<e. 
Por ejemplo, la sucesión 3, 3'1, 3'14, 3'141, ..., de $2, (5), con- 
verge hacia , porque el n-ésimo término de esta sucesión difiere 
de ” en menos de 0'00...01=10"*. En este ejemplo, podemos to- 
mar concretamente N=N(«) mayor que —log e; con lo cual, todos 
los términos z,, con 1 > N, difieren de 7 en menos de e. Este ejem- 
plo ilustra el sentido con que cada número real aparece como límite 
de una sucesión de racionales (que en la práctica son decimales). 


LEMA 1. Six.>a, existe un entero N tal, que | xm—x»|<c 
siempre que sean n>N y m>N. 


Demostración. 'lomemos N lo bastante grande para que k>N 
implique [rx —a|<«d2. Entonces, si m>N y n>N, resultará 
| La — Za | =| (20 — 4) + (24 —4) | <| 20 —a]+|7,—a|<e. La con- 
dición del enunciado se debe a Cauchy, y su importancia radica en 
que en ella no interviene a. Llamaremos sucesión regular (o su- 
cesión de Cauchy) a toda sucesión (1,)=2,, %,, %,, ..., tal, que 
| Za — Za] > 0 cuando m, 1 > 00 en la forma que expresa el Lema. 


TEOREMA 9. Cualquier sucesión regular de números reales (o 
bien de elementos de un campo ordenado y completo) tiene límite. 


Demostración. Sea (7,) la sucesión regular. Ante todo, 7, per- 
manece acotado; pues si tomamos «=1 y N=NX(1), los términos 
que siguen a zx tienen como cota superior £x+1, luego la totali- 
dad de la sucesión admitirá como cota superior el mayor de los 
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NÚMEros Z,, Za, ..., Uy, Ts +1. Lo mismo se establece que hay 
una cota inferior. Podemos, pues, formar para cada n el número 
Yu = extremo superior de (£a, Za.1, Lnoz, ...); Se demuestra que 
Y >Y2>Y, >... está acotado por las mismas cotas que (a). Sea 
a el extremo infcrior de las y.. Vamos a demostrar que 21, >4. 
En efecto, se. un e >0 dado. Por definición de a, a <y, < 
a+eJ3, y como (r,) es una sucesión regular, si N es suficiente- 
mente grande, para todo m, n> N será [Zn — 2,| <e/3. Además, 
por la definición de ys, podemos tomar n>N' tal, que Yx >71. > 
Yu — ¿/3; combinando con lo anterior, para todo m> N, resulta : 


(8) [Ta —4|<|Ta— 2 +| 72 —Yx | +[Yu—a|<e, 


como queríamos demostrar. 

El Teorema 9 ocupa en la construcción de los números reales 
un papel semejante al axioma de Dedekind (*). Tiene además una 
importancia posterior, que no comparte el último : se aplica tam- 
bién a los números complejos (Cap. V), a los números p-ádicos 
(que no tratamos en este libro), a la geometría y al análisis. 

La construcción de Cantor de los números reales, a partir de 
los racionales, se basa en las siguientes definiciones : 


1.* Toda sucesión regular de números racionales «es» un nú- 
mero real ; 


1." Dos sucesiones regulares (wa) e (y») son «equivalentes» 
cuando lr.—y|>0; 

2. (22) + (Ya) = (a+ ya) ; 

3. (x2,) (4n) = (2.Yn). 


La construcción de Cantor es menos algebraica y más artificio- 
sa que la de Dedekind. (Por ejemplo, como en la construcción de 
los racionales en el Capítulo 11, se debe demostrar que la adición 
y la multiplicación son univocas respecto a la equivalencia intro- 
ducida.) Sin embargo, la demostración de que el sistema definido 
por 1.*-3.* es un campo, resulta inucho más breve (**) que la co- 
rrespondiente demostración con las cortaduras de Dedekind, mien- 
tras que, por otra parte, se relaciona de modo más estrecho con la 
teoría de las series infinitas y otros métodos generales del Análisis. 


(*) Es fácil demostrar que un cumpo arquimedeano satisface al axtoma de De- 
dekind si, y sólo si, todas sus sucesiones regulares tienen límite. 


(**) Puede verse el Capítulo VI de C. C. Mac Duffee, Introduction to Abstract 
Algebra. Wiley, 1940. 
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EJERCICIOS 


Demostrar que si (7) e (y,) son sucesiones regulares, también lo son 
a) (%a+ Yo). D) (XaYa). 0) (—22), d) (1/yn). supuesto en la última que ya 
no converja a 0. y que ningún y,=0. 

Sean (2) = (yn) definidas como en 1. en el texto. Demostrar que esta 
relación es reflexiva, simétrica y transitiva. 

En Ejerc, 2, demostrar que (x,) = (ya) implica (xn) +(09) = (Ya) + (00) 
y (20) : (00) = (Yn) : (80) para toda (cn) regular. 

Demostrar las leyes conmutativa, asociativa y distributiva y la existen- 
cla de aditivos inversos para sucesiones regulares. 

Hacer lo mismo para el inverso multiplicativo de una sucesión (x,)=0. 
(Nota: Puede aparecer un número finito de términos x,¿=0.) 

Para un primo fijo p, sea [a [| el valor absoluto p-ádico del entero a, 
definido en el Capítulo 1, $8, Ejercicio 3. 


- 2) Definir la convergencia y regularidad de las sucesiones de enteros. 


utilizando slempre [| x [| en lugar de |x|. 

b) Demostrar el análogo del Lema 1. 

c) Demostrar que si la igualdad, suma y producto se definen conve- 
nientemente, las suceslones regulares forman un dominio de integri- 
dad (al que se le llama dominio de los enteros p-ádicos). 

Demostrar que cualquier entero p-ádico puede expresarse unívocamente 

como una serie 


a,+4,p+a,p*+..., 0<a <p 


y mostrar cómo se calculan las sumas y productos de tales series. 


CAPITULO IV 
Polinomios 


Formas polinómicas 


Sea D un dominio de integridad, y sea «er» simplemente un 
mbolo. Supongamos que se forman sumas, productos y diferen- 
18 de x con los elementos de D y consigo mismo, con sujeción 
las reglas ordinarias del cálculo algebraico (es decir, de acuerdo 
n los postulados que caracterizan a un dominio de integridad). 
n casos particulares, este procedimiento es conocido por el Alge- 
a de la Enseñanza Media, y nos lleva a la construcción de poli- 
mios en x. Mientras no se haga ninguna hipótesis sobre z (ni 
n siquiera la de que sea un elemento incógnito de D), se suele 
xir que z es una indeterminada. 

Evidentemente, el procedimiento descrito nos permite construir 
das las expresiones de la forma 


) +01 +... +00? (%o, ..., daeD; ar 0 si n>0) 


y las que x” (n entero positivo) se define como z-+-x...x (n facto- 
s). Y asimismo, utilizando sólo los postulados del dominio de 
tegridad, se pueden sumar, restar o multiplicar dos expresiones 
talesquiera de la forma (1), obteniendo otra expresión de la mis- 
a forma. Por ejemplo, si D es el dominio de los enteros, 


2)=[0+1-x+(—92)x*](24+3-x)= 
=0-240-3-24+12-24+1:2-3-24+ (—21?*-24 (—Q)*-3-12- 
=040:24974+31*4 (Si? + (—6)2? = 
=04+ (041 + [3 + (—0]z2* + (—6)z* = 
=04 2% + (—D)z2*+ (—6)J2”, 
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por la ley distributiva generalizada, las leyes conmutativa y asocia- 
tiva y, finalmente, la ley distributiva. 
Este razonamiento puede generalizarse. En efecto. sean 


P(2)=4,4+0/T4+...+ pt” 
, q(z)=b,+b,2+...+ ba? 


dos expresiones de la forma (1). Si m> mn, tendremos 

(2) padiqlz)=(atbo)+...+ (01 + dado +01 +... + Qmt”. 
Resulta una fórmula análoga sim <n. Además, por la ley distribu- 
tiva, p(i)q(z)= $ y aybya'*. Agrupando los términos con el mismo 
exponente, y damabdo los cocficientes, tenemos 

(3) p(2)q(7) =4,b, + (a,b, +01d)1+...+OmbyT" 


En este resultado, el coeficiente de x* es una suma Y) abr, ex- 
y 


tendida a los valores enteros de i tales, que 0<i<m, y 0O<k—i 
<u (fig. 1). Con esto hemos de- 
mostrado el siguiente resultado : 
'Teorksta 1. Sea D' un domi- 
nio de integridad (supuesto exis- 
tente) tal, que contenga a un sub- 
dominio isomorfo con otro dominio 
dado D y a un clemento x no 
perteneciente a 1). Intonces los 
polinomios (1) en este elemento x 
j sesuman, restan y multiplican por 
las fórmulas (2) y (3), y consti- 
tuyen un subdominio de 1). 


Figura 1 


Con objeto de demostrar que siempre existe un tal dominio de 
integridad D', daremos la siguiente definición : 


DerixicióN. Llamaremos forma polinómica (o polinomio for- 
mal) en una indeterminada x sobre un dominio de integridad D, 
a toda expresión del tipo (1). Se llama grado de la forma (1) al 
entero n. Diremos que dos polinomios (formales) son iguales cuan- 
do son del mismo grado y tienen iguales los coeficientes de las mis- 
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mas potencias de x. Polinomio (*) nulo es el que tiene iguales a 
cero todos sus coeficientes. 


TEOREMA 2. Si la adición y la multiplicación se definen por 
las fórmulas (2) y (3), las diferentes formas polinómicas en x 
sobre un dominio de integridad D, formarán un nuevo dominto de 
integridad D[x] que contiene a D, 


La ausencia de divisores de cero (ley de simplificación en la 
multiplicación) se deduce de (3), ya que el coeficiente amb, del pri- 
mer término del producto de dos polinomios no nulos, es el produc- 
to de los primeros coeficientes Gm y ba de los factores, y por ende 
no será nulo. Las propiedades del O y del 1 y la existencia de 
opuestos, se deducen fácilmente de (2) y (3). 

Para demostrar las leyes conmutativa, asociativa y distributiva 
es conveniente introducir «falsos» coeficientes nulos. Esto da para 
(2) y (3) las expresiones más simples 


(2) Sar+ Y bhe=Y (a+b)r, 
M0 l..0 q] 

(9') ( 5 ari b,x*) = $ (0) abjx*), 
l..0 xh-0 m0 lojmk 


donde sólo un número finito de coeficientes no son nulos. Cualquier 
ley formal, como la distributiva, por ejemplo, puede ser comproba- 
da fácilmente operando según (2)-(3') en ambos miembros de su 
expresión, o sea 


z axa*) (2 bt*+ 2 Ct*)= 2 ¡> (by c)]x* 


hija 


(z ar y bix*) + (ZarME Crt*)= (2 (2 aby + 192 acj)a". 


Por ser válida en D la ley distributiva, el coeficiente de la k-ésima 
potencia de z es el mismo en ambas expresiones. Análogos razona- 
mientos completan la prueba del Teorema 2. 

Recordando ahora el Teorema 7 del Capítulo 11, vemos que si 


(%) Aquí, y en lo sucesivo, cuando no haya lugar a confusión, diremos simple- 
mente «polinomio», sobreentendiendo el calificativo «formal». — N. del T. 
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definimos una forma racional en la indeterminada z sobre D, como 
un cociente formal 


pa A (a,, by en D; an 0 si m>0, b.40) 
0 1 ... a 


de formas polinómicas con denominador no nulo, y definimos la 
igualdad, adición y multiplicación, según (5), (6) y (7) de la de(i- 
nición del $2, Capítulo TT, obtenemos un campo. 


CoroLari0. Las formas racionales en una indeterminada x so- 
bre cualquier dominio de integridad D, constituyen un campo. Este 
campo se denota por D(x). 


EJERCICIOS 


1. Reducir a la forma (1): 2 —5xr(324+79, (2452 —4) (2 — 21 4:3), 
(32 +72 — 1/2) (2? —2/241. 

2. Calcular de modo semejante (3x*4+5x —4) (42* — +3), donde los coef- 
cientes son enteros mód. 7. 

3. ¿Es x'+5x—4 de la forma (1)? Reducirlo a esta forma. Reducir 
(14+24+22%* 43%!) —(0474+2'4+32*) a la forma (1), destacando qué postu- 
lados se usan en cada paso. 

4. a) ¿Es 1/24+3-:'*4+5x una forma polinómica sobre el campo racional? 
b) ¿Por qué x'-z* no es igual a x? cn el dominio de las formas poli- 

nómicas con cocficientes en J,? 

5. Discutir las siguientes proposiciones: 

a) El grado del producto de dos formas polinómicas es la suma de los 
grados de los factores. 

b) El grado de la suma de dos formas polinómicas es el mayor grado 
de los sumandos. 

6. Demostrar que la ley asociativa de la suma y producto es válida en 
D[x1. 

7 La «derivada formal» de p(x)=a,+a,2+...+ayre se define como 
p'(2)=a,+20,2+... Rap. 22-', Demostrar que en cualquier dominio de 


integridad, 
a) (cpY=cp', D (p+g9'=p'+4q, 
Cc) (pq'=pq'+p'q, dd (py=np-"p”, 


*8. Si p(y) y q(x) son formas polinómicas con las indeterminadas y y x, 
mostrar que la substitución y=q(x) da un polinomio p(q(z)). Para la de- 
rivada formal del Ejercicio 7. demostrar que [p(q(x))]'=p'(q (2) - q (2). 

* 9. Mostrar cómo, para un D dado, se construye un dominio de integridad 
D(t) que consiste en todas las series infinitas «formales» de potencias 
con una indeterminada t, a, +a,t+a,t*+ .., con coeficientes a, en D. 
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2. Funciones polinómicas 
Como antes, sea D un dominio de integridad, y sea 
f(2)=4,+0,2+...+0pt” 


una forma polinómica en z sobre D. Si la indeterminada x se re- 
emplaza por un elemento ceD, f(x) deja de ser una simple ex- 
presión formal, y puede ser evaluada como un elemento definido 
(a,+0,0+... +40") D. En otras palabras, si se mira z como una 
variable independiente en el sentido del álgebra elemental, en lu- 
gar de considerarla un símbolo abstracto extraño a D, f(x) se con- 
vierte en una función: «Si x es dado (como c), f(x) resulta deter- 
minado (como f(c))». Abstractamente, definiremos una «función» f 
de una variable, sobre D, como una regla que hace corresponder a 
cada elemento, en D, un «valor» f(x), también en D. Diremos 
que dos funciones son iguales (simbólicamente, f=9), cuando sea 
f(2)=9(x) para todo z. La suma h=f+qg, la diferencia h'=f—g 
y el producto h'=fg de dos funciones, se definen por la regla de 
que, para cualquier valor de x, h(x)=f(2) +9(x), h'(x)=f(12) — g(x) 
y h"=f(2)g(x). Función constante es aquella cuyo valor b es inde- 
pendiente de z. La función idéntica es la función f, tal, que f,(x)=x 
para todo z. 


DerinicióN. Una función polinómica es'una función que pue- 
de esoribirse en la forma (1). 


Como las únicas reglas utilizadas para deducir las fórmulas (2) 
y (3) son válidas en cualquier dominio de integridad, serán válidas 
para cualquier valor c, en D, que se asigne a la indeterminada z (*). 
Esto significa que son identidades ; por lo tanto, las sumas y pro- 
ductos de funciones polinómicas, se calculan por las fórmulas (2) 
y (3). 

Por definición, cada forma (1) determina sólo una fuoción poli- 
nómica, y cada función polinómica es determinada al menos por 
Ina de tales formas. Existe ciertamente una correspondencia pluri- 
inÍvoca, que conserva sumas y productos, entre las formas poli- 


(*) Precisamente éste es el secreto de la resolución de ecuaciones diciendo esea 
Y la cantidad desconocida»: las operaclunes realizadas sobre z deben ser válidas para 
cualquier valor de z. 
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nómicas y las funciones polinómicas en cualquier dominio de inte- 
gridad D que se considere. 

Si estuviésemos seguros de que la correspondencia es biunívoca, 
sabríamos que se trata de un isomorfismo. Entonces, desde el punto 
de vista abstracto, podríamos olvidar la distinción entre formas poli- 
nómicas y funciones polinómicas. Desgraciadamente, no es éste el 
caso. 

Para verlo, consideremos las dos formas distintas f(x)=x*+.x 
y g(x)=x*+x* sobre el campo J, de enteros módulo 3. Es fácil 
calcular los valores f(0)=0, f(1) =2, 
/(2)=0, y g(0)=0, g(1)=2, g(2)=0 
para las funciones correspondientes 
(fig. 2). Aqui se ve que, por lo menos 
en este caso, forinas diferentes deter- 
minan la misma función : la igualdad 
tiene, en efecto, un significado dis- 
tinto para las funciones que para las 
formas. 

Vamos ahora a ver que no es acci- 

dental la suposición de que el dominio 

Figura 2 de los coeficientes sea finito, corno en 

el ejemplo anterior, Demostraremos 

que no se puede construir un ejemplo análogo sobre el campo de 

los racionales. Pero antes de hacerlo, recordaremos algunas nocio- 

nes elementales. El grado n de una forina no nula (1) es su expo- 

nente más elevado. Al término a,z* de mayor grado se le llama tér- 

mino principal ; su coeficiente a, es el principal de (1); si as=1, el 
polinomio se llamará mónico. 


Teorrxa 3. Una forma polinómica r(x) de grado n sobre un 
dominio de integridad D, tiene a lo sumo n ceros en D. 


(Un cero de r(z) significa una raíz de la ecuación r(z)=0, o sea, 
un elemento ac D tal, que r(a)=0.) 


Demostración. Sea r(z)=C,+C, 2 +C1*+...+Ca2* (0,0), Para 
cualquier a tendremos, según el álgebra ordinaria, 


a n ñ » 
Lex 2 cra = Y ela* —a') =E afraid 42 %a4+...+a**)) 
- na] Kk..0 =0 
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Por lo tanto, r(x) — r(a) =(x— ajs(x), en donde s(r) es una forma 
polinómica de grado n—1. De aquí que, si a, es un cero de r(z), 
será formalmente r(x)=(x —a,)s(z). Pero ahora se ve, por el Teo- 
rema 1, Capítulo 1, que los ceros de r(x) son a, y los de s(x). Por 
inducción, s(z) tiene a lo sumo (n—1) ceros ; por lo tanto, r(x) 
tiene a lo más n ceros, c. q. d. 


TEOREMA 4. Si D es un dominio de integridad infinito, dos 
formas polinómicas sobre D son iguales si definen la misma función. 


Demostración. Como en (1), sean p(x) y qg(z) dos formas da- 
das en la indeterminada z. Ambas determinan la misma función 
si p(a)=q(a) para cualquier elemento a elegido en D; la conclu- 
sión que anunciamos es que p(z) y q(x) tendrán el mismo gra- 
do e iguales coeficientes homólogos. Utilizando la diferencia r(x)= 
=p(1) — q(2), esto quiere decir que r(a)=c,+C,4 +... +Ca0”=0 para 
todo aeD, implica que C.=Cc,=...=c.=0. Esta conclusión se de- 
duce del Teorefna 3, pues, a menos que todos sus coeficientes fue- 
sen nulos, el polinomio r(x) podría anularse para n valores de zx 
a lo sumo; mientras que, como D es infinito, son infinitos los va- 
lores a de z para los que r(z) 40. 

Así pues, si D es infinito, los conceptos de forina polinómica 
y función polinómica son equivalentes (dicho técnicamente: el 
anillo de funciones polinómicas es isomorfo con el de formas poli- 
nómicas). Otra manera de enunciar el Teorema 4 es decir que las 
formas (1) son un conjunto de formas canónicas para las funciones 
polinómicas, en el sentido de que cada función polinómica puede 
reducirse a una, y sólo a una, de las formas (1). Por otra parte, 
el Teorema 4 no se verifica si D es un dominio de integridad finito, 
con elementos 4,, Ga, ..., Aa. Por ejemplo, la forma polinómica 
mónica (x—a,)(x—a;)...(1— 41), de grado n, determina en este 
caso la misma función que la forma 0. 

Como cada sistema isomorfo con un dominio de integridad es 
asimismo un dominio de integridad, el Teorema 4 implica el si- 
guiente 


Cororarto. Las funciones polinómicas sobre un dominio de 
integridad infinito forman un dominio de integridad, 


Si D es un campo infinito, las formas racionales distintas defi- 
nen funciones racionales diferentes, y las funciones racionales so- 
bre D forman un campo. 
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(Nota. Una función racional no está definida en todos los pun- 


tos, sino únicamente en aquellos para los que el denominador es 
distinto de cero. Así pues, resulta definida en todos los puntos del 
campo D, excepto, quizá, en un número finito de ellos.) 


1. 


*6. 


7. 


EJERCICIOS 


En el dominio de los enteros mód. 5, hallar una segunda forma poli- 

nómica que determine la misma función que x*—zx+1. 

Mostrar que x*==1 (mód. 15) tiene cuatro ceros. ¿Por qué no contradice 

esto al Teorema 3? 

a) Sia, 4,. ..., Gp, son n+1 elementos distintos de un campo F, demos- 
trar que no puede haber dos formas polinómicas distintas r(x) y s(x) 
de grado <n sobre D con r(a)=s(a), 1=0, 1, ..., n. 

b) En a), discutir el grado de la forma polinómica ríx)=(x — a, Mx — a,)... 
(z — ag), y calcular 7(a,), 7(a,), ..., r(an). 

Cc) Mediante b), hallar un polinomio real, s(x), de grado n, tal que 
s(a)=1, s(a,)=...astap)=0. 

d) Sean C., .... Ca elementos cualesqulera dados en F. Utilizando c), cons- 
trulr un polinomia f(x) de grado <n, tal que f(a,)=c,. f(a,)=C,, .... 
$(an)=cp. (Ésta es la fórmula de interpolación de Lagrange.) 

Hallar un polinomio cúbico f(x)=a+bx+cx*+dx* satisfaciendo a f(0)=0, 

f(D=1, $(2)=0, $(3)=1, considerando para ello a a, b, c, d como las in- 

cógnitas en cuatro ecuaciones, de las cuales la última es a+3b4-9c+274 
=1, (Este es el método de cocficientes indeterminado: compararlo con 

el método del Ejercicio 3.) 

Utilizar la fórmula de interpolación del Ejercicio 3 para mostrar que cual- 

quier función en cualquier dominio de integridad finito (tal como Jj) es 

una función polinómica. 

Sea D un dominio de integridad finito con n elementos 4,, 4,, ..., 44. Sea 

mízx) la forma polinómica (1 — a, Mz —a,)...(x — ap). 

a) Demostrar que si dos formas polinómicas f(x) y g(x) determinan la 
misma función, entonces m(x) es divisor de la forma f(x) — gx). ¿Es 
cierta la recíproca? 

b) Calcular m(x) para los dominios J, y J,. 

c) Demostrar con el teorema del binomio para el desarrollo de (1+... 
+1), que míx)=x> —z en el caso D=Jp. 

Demostrar que sobre un campo infinito, formas racionales distintas de- 

terminan funciones distintas. 

a) Si D y D' son dominios isomorfos, demostrar que D[x) es isomorfo 
a D'ly), donde D[z] y D'[yl1 son los dominios de las formas poli- 
nómicas con las indeterminadas zx e y sobre D y D, respectiva- 
mente. 

b) ¿Cómo son entre sí D(x) y D'(y)? 

Si F es el campo de cocientes de un dominio D (Cap. ID), demostrar que 

el campo Díz) es isomorfo con el campo F(z). 
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* 3. Divisores de cero y anillos conmutativos 


Sea D un dominio de integridad finito y designemos por D¿xp 
el sistema de funciones polinómicas sobre D. Para todo zeD, 
f(2)+9(12)=9(0)+f(2), 0+f(2)=f(2). 1-f(2)=f(2), etc. Por tanto, 
la adición y la multiplicación son conmutativas, asociativas y dis- 
tributivas, existen elementos idénticos para la adición y la multi- 
plicación e inversos para la adición. En resumen, D¿xf satisface 
a todos los postulados requeridos para los dominios de integridad, 
excepto la ley de simplificación para la multiplicación. Ésta no se 
cumple, como hemos visto, porque existe un producto nulo tal como 
(1 —a, Mz —a,)...(1— 41) cuyos factores son distintos de cero. 

Análogamente, los enteros niódulo m, siendo m compuesto, que 
vimos en el Capítulo 1, $10, satisfacen todos los postulados para 
un dominio de integridad excepto la ley relativa a los divisores de 
cero. Estos ejemplos, y otros análogos, nos sugieren el concepto 


de anillo conmutativo. 


DerinicióN. Un anillo conmutativo es un conjunto con dos 
operaciones binarias, llamadas adición y multiplicación, tales que, 
«además de ser conmutativas y asociativas, 


1) la multiplicación es distributiva respecto de la adición ; 
2) ezisten un clemento idéntico para la adición y un opuesto 
para cada elemento. 


Un anillo conmutativo con unidad es un anillo en el que, ade- 
más, existe un elemento, 1, idéntico para la multiplicación, de 
modo que 1:2=x, para todo z. Así, Dfxf y J,, son anillos con- 
mutativos con unidad (*). Recordemos que las reglas 1-9 del $2, 
Capítulo 1, se demostraron sin utilizar la ley de simplificación de 
la multiplicación ; por lo tanto, son válidas en todo anillo conmu- 
tativo con unidad. 

Otro ejemplo de anillo conmutativo con unidad nos lo propor- 
ciona el sistema D* de todas las funciones sobre un dominio de in- 
tegridad D, en el que la adición y la multiplicación hayan sido 
definidas como en el $2. Existen divisores de cero en el dominio D* 
de todas las funciones, aun siendo D un dominio de integridad de 


(*) Un anillo más general (no conmutativo y sin elemento unidad) se verá en 
Capítulo XML 
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infinitos elementos. Asi, si D es un dominio ordenado y si defini- 
mos f(2)=|x|+x y g(x)=|x|—zx, entonces fg=h es h=|x2|*—2* 
=0 para todo x, aunque f40, g 40. Por lo demás, D* tiene las 
restantes propiedades características de un dominio de integridad 
(Capítulo I, $2). Se puede probar cada ley en D* como la corres- 
pondiente ley en D, con el simple artificio de escribir «para todo x» 
en el segundo miembro. Asi, f(1)+9(1)=9(2)+f(x) para todo x, 
implica f+9=g+f. Si ahora definimos e como la función constante 
e(x)=1 para todo z, entonces e(2)f(x)=1-f(1)=f(x) para todo z y f, 
implica ef=f para todo f. (Véase por qué la ley de simplificación 
de la multiplicación no puede probarse de este modo.) Como la 
ley de simplificación para la multiplicación no se ha utilizado en 
lo anterior, podemos enunciar : 


Teorema 5. Las funciones sobre un anillo conmutativo con 
unidad forman un anillo conmutativo con unidad. 


Definamos ahora (por analogía con subdominio) un subanillo 
de un anillo conmutativo Á con unidad, como un subconjunto de A 
que contiene, con cada dos elementos f y g, también f+g y fo. 

Por el Teorema 1, el conjunto Dixf de las funciones polinómi- 
cas, sobre un dominio de integridad D, es: 1.%, un subanillo del 
anillo D* de todas las funciones sobre D, el cual, 2.”, contiene 
todas las funciones constantes y la función idéntica, y 3.”, está 
contenido en cualquier otro subanillo que cumple estas dos condi- 
ciones. En tal sentido, Dix) es el subanillo de D* engendrado 
por las funciones constantes y la función idéntica. Esto nos da 


una sencilla caracterización algebraica del concepto de función poli- 
nómica. 


EJERCICIOS 


1. a) Demostrar que sólo hay cuatro funciones diferentes en el campo J, 
de enteros mód. 2; escribir las tablas de adición y multiplicación 
para este anillo de funciones. 

b) Expresar cada una de estas funciones como una función polinómica. 
c) ¿Es este anillo de funciones isomorfo con el anillo de enteros mód. 4? 
2. ¿Cuántas funciones diferentes hay sobre el anillo Ja de los enteros mó- 
dulo n? 
3. ¿Son los siguientes conjuntos de funciones anillos conmutativos con 
unidad? 
a) Todas las funciones f sobre un dominio D para las que f(0)=0; 
b) Todas las funciones f sobre D con $(0)=1(1; 
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c) Todas las funciones f sobre D con f(0) + 0; 
d) Todas las funciones f sobre R* (números reales) con —7 <f(r) <7 
para todo z; 
e) Todas las funciones f acotadas sobre R* (f es acotada si existe un 
número real M tal que —M < f(x) < M para todo zx); 
1) Todas las f sobre R*. con f(x+1)=$(x) para todo x (funciones pe- 
riódicas). 
4. Construir dos anillos conmutativos de funciones no incluídas en los ejem- 
plos del Ejercicio 3, 
5. Sea D* definido como en el texto. Demostrar la ley asociativa para las 
sumas y productos en D*. 


6. a) Si D y D' son dominlos isomorfos, demostrar que Djxj y D'(x| son 
isomorfos. 
b) ¿Cómo son entre sí D* y (D')*? 
*7, Discutir, desde el punto de vista del Análisis, el subanillo del anillo de 
las funciones reales engendrado por las funciones constantes y sen x; 
y por las constantes, sen x y Cos zx. 


4. Polinomios de varias variables. Automorfismos 


La discusión que en los anteriores párrafos hemos aplicado a 
funciones (formas) polinómicas de una sola variable (indetermina- 
da) z, puede extenderse en muchos aspectos, sin dificultad, al caso 
de varias variables (indeterminadas) 2,, Zz, ..., Ta. 


DeErInicióN. Una función polinómica de variables X,, Xy, ..., Xa, 
sobre un dominio de integridad D, es una función que puede cons- 
truirse por adición, sustracción y multiplicación, a partir de las 
funciones constantes f£(X,, Xz, ..., Xa)=c y de las n funciones idén- 
ticas £(X,, Xa, ..., Xa)=X1 (i=1, 2, ..., n). Una forma polinómica 
sobre D, en las indeterminadas X,, Xa, ..., Xu, puede definirse por 
recurrencia como una forma en x, sobre el dominio D[x,, Xa, ..., 
Xa-1] de las formas polinómicas en X,, Xi, ..., Xa-1 (brevemente : 
DIx,, Xa) ..., Xa]=D[x,, Xa) ...> Xa-1) [Xa)). 


Así, en el caso de dos variables z, y, una de tales formas será 
plz, y)=(3+2x*?)+0-y + (21 —2*)y? —con frecuencia se escribe en 
la forma más cómoda 3+x*+2xy? —2*y?. 

Un corolario del Teorema 4, por inducción sobre n, es 


TEOREMA 6. Una función polinómica en X,, Xa, ..., Xa, puede 
expresarse de un solo modo como forma polinómica, si D es infi- 
nito. Sea D infinito o no lo sea, D[x,, Xz, ..., xa] es siempre un 
dominio de integridad. 
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DerFINIicIióN. Un isomorfismo de un dominio de integridad D 
consigo mismo, se llana un automorfismo de D. 


De esta definición se desprende que cada permutación de los 
subíndices dará lugar a un automorfismo del anillo conmutativo 
DIZ,, Ta, ..., Ta? de las funciones polinómicas de » variable. De 
aquí, por el Teorema 6, que si D es infinito, análogos automorfis- 
mos valen para las formas polinómicas (cuya definición no es si- 
métrica en las variables). Vamos a ver ahora que este resultado es 
cierto sin esta restricción sobre D. 


Teoresta 7. Cada permutación de los subindices determina un 
automorfismo distinto en D[x,, Xz, ..., Xa]. 


Consideremos el caso de dos indeterminadas x, y. Cada forma 
py, 2)=5(Xay!)z de D[y,x)] puede ser reordenada por las leyes 
3 3 


distributiva, conmutativa y asociativa en D[y, 2], para dar una 
expresión de la forma p(y, 1)= 5 (2 4,7')y!. Este resultado puede 
1 


interpretarse como si fuese un polinomio p'(z, y) en el dominio 
D[z, y] (< primero, después y). La correspondencia p(y, 1) + 
e p'(z, y) así establecida es biunívoca ; cada conjunto de coeficien- 
tes ay, no nulos, corresponde a un solo elemento de D[y, 7] y a uno 
solo de D[zx, y]. Finalmente, como las reglas (2)-(3) para adición 
y multiplicación pueden deducirse de los postulados para un domi- 
nio de integridad, cosa que son tanto D[y, x] como D[z, y], re- 
sulta que la correspondencia conserva sumas y productos, c. q. d. 

El caso de n indeterminadas puede tratarse análogamente, con 
una notación general más complicada, o deducirse por inducción 
partiendo del caso de dos variables. 

Resulta así que en realidad D[z,, Za, ..., Ta] depende simétri- 
camente de Z,, la, ..., Ta. Esto nos incita a buscar una definición 
de D[z,, %,, ..., 24] en la cual esta simetría sea patente. Indi- 
caremos la marcha a seguir en el caso 1=2, para el dominio 
D'"=D[z, y]. En primer lugar, D' es engendrado por z, y, y los 
elementos de D (todo elemento de D” puede obtenerse de 2, y, 
y D por repetidas sumas y productos); en segundo lugar, los ele- 
mentos z e y son indeterminadas simultáneas sobre D (o bien, 
algebraicamente independientes sobre D). Con esto queremos ex- 
presar que una suma finita E ac y' con coeficientes ayy en D, será 
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cero si, y sólo si, todos los coeficientes a,, son nulos. Estas dos pro- 
piedades bastan para determinar el dominio D(z, y] de una ma- 
nera simétrica (ver el siguiente Ejercicio 9). 


EJERCICIOS 
1. Representar como polinomios:en y con coeficientes en D[x]: 
a) pla. ypy=yzxr+( — xy"; br qíx,y)=(x=+yY — 3yx(x"+x— 1). 
2. Contar el número de funciones posibles de dos variables x, y, sobre el 
dominio J,. 


3. Reordenar las siguientes expresiones como polinomios en x, cuyos coefl- 
cientes scan polinomios en y (como en la demostración del Teorema 7): 
(3114224 Dy" + (2*4-2)y? + (27 — y +x*— 3x* +22. 

4. Sca D un dominio de integridad. Demostrar que la correspondencia que 
transporta cada p(x) sobre p(—x) es un automorfismo de DÍzx]. ¿Lo es 
también para Djx)? 

5. ¿Es la correspondencia pix) > píx+c) donde c es constante, un auto- 
morfismo de D[x]? Ilustrarlo con cjemplos numéricos. 

6. Si F es un campo, demostrar que la correspondencia p(x) > p(ax) es un 
automorfismo de F[x)] para cualquier constante a +0. 

7. ¿Existen otros automorfismos de D[z, y) aparte los descritos en el Teo- 
rema 7? 

8. Demostrar el Teorema 6, a) para n=2; b) para cualquier n. 

9. a) Demostrar con detalle que cl dominio D[x, y) (primero x, después y) 
es igualmente engendrado sobre D por dos «indeterminadas simul- 
táneas», x e y. 

b) Sean D' y D* dos dominios engendrado cada uno sobre D por dos 
indeterminadas simultáncas Y, y” y 2”, y”, respectivamente. Demos- 
trar que D' es isomorfo con D” bajo una correspondencia que repre- 
senta x' sobre 2”, y' sobre y”, y cada elemento de D sobre sí mismo. 

c) Utilizando a) y b), dar otra demostración del Teorema 7. 


5. Divisibilidad 


La célebre descomposición factorial 1?—1 = (2—1) (x +1) 
muestra que z—1 es un factor o divisor del polinomio x?*—1. 
En cambio, el polinomio x?+1 no puede descomponerse en facto- 
res polinómicos con coeficientes racionales, excepto de maneras tri- 
viales, tales como 2*+1=(92*4+2)-14. Los polinomios como éste, 
sin divisores propios sobre un campo R, se llaman irreducibles en 
tal campo. lios términos «divisor» e «irreducible» son análogos, 
en el dominio de los polinomios R[x], a los términos «divisor» 
y «primo» en el dominio de los enteros. Nuestro principal objeto, 
en los $$ 5-7, es demostrar los teoremas análogos al teorema fun- 
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damental de la Aritmética : probar que todo polinomio puede ser 
descompuesto de un solo modo en factores polinómicos «irreduci- 
bles» (salvo descomposiciones triviales). 

Para revelar dicha analogía, y también para evitar repeticio- 
nes, comenzaremos por definir algunos conceptos válidos en un 
dominio de integridad D en general, ya sea el dominio de los poli- 
nomios R[zx), el dominio J de los enteros u otro dominio cualquiera. 

Un elemento a de D es divisible por b (simbólicamente, b|a) 
si existe en D algún elemento c tal, que a=cb. Dos elementos 
a y b son asociados si se verifican las dos condiciones b|a y a]b. 
Todo elemento asociado del 1 será llamado unidad en el campo. 
Como 1|a para todo a, un elemento u será unidad en D si existe 
en D su inverso respecto a la multiplicación, u”*, con 1=u8u*. Si 
a y b son asociados, a=cb y b=ca, luego a=cc'a. Por la ley de 
simplificación queda 1=cc', y por tanto, c y c' son unidades, Re- 
ciprocamente, a=ub es asociado de bd si u es una unidad. De esto 
deducimos que, para que dos elementos sean asociados, es necesario 
y suficiente que cada uno pueda obtenerse multiplicando el otro 
por un factor unidad. 


EyempLO 1. En un campo, todo 40 es unidad. 


EJEMPLO 2. En el dominio J de los enteros, las unidades son 
+1; en consecuencia, los asociados de cualquier entero a son +4. 


EsempLO 3. En un dominio D[x] de polinomios en una inde- 
terminada x, el grado de un producto f(x)-9(x) es la suma de los 
grados de los factores. Por lo tanto, si un elemento b(x) tiene poli- 
nomio inverso a(x), como a(x)»bíx)=1, tal polinomio b(x) deberá 
ser de grado cero. Pero un polinomio constante b tiene un inverso 
si b tiene ya un inverso en D, y sólo en este caso. Así pues, las 
unidades de D(x] son las mistimas unidades de D. 

Si F es un campo, las unidades del dominio de polinomios F[x] 
son exactamente las constantes no nulas de F'; así que dos poli- 
nomios f(x) y g(x) son asociados en F cuando cada uno de ellos 
es el producto del otro por una constante, 

EsEmpLO 4. En el dominio J[ 42] de todos los números a+b y? 
(a, b, enteros), (a+04V2) (2+yY42)=1 implica z=af(a? —2b”), 

=—b](a? —2b?) ; éstos son enteros cuando a? —2b*=+1. Así re- 


sulta que 1+Y2 y 34242 son unidades en J[Y2], mientras que 
2442 no lo es. 
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Un elemento b de un dominio de integridad arbitrario D, es 
divisible por todos sus asociados y por todas las unidades. Éstos se 
llaman divisores «impropios» de b. Un elemento que no sea uni- 


dad y que no tenga divisores prapios, se llama primo o irreducible 
en D. 


EsemLo 5. Sobre cualquier eampo F, un polinomio lineai 
ar +b, con a 0, es irreducible, porque sus factores o son constan- 
tes (unidades), o producto de ¿l mismo por constantes (asociados). 


EsempLo 6. El polinomio 2? +4 es irreducible en el campo de los 
racionales. Para verlo, supongamos que fuese 2?4+4=(x4a)(x +0). 
Poniendo z=—b, esto daría (—b)+4=(—b4+a(—b+b)=0, lue- 
go (—b)*=—4. Esto es evidentemente imposible, pues un cua- 
drado no puede ser negativo. Como este razonamiento es válido 
para cualquier campo ordenado, deducimos que 2?+4 es también 
irreducible en el campo real o en cualquier otro campo ordenado. 
Esto no quiere decir que 2? +4 sea irreducible en todos los campos. 
Ast, sobre el de los números complejos (Cap. V) se tiene la reduc- 
ción 2*+4=(1—2i)(x+01). Destaquemos, pues, el hecho de que 
la divisibilidad no pasa como herencia de dominio a subdominio. 
Así, 2 no es unidad en el dominio de los enteros, paro en el domi- 
nio de los números racionales tiene por inverso 142 y, así, es unidad. 


EJERCICIOS 


1. En cualquier dominio de integridad D, demostrar: 
a) La relación «b|as es reflexiva y transitiva; 
b) Si cxX0, es bla si, y sólo si, be|ac; 
c) Dos elementos cualesquiera tienen un divisor común y un múltiplo 
común; 
d) Sialb y alce, también será a] (b4c). 


2. Demostrar las siguientes propiedades de las unidades en cualquier do 
minio: 


a) El nroducto de dos unidades es una unidad; 
b) Una unidad u de D divide a cualquier elemento de D; 
c) Si e divide a cualquier x en D, c es una unidad. 
3. En cualquier dominio de integridad, indiquemos que «e es asociado de b» 
utilizando el signo «a ru ba, Demostrar que 
a) Siarsb, será cla si, y sólo si, c|b; 
b) Sian b, será ale si, y sólo si, b|e; 
c) Si eje cuando, y sólo cuando, bic, será a ev b; 
d) Si p es primo y prev q, también q será primo. 
4. Demostrar que si rv” y bes Db', también ab ev a'b'. (En cambio, en 
general, no es a+b «su a'+b'.) 
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5. Demostrar la «ley de simplificación generalizadas: si ex rs by, aro b, 
y a5%0, entonces zx ev y. 

6. ¿Es x*+1 Irreducible sobre J,? ¿Y sobre J,? Lo mismo para 2”+x+2. 

7. Hallar un campo finito sobre el cual z? —2 sea: a) reducible; b) irredu- 
clble. 

8. ¿Cuáles de los siguientes polinomios son irreducibles sobre el campo R* 
de los números reales? 


249, 248, 241, 24+sr04l,  z*—2r+1. 


9. Enumerar todos los asociados de x'+2x— 1 en J,[z]. 
10. Hallar todas las unidades en el dominio D[x, y] de los polinomios con 
dos indeterminadas. 
11. ¿Para que elementos a de un dominio de integridad D es un automorfis- 
mo de D[x] la correspondencia p(x) > p(ax)? 
12. Hallar todas las unidades en cl dominio D que consiste en todos los nú- 
meros racionales m/n con m y n enteros, no siendo n divisible por 7. 
13. Para a=a+b42, definiremos Ní(a)=a* —2b?. Demostrar: 
a) Nlaa)=N(DN (a), y 
b) Si a es una unidad en J[y/2), será N(a)=+1. 
14. Sea J(45] el dominto de todos los números a=a+by3 (a, b enteros), 
y sea N(a)=a* — 5b?, 
a) Demostrar que 94+4y/5 es una unidad del dominio. (Cfr. Ejerce. 13.) 
b) Demostrar que 1— y/3 y 3+y/5 son asociados, pero no unidades. 
c) Mostrar, generalmente, que « es una unidad si, y sólo si, N(a)=+1. 
d) Si N(a) es primo en J, demostrar que a es primo en J(/5). 
e) Demostrar que 44+ 43 y 4— yY5 son primos. 
1) Demostrar que 2 y 3+ Y5 son primos, (Sugerencia: x"=2 (mód. 5) 
es imposible: para ze J.) 
8) Utilizar la igualdad 2-2=(3+4+ y5) - (3— Y5) para mostrar que J[y5] 
no es un dominio con factorización única (3 8), 


6. Algoritmo de la división 


En Algebra elemental se aprendió a dividir un polinomio b(-) 
por otro a(x), obteniendo un cociente q(1) y un resto r(x) de gra- 
do menor que el divisor a(x). Vamos a ver ahora que este algorit- 
ino, que se estableció con coeficientes racionales, es válido para 
polinomios con coeficientes de cualquier campo. 


TEOREMA 8. Si TP es un campo, y a(x) 40 u b(x) son dos poli- 
nomios cualesquiera sobre Y, podremos hallar dos polinomios q(x) 
y r(x) sobre F tales, que 


(4) b(x)=q(x)a(x) + r(x) 


siendo r(x) o bien nulo o bien de grado menor que a(x). 
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Demostración. Basta eliminar sucesivamente los términos de 
mayor grado del dividendo b(x), restando de él los productos del 
divisor a(x) por monomios cz* elegidos convenientemente. Si a(x) 
=0,+0,2+...+0n1” (0a 0) y b(r)=b,+b,2+...+b,2" (bd, 40), 
y si el grado n de b(x) no es menor que el grado m de a(x), podre- 
mos formar la diferencia 


(5) db, (2) =b(x2)— (bafamda-"a(x)=0-2* + (Da-, —Go-1Dalan)z* + ..., 


la cual será de grado menor que n o cero. Podemos repetir este 
proceso hasta que el grado del resto sea menor que m. 

Hablando propiamente, este razonamiento emplea el segundo 
principio de inducción, forinulado en $5, Capítulo 1. Sea m el gra- 
do de a(x). Cualquier polinomio de grado n<m tiene una repre- 
sentación b(x)=0-a(x)+b(x), con un cociente q(2)=0. Para un 
polinomio b(x) de grado n > m, trasponiendo (5) se tiene 


(6) *  b(2)=b,(x)+ (balanda"a(z), 


donde el grado k de b,(x) es menor que 1, a menos que b,(1)=0. 
Por el segundo principio de inducción, podemos admitir la descom- 
posición (4) para todo b(x) de grado k<n, así que tenemos 


(7) b, (1) =q,(x)a(x)+r(x), 


siendo el grado de r(x) menor que im, salvo que sea r(x)=0. 
Sustituyendo (7) en (6) obtenemos la igualdad (4) que deseá- 
bamos : 
b(x)=[q,(2) + (ba/an)2"-"]a(x)+7(2). 


En particular, si el polinomio a(x)=x—c es mónico y lineal, 
entonces el resto r(z) en (4) es una constante, r(x)=b(x) — 
— (1— c)kq(x). Haciendo r=c esta igualdad dará 7=b(c) —0q(c) 
=b(c). De aquí : 


Coronario 1. El resto de dividir un polinomio p(x) por el bi- 
nomio x—ce, es plc). (Teorema del resto.) 


En particular, p(c) será cero cuando z——c sea un factor de p(x). 
Luego : i 


COoroLARIO 2. Cada raiz e de p(x) proporciona un factor lineal, 
x—c, de p1x); y reciprocamente, 
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EJERCICIOS 


Demostrar que q(zx) y r(x) están determinados univocamente por alx) 

y b(x) en (4). 

Calcular níx), rízx), si blz)=x* —+32—5 y a(1)=x3*+7. 

El mismo Ejercicio 2, si ax) es, respectivamente, 1—2, 142, 224+x— 1. 

a) Resolver el Ejercicio 2 en el campo J,. 

b) Resolver el Ejercicio 3 en el campo J,. 

¿Es 21+21+x41 divisible por x*+3x4+2 en cualquiera de los dominios 

In Y Y? 

Hallar todos los anillos posibles J¿ en los que a? — 1017412 sea divisible 

por 1*+2. e 

Hallar todos los polinomios cuadráticos irreducibles sobre el campo de 

los enteros mód. 5. 

Hallar todos los polinomios cúbicos irreducibles sobre el campo de los 

enteros mód. 3. 

a) Si un polinomio f(x) sobre cualquier dominio tiene f(a)=0=$f(b), don- 
de a + b, demostrar que f(x) es divisible por (x— alMx — b), 

b) Generalízar este resultado, 

Encontrar el teorema que sustituye al 8 si el campo F se reemplaza por 

un dominio de integridad D. 

a) En la aplicación del segundo principio de inducción al algoritmo de 
división, ¿qué significado tiene Pin)? (Ver Cap, I, $5.) 

b) Demostrar el algoritmo de división, utilizando el principlo de buena 
ordenación en vez del segundo principio de inducción. 

Demostrar que st a, +a,1+a,2*+...+apr” es irreducible, también lo es 

la +0p-2 409.1 +... 0,10, 

a) Definir el m.c.d. y el m.c.m. en un dominio de integridad arbitra- 
rio D. 

b) Demostrar que dos m.c.d. de los mismos números a y b de D, son 
asociados. 


Teorema de unicidad de la descomposición factorial 


En este $7 consideraremos la descomposición factorial en el 


dominio F[z], de forinas polinómicas en una indeterminada x so- 
bre un campo F. El resultado principal es que la descomposición 
en factores irreducibles (primos) es única, siendo la demostración, 
esencialinente, una repetición de la del análogo teorema fundamen- 
tal de la aritmética (Cap. 1). 


Teorema 9. Todo subconjunto no racío de polinomios de Ffx 
1 P 


que contenga a la suma y diferencia de dos cualesquiera de ellos, 
así como a todos los múltiplos de uno cualquiera, consiste, o bien 
(1) en el cero sólo, o bien (2) en el conjunto de los múltiplos 
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qGoda(x) de uno de sus elementos a(x), distinto de cero y con grado 
minimo. 

Un conjunto de polinomios que tenga las dos propiedades enun- 
ciadas en la hipótesis se llama un ideal C del dominio de polino- 
mios F[x)]; asi que el teorema afirma que cada ideal de F[x] 
está constituído por los múltiplos de un elemento particular a(x) 
o bien es cero. Los ideales en dominios generales los estudiaremos 
en el Capítulo XITI. 

Demostración. Si C no es cero, contendrá un polinomio a(x) 
no nulo de grado mínimo d(a), y con a(x) estarán todos sus múlti- 
plos q(x)-a(x). En tal caso, si b(x) es cualquier polinomio de C, 
por el Teorema 8, algún r(x)=b(x) —q(rja(x) tiene grado menor 
que d(a), Pero, por hipótesis, C contiene a r(t), y por construc- 
ción, no hay en C ningún polinomio distinto de cero con grado me- 
nor que d(a). De aquí r(1)=0 y b(x)=q(x)a(x), lo que prueba el 
teorema. z 

Sean ahora a(z) y b(x) dos polinomios, y consideremos el con- 
junto C de todas las combinaciones lineales de ambos, s(x)a(x)+ 
+t(z)b(x), con coeficientes polinomios s(x) y t(x). Este conjunto C 
no es vacío, y contiene las sumas, diferencias y múltiplos de sus 
elementos, ya que (en notación abreviada) 


(sa+tb)+ (su+td)=(s+8)04+ (14 0)b, 
q(sa+1b)=(q5)a + (qt). 


Luego, por el Teorema 9, el ideal C de estas combinaciones 
lineales estará formado por los múltiplos de cierto polinomio d(x) 
le grado mínimo en C. 

Este d(<) dividirá a a(r)=1-a(x)+0-b(x2), y a b(x)=0-a(z)+ 
+1-b(x), y será divisible por cualquier divisor común de a(x) y 
b(x), ya que d(2) =s(z)a(x)+t(r)b(1). Nuestra conclusión es la si- 
guiente : 


Teorema 10. En F[x], dos polinomios cualesquiera a y b tie- 
nen un «máximo común divisor» d tal, que (1.?) dja y d|b, (2.") cla 
y c|b implica c|d. Además, (3.2) d es una combinación lineal, 
d=sa+tb, de a y b. 


Observamos que el algoritmo de Euclides, explicado detallada- 
mente en el Capítulo T, $7, puede utilizarse para el cálculo de d 
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a partir de a y b. (La razón es que el algoritmo de la división 
nos permite calcular explícitamente los restos.) 

Además, si d satisface (1.%), (2. y (3.”, igual les sucederá a 
los asociados de d. Hagamos notar que (1.*”) y (2. implican (3.”). 

El m.c. d. d(x) es único, salvo factores unidad, porque si d y d' 
son dos máximos comunes divisores de a y b, entonces por (1.*) 
y (2.) d|d' y d'| d, así que d y d' serán asociados. Recíprocamente, 
si d es un m.c.d., lo mismo le sucederá a cualquier asociado de d. 
A veces conviene considerar como m.c.d. al único polinomio tnó- 
nico asociado de d. 

Los polinomios a(z) y b(x) se llaman primos entre sí si sus 
máximos comunes divisores son una unidad y sus asociadas. Esto 
significa que la condición necesaria y suficiente para que dos poli- 
nomios sean primos entre sí, es que sus factores comunes sean las 
constantes de F' (las unidades en el dominio F[x]). 


TEOREMA 11. Si p(x) es irreducible, p(x) | a(x)b(x) implica que 
o bien p(x)]a(x), o bien p(x) | b(x). 


Demostración. Puesto que p(x) es irreducible, el m.c.d. de 
p(x) y a(x) será p(x) o la unidad 1. En el primer caso, p(x)|a(x) ; 
en el segundo, podemos escribir 1=s(z)p(x)+t(x)a(xz), y entonces, 


b(2)=b(x)-1=s(x)p(2)b(x) + t(x)Ja(r)b(x). 


Como p(zx) divide el producto a(z)b(x), dividirá a los dos sumandos 
del segundo miembro, luego dividirá al primer miembro b(x), c. q. d. 


TEOREMA 12. Todo polinomio a(x) no constante en F[x] puede 
expresarse como el producto de una constante c por otros polino- 
mios mónicos irreducibles, Esta descomposición es túnica, salvo el 
orden de los factores. - 


Primeramente, tal descomposición es posible. Si a(x) es una 
constante o es irreducible, el teorema es trivial. En otro caso. 
a(x) es producto de factores de menor grado, a(x)=b(x)b'(x). Por 
_ el segundo principio de inducción, podemos suponer que 


b(x)=cp,(2)...pm(1), Dx) =c'p/(1)...pa (7). 


De'aquí que a(x)=cc'p,(2)...palx)p,(2)...pa (2), en donde cc' es una 
constante, y los pi(x) y p(x) son polinomios mónicos irreducibles. 
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Para probar la unicidad supongamos que a(r) tuviese dos de 
estas descommposiciones : 


a(1)=cp,(1)...pn(1)=C'q,(1)...qa(£). 


Fácilmente vemos que c=c', pues sería el coeficiente del término 
principal de a(x) (ya que éste es el producto de los términos 
principales de los factores). Además, puesto que p,(x) divide a 
c'qu(x)...qu(x)=a(x), debe, por el Teorema 11, dividir a algún 
factor no constante qu(a:); como qu(x) es irreducible, el cociente 
qu(2)/p,(x) debe ser constante; y como p,(x) y qu(x) son los dos 
mónicos, esta constante es 1. De aquí que p,(z2)=qu(2). Dividiendo 
por esta igualdad queda p,(x)...pa(x) igual al producto de las qx(2) 
(k 41), y tiene menor grado que a(x). Ahora bien, aplicando de 
nuevo el segundo principio de inducción, las py(x) (¡41) y qu(x) 
(k 4i) son iguales a pares, lo que completa la demostración. 

Un corolarip es (ver Cap. I, $8, último párrafo) que el expo- 
nente e, con que aparece cada polinomio irreducible mónico pi(x) 
factor de a(x=), viene univocamente determinado por a(x) y es el 
mayor valor de e tal, que p(x)*| a(z). 

Si un polinomio a(x) se descompone en factores irreducibles 
pi(2) no necesariamente mónicos, las descomposiciones posibles no 
son absolutamente idénticas. Sin embargo, cada factor pi(x) divi- 
dido por el coeficiente de su término principal da un (único) factor 
mónico irreducible, y, por lo tanto, es asociado de este irreducible 
en F[x]. Vemos, pues, que dos de tales descomposiciones pueden 
referirse una a otra, sin más que reordenar los factores y reempla- 
zarlos por asociados convenientes. Esto se resume diciendo que la" 
descomposición de un polinomio en factores irreducibles es única, 
salvo el orden y los factores unidad (o salvo el orden y la sustitu- 
ción de factores por otros asociados). 


EJERCICIOS 


1. a) Describir el algoritmo de Euclides para dos polinomios dados a(z) 
y b(x), y demostrar que el último resto no nulo del algoritmo es 
el m.c.d. de al(x) y b(x). 
b) ¿Puede utilizarse el algoritmo de Euclides para representar d(x) en 
la forma d=sa+tb? En caso afirmativo, decir cómo. 
2. a) Hallar el m.c.d. de "—1 y 2*+2*'+22*+x+1. 
b) Expresar este m.c.d. como una combinación d(x)=s(x)a(x)+t(x)b(x) 
de los polinomios dados. (Observación: Los cocficientes pueden no 
ser enteros.) 
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Lo mismo para 21*+62' —x—3, ri+41'+31+x2+1. 

Hacer el Ejercicio 3 suponiendo que los polinomios tienen coeficientes 
en J,. 

Demostrar que 2*+zx+1 es irreducible módulo 5. (Sugerencia: Compro- 
bar con todos los factores lineales posibles.) 

Hallar la descomposición de los siguientes polinomios en J,: 


a 3+x+1, hb r+x+2, 0) 2+2+2+1, 
dy ec+z+1, 0) ++ +42 


Enumerar (prescindiendo de los asociados) todos los divisores de x*— 1 

en el dominio de polinomios con coeficientes reales, probando que cual- 

quier divisor de x'— 1 es asociado a uno de la lista presentada. 

Lo mismo para x*—1, x*—1. 

Descomponer el polinomio x'—5x*+6 en factores irreducibles, sobre el 

campo de los racionales, sobre el campo R(yY2) de Capítulo 11, $ 1, y tam- 

bién sobre el campo real. 

Demostrar que cualquier conjunto finito de polinomios sobre un campo 

tícne un m.c.d. que es una combinación lincal de los polinomios dados. 

a) Demostrar que cl conjunto de todos los múltiplos comunes de dos po- 
línomios dados sobre un campo es un ideal. 

b) Deducir que dos polinomios tienen un m.c.m.; ilustrarlo hallando 
el mínimo común múltiplo de 2*+3x+2 y (241). 

Si un polinomio dado p(x) sobre F, tiene la propiedad que p(x) | a(x)b(x) 

implica siempre que, o bien píx)|a(x), o blen p(x)] b(x), demostrar que 

pix) es irreducible sobre F. 

St p(x) es un polinomio dado, tal que cualquier otro es primo con p(x) 

o divisible por p(x), demostrar que plz) es irreducible. 

Si m(x) es Igual a una potencia de un polinomio irreducible, mostrar 

que m(x) | a(x)b(x) implica que m(x)|a(x) o míz)] (b(x)]* para algún c. 

Si h(2) es primo con f(x) y g(x) simultáneamente, demostrar que h(x) es 

primo con f(x)g(x). 

Si (0D ]fimglz) y h(x) es primo con f(x), será h(x) |] g(x). 

Si f(x) y g(x) son primos entre sí en F[xJ, y sl F es un subcampo de K, 

demostrar que f(x) y g(x) son primos relativos también en Klz]. 

Si dos polinomlos con coeficientes racionales tienen una raíz real común, 

demostrar que tienen un divisor común con coeficientes racionales el 

cual no es una constante. 

Las siguientes condiciones dan ciertos conjuntos de polinomios con coe- 

ficlentes racionales. ¿Cuáles de estos conjuntos son ideales? Cuando el 

conjunto sea un ideal, hallar en él un polinomio de grado mínimo. 

a) Todo b(x) con b(3)=b(5)=0; 

b) Todo b(x) con b(3) 0 y b(2)=0; 

ec) Todo b(x) con db(y42)=0; 

d) Todo b(x) con b(2)=b'(2)=0, donde b'(x) es la derivada formal de 
b(x), definida en Ejercicio 7, $1; 

e) Todo b(x) con b(3)=0, b(6)=b(7); 

D Todo b(x) tal, que alguna de sus potencias sea divisible por 
(+ D'(24+2), 
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'0. Sea S un conjunto de polinomios sobre F que contenga a la diferencia 
de dos cualesquiera de sus elementos, y que si contiene a b(x) contenga 
también a rb(x) y a ab(x) para cualquier constante e en F. Demostrar 
que S es un ideal. 


:8, Otros dominios con descomposición factorial única 


Consideremos el dominio R([z, y] de formas polinómicas con 
los indeterminadas sobre el campo racional /?. Los únicos divisores 
:omunes de a(x, y)=zx y b(z, y)=y*+x son 1 y sus asociados (uni- 
lades), pero no pueden existir dos polinomios s(z, y), t(x, y) ta- 
es, que s(z, y)r+t(x, yM(y?+x)=1, pues nunca el primer miembro 
endrá un término independiente no nulo, sean cualesquiera s y t. 
De modo semejante, en el dominio J[x] de los polinomios con coe- 
icientes enteros, es m.c. d. (2,7)=1, pues no es posible que 
:(7)-24+t(2)-2=1. Por lo tanto, el Teorema 10 no es válido en 
stos dominios. + 

Sin embargo, se puede demostrar que en ambos casos la des- 
zomposición en factores primos es posible y única (el Teorema 12 
es vílido). 


Derinición. Se llama dominio con factorización única [y tam- 
bién «dominio gaussiano (de Gauss)»] a un dominio de integridad 
en el cual 


1.? Cualquier clemento no unidad puede descomponerse en fac- 
tores primos; 

2.2 Jsta descomposición factorial (o factorización) es única, 
salvo el orden y los factores unidad. 


Nuestro principal resultado va a ser que si G es un dominio 
gaussiano, también lo será cualquier dominio G[z,, ..., ta] de for- 
mas polinómicas sobre G, Utilizando la inducción sobre n, se pue- 
de reducir el problema al caso G[x], con una sola indeterminada, 
y éste es el caso que vamos a considerar. 

En primer Jugar, sumergiremos a G en su campo de cocientes F 
(Capítulo II, Teorema 7), y consideraremos F[x] junto con G[z]. 
Típicamente, se puede imaginar a G como el dominio de los ente- 
ros, y a F' como el de los racionales. 

En segundo lugar, vamos a llamar «primitivo» a cualquier poli- 
nomio de F[zx] cuyos coeficientes, 1.?, pertenezcan a G (sean «en- 
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teros»), y 2.”, no tengan más divisores comunes que las unidades 
de G. De este modo, 3—5x* es primitivo, 3—6x*? no lo es. 


LEMA 1 (Gauss). El producto de dos polinomios primititos 
también es primitivo. 


Demostración. Pongamos Y c1t*=) a,t'- Y b,x*. Si este producto 
£ 


no es primitivo, algún pe G dividirá a todas las cx. Pero sean a, y b, 
los primeros coeficientes de Xar' y Y byx*, respectivamente, que no 
í 


sean divisibles por p (los que existirán, ciertamente, si estos poli- 
nomios son primitivos). En tal caso, la fórmula (3) del coeficiente 
Cy en el producto da 


Aby= Cr — [asbu+ .+OG-0)1 +00 b91+...+ 1¡b,] , 


así que el producto ayb, es divisible por p, pues lo son todos los tér- 
minos del segundo miembro. Esto significa que p debe figurar en 
la descomposición factorial única de uno al menos de los factores 
a, o b,, en contradicción con lo dicho al elegirlos. 


LEMA 2. Cualquier polinomio f(x) en F[x], distinto del cero, 
puede escribirse en la forma f(x)=ckf*(x), con cr en Y, y siendo 
f*(x) primitivo. Además, para un f(x) dado, la constante c: y el 
polinomio primitivo f*(x) son únicos, salvo posibles factores uni- 
dades de G. 


Demostración. Pondremos f(2)=(bo/a,) + (b/aJx +... + (bafanda”, 
a, bieG («enteros»). Con esto, si c=1/a,0,...0., tendremos f(x) 
=cg(x), con los coeficientes de g(x) perteneciendo a G. Ahora, sea 
c' el m.c. d. de los coeficientes de g(x) (el cual existe, pues el teore- 
ma de factorización única es válido en G). Evidentemente, f*(x1) 
=9(2)/c' es primitivo, y f(x)=(cc')f*(x). Este es lo que afirma la 
tesis, con cp=cc'. 

Para demostrar la unicidad de Cc, y f*, bastará ver que f* es 
único, salvo unidades en G. A este fin, supongamos f* (1) =cg*(2), 
donde f*(x) y g*(z) son primitivos y ceF. Escribamos c=ufo, sien- 
do u, ve G y primos entre sí, así que ug*(x)=ef*(x). Tios coeficien- 
tes de ug*(x) tendrán a vb como factor común; luego, como u y t 
son primos entre sí, o dividirá a todos los coeficientes de g*(zx). 
Pero g*(x) es primitivo, luego v es una unidad de G. Por simetría, 
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también +u cs unidad, y por ende lo será ufo. Esto completa la de- 
mostración. 

A la constante cr del Lema 2 la llamaremos factor contingente 
de f(x); es única, salvo sus asociadas en G. 


LEMA 3. Si f(x) =g(x)h(x) en G[x] o también en F[x], debe 
ser Cr 59 Ca y £*(x) ev g*(x)h*(x), denotando por el signo «ou» 
la relación de asociación en G[x]. 


Demostración. Por el Lema 1, el polinomio g*(x)h*(x) es pri- 
mitivo ; también es igual, evidentemente, al producto de f*(x) por 
una constante ; luego, por el Lema 2, ambos polinomios difieren 
sólo en un factor u unidad en G (son asociados); por tanto, 
c1=u"*C,Cp. 

Como corolario resulta que, si f(x) pertenece a G[x] y es re- 
ducible en F[x)], debe ser f(z2)=uc:iy*(x)h*(x). Esto proporciona 
la siguiente generalización del Teorema 1 del Capítulo TIT : 


TEOREMA 13. Un polinomio con coeficientes enteros, que pue- 
de descomponerse en factores polinomios con coeficientes raciona- 
les, puede también descomponerse en polinomios del mismo grado 
con coeficientes enteros. 


Es muy importante observar que, por el Lema 3, la factoriza- 
ción de cualquier f(x) en G[x] se divide en dos partes independien- 
tes: la descomposición del factor contingente cr y la de su «parte 
primitiva» f*(x). La primera se desarrolla en G, y por hipótesis 
es posible y única. La segunda, por el Lema 3, equivale esencial- 
mente a la factorización en F[x], que es posible y única por el 
Teorema 12. Esto sugiere lo siguiente : 


Lema 4. Si G es un dominio con factorización única, también 
lo es G[x]. 


Demostración. Por el Lema 2, cualquier polinomio f(x) admite 
una factorización del tipo f(x)=c:f*(x); luego para un elemento 
f(x) primo en G[x], uno de estos dos factores debe ser una unidad 
de G[x]. Por lo tanto, los elementos primos de G[x] son de dos 
tipos : los primos p de G y los polinomios primitivos q(z) que son 
irreducibles en G[x] y también (Teorema 13) en F[x]. 

Consideremos ahora cualquier polinomio f(x) en G[x]. Éste 
admite una factorización en F[zx], y, por tanto, es asociado de un 
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producto de irreducibles primitivos de G[x], como f(1) ev q,(x)... 
quíx). Por lo tanto, f(x) =dq,(1)...qu(x), pudiéndose descomponer 
el elemento d de G en factores irreducibles p, de G. En resumen, 
f(x) adinite la descomposición 


fl) =Pp,...P:qu(2)...qu(z), 


siendo cada p, un primo de G, y cada qy(x) un polinomio irreduci- 
ble primitivo de G|z]. 

Los polinomios q,(x) que aparecen en esta descomposición fac- 
torial están univocamente determinados, salvo unidades de G, como 
las partes primitivas de los factores irreducibles únicos de f(x) 
en F[x]. Como las qy(x) son primitivas, el producto p,...Pe es, 
esencialmente, el factor contingente único cr de f(x). Por lo tanto, 
las ps son, esencialmente, los factores únicos de c; en el dominio 
dado G. Esto demuestra que G[x] es un dominio de factorización 
única. 

Del Lema 4, por inducción sobre 11, deducinos : 


TroremMa 14. Si G es un dominio con descomposición factorial 
única, también lo es cualquier dominio G[x,, ..., xa] de polinomios 
sobre G. 


En el Capítulo XIV, $10, aparecerá un dominio que no es de 
factorización única, cn el cual, por consiguiente, no son válidos ni 
el Teorema 10 ni el Teorema 12. (Cfr. el Ejercicio 14 g1) del ante- 
rior $5.) 


EJERCICIOS 


1. Representar como un producto de una constante por un polinomio pri- 
mitivo de Jlx] los polinomios siguientes: 3x*+6x+9, 2"/24+2x/3+7. 
2. Presentar todos los divisores de 6x*+3x—3 en J[z]. 
* 3. Describir un método sistemático para encontrar todos los factores linea- 
les az+b de un polinomio f(x) en J[x]. 
4. ¿Para qué enteros n es 221+nx—7 reducible en R[x)? 
5. Hallar los factores primos de los siguientes polinomios en R[x): 


zx? — 10017” — 1, z*+50x* +2. 


6. Demostrar que dos elementos a y b en un dominio con factorización úni- 
ca, tienen siempre un m.c.d. (a, b) y un m.c.m. la, b). 

7. Demostrar que ab ev (a, b)fa, b] en cualquier dominio con factorización 
única. 
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8. ¿Cuáles de las propiedades de los «primos relativos» establecidos en los 
Ejercicios 15 y 16 del $7 son válidos en cualquier dominio de factoriza- 
ción única? 

9. Con la notación del texto, demostrar directamente: 

a) Que cif*(2)]| cg *(x) en Gíz] si, y sólo si, ere, en G y f*(2)|g*(x) 
en Flz); 
b) Mediante a), demostrar que un elemento «primo» de G[x) que divida 
a un producto a(z)b(x) debe dividir a uno de los factores. 
10. Si f(x) y g(z) son primos entre sí en F(x), demostrar que yf(x)+g(x) es 
irreducible en F[z, yl. 
11. Descomponer en factores irreducibles en R*(x, y) cada uno de los si- 
gulentes clementos; y probar que los factores obtenidos son irreducibles: 


a —y, DD zx—y, OY) —y, d) x'+2x'y+3x*+9y. 


12. Hallar todos los polinomios irreducibles de grado 2 o menor en J,[x, y]. 

13, Demostrar que no existe en R[zx, y) ningún polinomio solución de la 
ecuación 1=s(x, yMzx —2)+t(x, yMzx+y— 9). 

14. Demostrar que el polinomio f(x, y) es irreducible en F[x, y) si hay una 
substitución > t", y >t* que dé una forma polinómica f(tr, 19) irredu- 
cible en F[tl supuesto que el grado de f(tr, t*) es el máximo de los en- 
teros mr y ns, para todos los pares m, n de los exponentes que aparecen 
en algún término zuyn de f. 

*15. (Kronecker). Sl f(x) | g(x) en J[x), demostrar que f(c)| g(c) para cada e 
en J. Desarrollar a partir de aquí (y de la fórmula de interpolación de 
Ejercicio 3, $2) un método sistemático para investigar con un número 
finito de operaciones todos los factores de un grado dado de cualquier 
$(x) de J[z). 

16. Sea D el conjunto de todos los números racelonales que pueden escribirse 
como fracciones a/b con un denominador b primo con 6. Demostrar que 
D es un dominio de factorización única. 


* 9, Criterio de Eisenstein 


La descomposición de un polinomio cualquiera en factores irre- 
ducibles es muy laboriosa. Existen procesos sistemáticos para lle- 
gar a establecer la descomposición de un polinomio dado, con coe- 
ficientes enteros, mediante un número finito de operaciones. En 
casos particulares es preferible, si puede ser, utilizar criterios espe- 
ciales. Existen numerosos eriterios de irreducibilidad, que depen- 
den de las condiciones de divisibilidad de los coeficientes, y el más 
sencillo de ellos es el debido a Fisenstcin : 


TEOREMA 15. Sea a(x)=20x "+80? 4... +2, tm polinomio con 
coeficientes enteros, y sea p un número primo. Si es an=£0 (módu- 
lo p), a =20-1=...=39,=0 (mód. p) y a, 0 (mód. p*), el polino- 
mio a(x) será irreducible. 
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. Demostración. En cualquier posible factorización (n=m+k), 
a(2)=(bax” + bp 1214... +Db,)(c.1* + Cr 25* +... +Cp) 


podemos suponer, por el Teorema 13, que ambos factores tienen 
coeficientes enteros, b, y cy. Como a,=b,C0, la hipótesis a, 5 0 (mó- 
dulo p*) implica que los factares b, y c, no son ambos divisibles 
por p. Para fijar las ideas, supongamos que bo0 (mód. p), mien- 
tras que c,=0 (mód. p). Tomemos el más pequeño índice r<k 
para el cual cr-,0 (mód. p), mientras que C,-,=...=c,=0 (mód. 7). 
En tal caso, 
Ar=bdoCr+b Cr: +... +brC9=b,Cr (mód. 7). 


Pero b,:40 y c-0 dan a, 340, puesto que p es primo. Por la hipó- 
tesis, el único coeficiente a, con el que esto puede suceder es con 
el a,, así que 7=8 ; el grado del segundo de los supuestos factores 
debe ser », así que el polinomio f(x) es, efectivamente, irreducible. 

Este criterio puede aplicarse al polinomio llamado «ciclotómico» 


(8) p(x)= (2 —1D)/(1—D)=2P +24... 4041 


(cuyas raíces son las raíces complejas p-ésimas de la unidad, que 
serán tratadas cn el Cap. V). Ciertamente, el criterio de Eisenstein 
no se aplica inmediatamente a (8), pero un simple cambio de va- 
riable, y=x—1, salva el inconveniente, ya que el desarrollo del 
binomio da 


(2? — D/(e — 1) = [(y +1) — 11/y = 


—] 
=y +py + nr ) 


yor... +p. 
Los coeficientes binómicos que aparecen a la derecha son todos 
enteros divisibles por p (primo), pues p aparece en cada numera- 
dor y no puede reducirse con los factores, más pequeños, del deno- 
minador. Como el polinomio en y satisface las condiciones para 
aplicar el criterio de Eisenstein, es irreducible ; de donde resulta 
la irreducibilidad del prirnitivo polinomio ciclotómico p(x) de (8). 


EJERCICIOS 


1. ¿Cuáles de los siguientes polinomios son irreducibles sobre el campo ra- 
cional? : 


0+204+42+2, Pl 2r+4, x'— 47, x*+15. 
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Utilizar el criterio de Eisenstein y demostrar que z*+1 es irreducible 

sobre R. 

Si f(x) es irreducible sobre un campo F, demostrar que f(z+a) también 

lo es para cualquier a en F. 

Si un polinomio f(x) de grado n >k satisface a la hipótesis an $ 0, ax 0, 

41-,3=...=0,:=0 (mód. p) y a,50 (mód. p*), demostrar que f(x) tlene 

un factor irreducible de grado k al menos. 

Demostrar la irreducibilidad de un polinomio de grado impar 2n+1 cuan- 

do se cumplen las condiciones: Q,m, 20 (mód. p) 4, =... =p. =0 

(mód. p), 04=0p.,=...==0,==0 (mód. p*), a, 20 (mód. p'). 

a) Si f(x) es un polinomio mónico con coeficientes enteros, demostrar 
que la irreducibilidad de f(x) módulo p implica su irreducibilidad 
sobre R. 

b) Demostrar que todos los factores de f(x) sobre J se reducen módu- 
lo p a factores del mismo grado sobre Jp. 


ec) Usar esto para probar, utilizando el menor p, la irreducibllidad so- 
bre R de 


2460 +57+25, -+60*4+11248, 24+8120%4x*42x+5. 


a) Sea F[t] el dominio de todos los polinomios con una indeterminada t. 
Establecer y demostrar un criterio análogo al de Eisenstein para poli- 
nomíios f(x) con coeficientes en F[t]. (Sugerencia: Poner t en lugar 
de p.) 

b)> Utilizar esto para demostrar la Iirreducibilidad de x*+3t'x*+2tx*+ 
+tz+7t+t* en el dominio Flt, x). 


.. a) Demostrar que a+bx+cx? es irreducible en R*íx] sí, y sólo si, 


b* —4ac < 0. 
b) Demostrar que a+bx+ex"+dx* siempre es reducible en R*(z], para 


d%+0. 


* 10. Fracciones simples 


El teorema de unicidad en la descomposición factorial de los 


polinomios, puede aplicarse a las formas racionales, para obtener 


cierta representación simplificada de las mismas, semejante a la 


descomposición en fracciones simples utilizada en el Cálculo In- 
tegral. 


Consideremos primero una forma racional b(x)fa(x), en la que 


el denominador admite la factorización a(z)=c(x)d(x), con los fac- 
tores c(x) y d(x) primos entre sí. Por el Teorema 10, se tendrán 
dos polinomios s(x) y t(x) con 1=sc—td; por tanto, 


(9) 


(Di[ndia] = [Dido — [Ufa]. 
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Este resultado se ebillicia sio 


Lema 1 Una forma racional cuyo denominador es el product. 
de dos formas polinómicas cixt y dixo primas entre si, puedr os 
presarse como suma de dos cocientes con denominadores exo y díx+, 
respectiramente. 


Si el denominador alud es una potencia, al =[eter]”. el pro- 
ceso no se aplica directamente. Sin embargo, dividiendo el nu- 
merador por cfei como en el algoritmo de la división, resulta 
dba) =qrlmclar rr lo. Dividiendo de nuevo por ctr» el cociente 
gol), obtenemos q,(1)=q,0+F,. Combinando ambos resultados 
queda 

Mn=q line] r inet + ro. 


Repitiendo este proceso (esta frase encubre una inducción ; quíte- 
sele el disfraz), resulta, en notación abreviada (M, 


(10) OE A E 


donde cada polinomio r,==1,(£), si no es cero, tiene grado menor que 
c(z). Ten forma racional bGOJaGo resulta ahora 


(1 1) ble” $3 Qm-1 + Pu-fe 4 Pm-ato? A non 4 rie”, 


Esto demuestra : 


Lima 2, Una forma racional que tiene una potencia fecal)" 
como denominador, puede expresarse eomo tor polinomio más la 
suma de formas racionales, euyos denontinadores son potencias de 
c(xd, y engos niuneradores tienen grado inferior al de elo. 


"ara combinar estos resultados, deseompon¿unos un denomi- 
nador arbitrario dado ee) en producto de polinomios imónicos irre- 
ducibles. Agrupando los factores iguales, resultará 


(12 alo a pa pe pl, 


con exponentes enteros mi. Dos polinomios tuónicos oreducible- 
Pr (2d y p¿(r) son ciertamente primos entre si, asi que las poten 


(nin. Es SE SNE Luz i] Y» a 1 
A | y > Y] ! < timbhil ii des, sai Ajuiyiie HS NI 


(0 Esto es exaetimente análogo al desjrrollo decimal ode unto antero. exqobas et 
eo Capitulo 1 $12 
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Lema la la descomposición del denominador, en la que un factor 
es (mp (103%, y el otro factor. dír), es todo lo que resta en la 
expresión (12). La repetición de esto da para f/g una suma de frac- 
ciones, cada una con denominador Fp.(11]”., a las cuales puede apli- 
carse la reducción expresada por (11). 


Teorema 16. Una forma racional b(xMa(x) puede expresarse 
como un polinomio en x más una suma de fracciones («simples») 
de la forma r(x)[p(x)]”, siendo p(x) irreducible y r(x) de menor 
arado que p(x). Los denominadores [p(xY]” que aparecen, son to- 
dos divisores de a(x). 


Si se desea explícitamente la descomposición de una fracción 
dada b(w)a(x), pueden recorrerse los distintos pasos de la demos- 
tración del Teorema 16, llegándose así al resultado pedido, Estas 
demostraciones, que pueden utilizarse para la obtención del objeto 
a que se refieren, son llamadas «constructivas». En algunas cues- 
tiones matemáticas se establece la validez de ciertos teoremas de 
existencia, pero frecuentemente las demostraciones no son cong- 
tructivas. 

Consideremos, por ejemplo, sobre el campo de los números rea- 
les, (12+1)/(x* —1). El denominador es (1 —1Mx*+.7+1, y ol se- 
gundo factor es irreducible. Por el algoritmo de la división se en- 
cuentra 1%+2+1=(54+2 (x—1)+3. Por lo tanto, multiplicando 
por el numerador 2+1, 


Mza+ D= (24 Dr?+z4 1D) — (1 +34 Dr — 1) : 


Mri+ 1) 41 243x742 


21  —l Dirzr+l* 


Cada una de las fracciones que resultan puede simplificarse por una 
división posterior (*). 

Sobre el campo R* de los números reales, los únicos polino- 
mios irreducibles son los lineales y los cuadráticos ax*+bx+c, con 
b?—4ac<0. (Este hecho se establece en Cap. V.) Por lo tanto, 
sobre R*, cualquier fracción racional puede expresarse como suma 
de fracciones simples euyos denominadores son potencias de expre- 


(% Compárese lo directo de este método con el que suele usarse en los textos de 
Cálculo, donde se deben hallar los «coeficientes indeterminados» 4, B. C, que apare- 
cen en los términos 4/(7 - -D, (Br 00/(2'4+24+10). 
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siones lineales y cuadráticas. Esto se utiliza en Cálculo Integral 
ara demostrar que la integral indefinida de cualquier función ra- 
cional puede expresarse mediante funciones elementales (algebrai- 
cas, trigonométricas y exponencial, con sus inversas). Por el Teore- 
ma 16, la forma racional que debe integrarse es, esencialmente, 
una suma de términos de los tipos c(x+a)" y c(z+dMx*+ax+b)”. 
Luego el anterior teorema sobre la integral se reduce a integrar 
estos dos tipos de funciones simples (lo cual puede hacerse). 


EJERCICIOS 
1. Descomponer en fracciones simples (sobre el campo real): 
31+4 1 1 
043142 w —a” 9 Dr 
a? 3 3x — 7 
a A ra Pa" 


2. Descomponer (417+4+2)/(2*+2x*+4x+8): 
a) Sobre el campo J, de enteros mód. 5; 
b) Sobre el campo R de los números racionales. 
3. a) Si un denominador es a(x)=tx — 1 Mx — s), mientras que el numera- 


dor b(x) tiene grado 1 o menos, demostrar que Jas fracciones simples 
tienen numeradores b(r)/(r —3) y b(s)/(s —r), supuesto rs. 


b) Extender este resultado a los denominadores de grado n. 
4. Demostrar la igualdad (10) por inducción sobre m. 
5. Demostrar con detalle, por inducción, el Teorema 16. 


6. a) Demostrar que cualquier forma racional no polinomia puede repre- 
sentarse como un polinomio más otra forma racional en la que el 
numerador es 0 o tiene grado inferior al denominador. 


b) ¿Es única esta representación? 


7. Sí se impone a todas las fracciones, Incluso las simples, el tener un nu- 
merador de grado inferior al respectivo denominador, demostrar que 
a) La representación establecida en el Lema 1 es única; 
b) Lo mismo en el Lema 2; 
c) Lo mismo en el Teorema 16. 


8. ¿Qué resulta de la afirmación de unicidad del Ejercicio 7 si el grado del 
numerador no está sometido a tal restricción? 


9. a) Si p(x) es irreducible, demostrar que en cualquier representación de 
una fracción b(x)/p(x) (con b y p primos entre sí) como suma de 
fracciones, debe intervenir al menos una fracción con un denomina- 
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dor divisible por p(x). (Esto significa que la ulterior descomposición 
en fracciones simples de b(x)/p(x) está fuera de lugar.) 


b)' ¿Puede decirse lo mismo para b(x)/[p(x)]w? 
*10. Hallar la suma de 
U(2+D(24+2))-42[(24+2)244))-+... +28[(2 420) (2 +20+*)]-1, 
*11, Desarrollar un método para representar cualquier número racional como 


una suma de «fracciones simples» de la forma especial a/pt (p primo, 
0<a< p). Por ejemplo. 1/6=1/2— 1/3. 


CAPITULO V 
Números complejos 


1. Definición 


El sistema de los números reales ha tenido que ampliarse con 
el de los números complejos, que ahora definiremos. Esta amplia- 
ción es de necesidad primordial en Algebra, pero es también nece- 
saria en otras ciencias matemáticas y físicas (como en Teoría de 
Funciones, Electromagnetismo, etc.). Ciñéndonos al Algebra, de- 
mostraremos, además, que ésta es la ampliación natural del siste- 
ma de los números reales, si se pretende que toda ecuación poli- 
nómica tenga raíces. 


DerixicióN. Un «número complejo» es un par (x, y) de nú- 
meros reales x e y a los que se llama, respectivamente, componen- 
tes real e imaginaria del complejo. Estos números se suman y se 
multiplican por las reglas 


(1) (a, Y+(x, y)=(x+x', y +3) 
(2) (x, y) + (x, y)=(xx' — yy, xy +yx) 


El sistema de los números complejos asi definido se indicará 
por C. 


La anterior definición no ha surgido por una revelación sobre- 
natural, sino por lo que vamos a explicar. Primero se observó que 
la ecuación 2?=—1 no tiene raíces reales (x? no puede ser nega- 
tivo). Esto sugirió la introducción de un número imaginario 1, cum- 
pliendo la igualdad i?=—1 y satisfaciendo, adernás, a las leyes or- 
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dinarias del cálculo algebraico. En lenguaje preciso, esta sugestión 
consiste en la hipótesis plausible de que exista un dominio de in- 
tegridad D que contenga a un tal elemento i y a todo el dominio 
real R*. 

Cualquier expresión de la forma x+yi (1 e y números reales) 
será un elemento de D. Además, por la definición de dominio de 
integridad (leyes ordinarias del cálculo algebraico), se tendrá 


(1) (2+y0 (+4 0)=(241)+ (y +4) 1, 

(9) (2440) (C+yi)=zx + (2y +yi+ yy. 
Como además i?=—1, obtenemos de (2') 

(2) (2+ybdx' + y 1)=(21 — yy) + (2y +yz)i. 


Como corolario resulta que el subdominio de D engendrado por 
R* y por ¡contiene a todos los elementos de la forma x+yi, y sólo 
a ellos. 

Por otra parte, (14+Yi)=(2'+y') implica (1—2x')= (y —y)i, y 
elevando al cuadrado ambos miembros, (1—x')=-—(y'—y), y 
como (2—x)*>0, —(y' —y) <0, sólo es posible que r—x'= 
y —y=0, 0 sea, r=2', y=Y'. En resumen, dos pares distintos de 
números reales (x, y), determinan elementos distintos (x + yi) de D. 
Así se establece una correspondencia biunivoca (zx, y) «+1 +yi entre 
los elementos de C y los del subdominio de D engendrado por R* 
oi. Finalmente, comparando las fórmulas (1) y (2) con las (1') y (2) 
veremos que la correspondencia conserva sumas y productos, luego 
es un isomorfismo. Por lo tanto, 


"Teorema 1. Sea D cualquier dominio de integridad que con- 
tenga al sistema R* de los números reales y a ¡, ralz cuadrada 
de —1. El subdominio de D engendrado por R* e ¡ es isomorfo 
con C. 


Demostraremos ahora nuestra conjetura de que, efectivamente, 
existe un dominio de integridad D que contiene a los números rea- 
les y a una raíz cuadrada de —1. 


TEOREMA 2. El sistema de los números complejos definido 
anteriormente es un campo que contiene un subcampo isomorfo 
con R* y una raíz de x*4+1=0. 
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Demostración. Por lo que hace a la adición. puesto que la 
componentes real e ¡maginaria se suman separadamente, €s imine- 
diato comprobar que las leyes conmutativa y asociativa son válidas, 
que (0, 0» es el elemento idéntico y que (—x. —y es el inverso 
aditivo (o sea, el opuesto) de (x. y). 

Por lo que hace al producto, puede demostrarse que obedece 
a las leyes asociativa y conmutativa, que (1, 0) es el elemento idén- 
tico, y que todo (a, y: (0, () tiene un inverso dado por 


(3) le, y = [ale ya, —y (1? y]. 


'odas estas afirmaciones se demuestran inmediatamente si se tiene 
en cuenta que, como veremos en $2, el «argumento» y el anódulo» 
de los números complejos se combinan independientemente en la 
multiplicación, y de tal modo, que satisfacen a las leyes apuntadas. 
Pero en este momento es preferible comprobar estas leyes por sus- 
titución directa en la definición (2%. Sólo el cálenlo para la Jey aso- 
ciativa es algo largo. Omitimos los detalles. 

TFinalmente, vamos a comprobar la ley distributiva, también por 
sustitución directa, Así pues, sean 2=(r, y, 2=(. 90, 2=(0, y. 
Sustituyendo en (1)-(2) queda : 


dr+ 20m lr, YN lisa, y +y”)= 
=[elae ad —yly +9), ayy) + yl]: 

22422 (a — YY, Y Y A ar yl, dy gr 
=(1td—yy rre — YY, alga ly ya) 


luego 2(2"4.2)=22"4-22", como queríamos demostrar 

En este campo C de pares de números reales encontraremos 15 
subeampo de números renales, utilizando la correspondencia Le, 1 — 
Szr+yi (va empleada en la demostración del Teor. 1», en Ta cual 
los números reales se corresponden con los pares de segunda com- 
ponente cero, y el par (0, 1) con ¿. Detallando más, sí las segundas 
componentes, y e 4, de las definiciones (1) y (2), son ambas nulas. 
se observa «que las primeras componentes 7 y 7, se suman 3 mul. 
tiplican exactamente como los números reales, Esto e. precisa 
mente, la prueba de que la enpespondencia Tébir dias note. 
morfisind entre el campo R* y un subeampo de O. Proceder 
como en casos precedentes, cada nútueto complejo or, M5 se iden- 
tificará. simplemente. con el correspondiente afanero real o 
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Finalmente, el par (0, 1» es, como se presumirá, la deseada 
raiz de —1; en efecto, como caso particular de la definición (2) 
se demuestra que (0, 11?=(—1, 0)=—1. Por lo tanto, definiremos 
a í como par (0, 1). Cualquier par (z, y) torna entonces la forma 


(4) (r. y)=(c, 0,+(0, y)=(z. 0)+ (y, 0)(0, 1)=x+yi. 


La notación z+yi se usará con preferencia a la (z, yA, pues re- 
sulta más sugestiva. Por brevedad, escribiremos también 2=(x, y) 
=23+y il, w=(u, 0)=u+ti, c=(a, d)=a+bi, etc., es decir, que con 
una sola letra denotaremos un número complejo cuyas dos compo- 
nentes sean las dos letras inmediatamente precedentes. 


EJERCICIOS 


1. Comprobar que la multiplicación de complejos es conmutativa y aso- 
ciativa. 
2. Comprobar que (x, y) (x, y)-*=(1, 0) cuando se utiliza la fórmula (3). 
3. Resoiver (1, 1) (x, y)=(2, 1), 
a) Como un sistema de ecuaciones en x, y; 
b) Utilizando (3). 
4. Hallar los complejos 2=X+iy y w=u-+vi satisfaciendo el sistema 
a) z24+iw=1, iz+w=1+i; 
D (14102 —iw=3+4 4, 124-0)24(2 —iw=2i. 
5. Hallar una raíz compleja de 2*=-4 y de x*=-—a?, siendo a real. 
6. Describir el subcampo de C engendrado por í y los números racionales. 
7. ¿Es clerto el Teorema 1 cuando D es un anillo conmutativo con unidad? 
Dar detalles, 
*8. Dar otra construcción de los números complejos, partiendo de una ralz w 
de x"+x=-—1. Establecer un isomorfismo entre el campo resultante y C. 
* 9. Demostrar que si F es un campo ordenado. existe un campo F* que con- 
tiene un subcampo isomcrfo con F y una ralíz cuadrada de —1. 
*10, Utilizando los métodos de los teoremas 1 y 2, demostrar, sin recurrir a 
los números realez, que el campo racional R puede extenderse a un cam- 
po más amplio R(w/2) que contiene a R y a una raíz cuadrada de 2. 
*11. Demostrar que nc es posible ninguna definición de enúmeros complejos 
positivos» que convierta a C en un campo ordenado. 


2. El plano complejo 


Hay una representación biunivoca muy importante de los nú- 
meros complejos, sobre los puntos de un plano cartesiano. Cada 
número complejo 2 =2+ iy está representado por el punto P=(z, y) 
cuya abcisa . es la componente real de z. mientras la ordenada y 
es su componente imaginaria. 
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Las coordenadas polares se pres- 
tan también para esta representa- 
ción. Recordemos que cada punto P 
del plano, y por ende cada número 
complejo 2, está determinado unívo- 
camente por dos coordenadas r y 09, 
siendo r la longitud (no negativa) 
del segmento Oz que une el punto P 
al origen, mientras que 6 es el án- 
gulo que forma este segmento con 
el eje de abcisas (fig. 1). Se llama 

Figura 1 módulo o valor absoluto de un com- 
plejo z, a la longitud r (no negati- 
va), y argumento de z al ángulo 6. Por lo tanto, 


(5) lz]=r=(2*4+y?)?, arg 2=0=arctg ylz. 
Estos dos valores determinan a 7 e y, pues 
(6) z=rC08 6, y=r sen 9, 2=r(cos 9+i sen 0), 


según las fórmulas usuales para pasar de coordenadas polares a 
cartesianas, 

La importancia del módulo y el argumento de un complejo es 
consecuencia de las fórmulas de Moivre, que pueden establecerse 
como sigue : 


TEOREMA 3. El módulo del producto de dos (o varios) números 
complejos es el producto de los módulos de los factores, y su argu- 
mento es la suma de los argumentos de los factores. En fórmulas, 


(7) [zz] =|z|-|z'|, arg zz"=arg z+arg z'. 


Demostración. Como vimos en (6), será 2=7 (cos 944 sen 9), 
2'=7' (cos 0”+i sen 6). Sustituyendo en la definición (2) se obtiene, 


22'=r1' [(cos 9 cos 9 —sen 0 sen 9)+1 (cos 6 sen 9'+5en 0 cos 9)] ; 
y por fórmulas trigonométricas muy conocidas, esto da, 
22 =11" [cos (0+0)+i sen (040)), 


con lo que resulta (7). 
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Las desigualdades relativas al valor absoluto en la adición de 
números reales subsisten lo mismo para los números complejos. 
Es decir, 


(8) |z]>0  sinoesz=0, |0|=0; 

(9) [242] <]z1+12]. 

Para demostrarlo se observará que la fórmula (1) significa que la 
suma puede hallarse dibujando (figu- y 


ra 2) el paralelogramo del que tres 
vértices son 2,0 y 2'. El cuarto vér- 
tice será 2+ 2”. Las fórmulas (8) y (9) 
aparecen, pues, como conocidas des- 
jgualdades geométricas entre los va- 
lores absolutos de las longitudes de 
la figura. 

Procedamos» ahora al cálculo de 
las raíces n-ésimas de la unidad. 
A partir de la fórmula (7) de Moi- 


e) 


vre, se ve inmediatamente que Figura 2 


[r (cos 0+i sen 6)]”* =(1/7) [cos (—6) +1 sen (—4)]. 


-Además, vemos que 2"=1 si, y sólo si, |2|*=1 y n-arg z es un 
múltiplo entero 2kr de 27, Como |2|>0 y arg z es uniforme en el 
intervalo 0 <0 <2r, existirán precisamente n soluciones de 2"=1. 
En coordenadas rectangulares, estas soluciones serán : 


Q7 . o 2(n—Dz  , 2(m—1)7 
1; cos — +8 sen — 3 ...3 008 ————— +1 sen —————— 
n n n 


Si ponemos w=Cos 27/n+i sen 2:/n, otra representación de estas 
n ralces n-ésimas de la unidad será : 1, u, e, ..., e”. Geométrica- 
mente hablando, esto significa : 


Teorema 4. Las raices n-ésimas complejas de la unidad son 
los vértices de un poligono regular de n lados inscrito en el círculo 
unidad |z|=1. 

Consideremos, más generalmente, la ecuación 2"=c, donde c es 
cualquier número complejo. En coordenadas polares, una solución 
es la siguiente : 


20=|c|'" (cos 0+isen 6), con  €=(1/n) arg c. 
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* Pero además 102, será también una raiz de 2"=C si, y sólo si, 
=(t07,)”=10"29"=10%, y por ende u”=1. Así, las n raíces n-ésimas 
de C Son: 20, 0%, W4Z,, ..., w"*2,, donde w es la definida antes. 
Es claro que estas raíces vienen también representadas por los vér- 
tices de un polígono regular. 
Con la ayuda de las tablas logaritmicotrigonométricas es fácil 
el cálculo numérico de las raíces n-ésimas, 2o, 60Zo, »..., w"'2o de 
c=a+bi. Partiendo de lz identidad 


log |2,|=log | c | =(1/n) log (a? + b?)'/?=(1/2n) log (a? + b?) 


se puede calcular | z, |. Por la fórmula (7), arg 2.=(1/n) arctg (b/a) 
y arg «'z,=(1/n) arctg (b/a)+360k/n (en grados sexagesimales). El 
cálculo se completa por la fórmula 


z=1 (cos 0+i sen 0)=|2| cos (arg 2)+1 [2 | sen (arg 2). 


Cada raíz a1-ésima compleja de la unidad, «, satisface a una 
ecuación con coeficientes racionales, irreducible sobre el campo de 
los racionales. Estas ecuaciones son las llamadas «ciclotómicas», 
y juegan un importante papel en la teoría general de ecuaciones. 

Por definición, cualquiera raíz n-ésima de la unidad satisface 
a la ecuación 2"—1=0; por lo tanto, todas ellas, excepto el 1, 
satisfacen a 


(10) quí) =(2*—D/(2=D=2"42*+...+2+1. 


En el Cap. IV, $9, el criterio de Eisenstein permitió demostrar 
que qp(z) es irreducible si n=p es primo. 

Si n no es primo, las cosas no son tan simples. Así, si n=4, 
P+24241=(2+1) (2741) es reducible. En general, aparecerá 
como factor de la (10) el polinomio ciclotómico satisfecho por las 
raices k-ésimas de la unidad, siendo k divisor propio de 1. Las raí- 
ces n-ésimas de 1, que no sean raíces de la unidad de orden k<au, 
se llaman raices primitivas n-ésimas de la unidad (por ejemplo, las 
ralces primitivas cuartas de la unidad son i y —1). Todas ellas vie- 
nen expresadas por w”, siendo m primo con n, y todas satisfacen 
a una misma ecuación irreducible sobre el campo racional. Pero la 
demostración de estos resultados y el cálculo del grado de esta ecua- 
ción implican cuestiones de la teoría de números, que preferimos 
omitir aquí. 


3) TEOREMA FUNDAMENTAL 123 


EJERCICIOS 


1. Demostrar las leyes asociativa y conmutativa de la multiplicación, y la 
existencia de inversos, a partir de las fórmulas de Molvre. 
2. Discusión de las raíces n-ésimas reales de la unidad. ¿Son racionales? 
3. Calcular con 4 decimales las componentes real e imaginaria de las raíces 
cúbica y quinta de la unidad (utilizar tablas). 
4. Calcular con 4 decimales las raíces cúbicas y cuartas de 2+-2i. 
5. Enumerar las raíces primitivas de orden 12 de la unidad y hacer su re- 
presentación sobre el circulo unidad. 
G. Describir geométricamente la correspondencia z > zi, 
7. Hallar los factores irreducibles sobre R de z*— 1. 
8. a) Demostrar que u=Ccos (2r/n)+4 sen (2x/n) es raíz primitiva n-ésima 
de 1. 
b) Demostrar que u" es raíz primitiva n-ésima de 1 si, y sólo si, n es 
primo con m, 


* 9, Se llaman enteros de Gauss a los números complejos m+ni, con m y n 
enteros. Demostrar: 
a) Los enteros de Gauss constituyen un dominio de integridad J([1). 
b) Las únicas «unidades» de J[i] son +1 y ¿i. 
ec) Dados dos enteros de Gauss e y d, existen otros dos, q y r, tales, que 
c=dq+r, |r]<|dl. 
d) J(i] es un dominio con descomposición factorial única. 


3. Teorema fundamental del Algehra 


Vimos en $1 que el sistema de los números complejos se obtiene 
adjuntando al sistema R* de los números reales una raíz imagina- 
ria i de la ecuación 2?+1=0. Pero ¿por qué nos detenemos aquí? 
¿No intentaremos agregar ahora las raíces «imaginarias» de otros 
polinomios, para obtener así campos más amplios? 

La respuesta a esta pregunta se encuentra en el llamado «Teo- 
rema fundamental del Algebra» : pues, tan pronto como se adjun- 
te ¿, cualquier ecuación polinómica tiene raíces complejas, así que 
no es necesario idear nuevos imaginarios para resolverla. 


Trorema 5 (Euler-Gauss). Cualquier polinomio p(x) de grado 
positivo con coeficientes complejos, tiene wma raiz compleja. 


Se conocen inuchas demostraciones de este célebre teorema. En 
todas ellas se implican conceptos no algebraicos, análogos a los in- 
troducidos en Cap. TI. Hemos elegido una en que la parte no alge- 
braica es de especial evidencia intuitiva. 
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“Demostración. Como p(2)=422"+4m.,2%*+...+4,, CON Gn 0, 
tiene las mismas raíces que 


q(2)=2*+ (Go 1/00)2%*+...4 (4,00) =2* + Co 2%+...+Cp, 


sólo será necesario considerar el caso en qué el coeficiente principal 
sea la unidad. 

Hecho esto, consideremos dos planos complejos, a los que lla- 
maremos «plano 2» y eplano 0». La función dada q(2) representa 

cada punto 2¿=(2,, Yo) del plano 2 so- 
bre un punto tw,=q(2,) del plano tc 
Además, si z describe una línea conti- 
nua del plano 2, su imagen q(2) descri- 
birá otra línea continua del plano tw (ya 
que la función q(2) es diferenciable). 
Nuestro objeto es demostrar que el pun- 
to O del plano to es la «imagen» q(2) de 
algún punto del plano 2; o, lo que es 
igual, que la representación de alguna 

Figura 3 curva del plano 2 pasa por el origen del 
plano tp. 

En particular, q(2) representará a la circunferencia yr, de ecua- 
ción |2|=r, sobre otra curva cerrada yy del plano to, como, por 
ejemplo, la dibujada en fig. 3. Consideremos ahora el número de 
veces, n(r), que y, da una vuelta en torno al origen en sentido 
directo (contrario a las agujas del reloj), 

Es claro que si y, no pasa por O (en cuyo caso el teorema estaría 
probado), n(r) será un entero bien determinado (*). 

Si r=0, yr se reduce al solo punto tv=q(0). Veamos ahora que 
si r es bastante grande, n(r) es el grado m de q(z). En efecto, sea 


q(2)=2"4Cm-12% +...40,2+C0,=2”(1 + s Cm 2*). 
l..) 
Por las fórmulas (7) de Moivre, 
arg q(2)=m arg 2+arg (1 +3 CmaZ"*). 
S «-] 


Por lo tanto, como 2 describe el círculo y. en sentido directo, el 
cambio sufrido por arg q(2) es la suma de m veces el cambio de 


(*) Analiticamente se puede representar n(r) por la integral curvilínea (1/2s) fas, 
a lo largo de 77 con dé= (udy — vdu)/(u*+v"). 
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arg z (es decir, 2=.m), con el cambio de arg (1+ Y Cm.r2*). Pero 


si |z2|=r es suficientemente grande, por las fórmulas (8) y (9) 
1+ Y (m2 *=t0* es interior al círculo | 10* —1| < Yo, luego no dará 
x 


ningún giro en torno al origen (dibujar una figura que ilustre esto). 

En conclusión : si r es lo bastante grande, n(r)=m: El incre- 
mento total de arg q(2) es 2m. Pero si r cambia con continuidad, 
asimismo se deforma yr (ya que q(z) es función continua). Es geo- 
métricamente evidente (*) que si una curva que rodea al origen 
n+0 veces se deforma hasta reducirse a un punto, deberá pasar 
por el origen en algún estado de su deformación. Por lo tanto, para 
algún r, y» pasa por el origen ; pero esto dice, al fin, que para al- 
gún z es q(2)=0, c.q. d. 

Como corolario se observará que si p(z,)=0, por el teorema del 
resto (Cap. IV), podremos escribir p(z)=(2 — 2,)r(2). Si el grado m 
de p(z) es mayor que 1, el cociente r(2) tendrá también grado posi- 
tivo, y por ende una raíz compleja 2=2,. Procediendo así, encon- 
traremos m factores lineales de p(2), o sea, 


(1) p(2)=c(2 — 2,) (2 —2,)...(2 — 2m). 


De aquí se sigue que los únicos polinomios irreducibles en el 
campo complejo son los lineales. Una consecuencia de esto y del 
teorema de descomposición factorial única del Cap. IV es: 


TreorEMA 6. Cada polinomio con coeficientes complejos puede 
ser escrito de un modo, y sólo de uno, en la forma (11). 


Las raíces de p(z) son, evidentemente, las 2, de (11), ya que el 
producto se anula si, y sólo si, uno de sus factores es nulo. Si un 
mismo factor (2— 21) aparece varias veces, el número de éstas es 
la multiplicidad de la raíz 2,. Mediante el cálculo se puede definir la 
multiplicidad de la raíz 2, como el «orden» con el cual p(z1) se anula 
en 2,, esto es: el mayor entero v tal, que el polinomio p(2) y sus 
v—1 primeras derivadas se anulan en 2;. 


EJERCICIOS 
1. Demostrar la unicidad de (11) sin utilizar el teorema general de unicidad 
del Cap. IV. 


(*) En topología, esto es un teorema, cuya demostración puede verse en Alexan- 
droff and H. Hopf, Topologle, Berlín, 1935, pág. 463. 
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22, Demostrar que cualquier «sucesión regular» de números complejos con- 
" verge hacia un límite (cfr. Cap. JHI, $ *6). 

3. Demostrar que cualquier función racional compleja que sea finita para 
todo z es un polinomio. 

4. Los pares (w, z) de números complejos, multiplicados y sumados por las 
reglas (1)-(2), ¿cuándo forman un anillo conmutativo con unidad? ¿Y un 
campo? a 

5, Demostrar que cualquier polinomio cuadrático puede llevarse a una de 
las formas cz(2—1) o cz* por un automorfismo adecuado de C(2]. 

6. a) Con el empleo de la serie de MacLaurin probar formalmente que 

eli=cos x2+1 sen zx. 
b) Demostrar que cualquier número complejo puede escribirse como re!?, 
€) Deducir las identidades cos z=(el»+e-12)/2, sen z=(elt — e-11)/24, 

*7, Demostrar que cualquier función racional sobre el campo C de los nú- 
meros complejos puede escribirse como suma de un polinomio y de va- 
rias funciones con los numeradores constantes y cuyos denominadores 
son potencias de una función lineal (fracciones simples). 

* 8. Demostrar que cualquier función racional puede integrarse mediante las 
funciones racionales y logarítmica compleja (es decir: inversa de la fun- 
ción exponencial), 


4. Números conjugados y polinomios reales 


En el sistema de los números complejos C, la ecuación 2?=-—1 
tiene las dos raíces ¿ y —i, siendo —i=0+ (—Di. La corresponden- 
cla 24+Y > 24+Y(—1)=2 — y i transforma la primera de estas raíces 
en la segunda, e inversamente, mientras los números reales quedan 
inalterados. Además, esta correspondencia transforma suinas en su- 
mas y productos en productos, como puede comprobarse por susti- 
tución directa en las fórmulas (1) y (2), o por aplicación del Teo- 
rema 1. Dicho brevemente : la correspondencia es un automorfismo 
de C (un isomorfismo de C consigo mismo). 

Podemos enunciar lo anterior más concisamente como sigue : 
Llamaremos conjugado 2* de un número complejo 2=x+yi, al nú- 
mero z—yi. La correspondencia 2> 2* es un automorfismo de pe- 
ríodo dos en (, puesto que 


(19) (1+23)*=2,+423, — (2,2 )*=2,"22*,  (2*)*=2 (”) 


Geomútricamente, 2 > 2* equivale a la reflexión del plano com- 
plejo sobre el eje de abcisas ; los únicos números iguales a sus con- 
Jugados son los reales. 


(*) A la correspondencia 2 > 2* Je llaman conjugación algunos autores. (N. del T.) 
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Los complejos conjugados intervienen en numerosas cuestiones 
de matemáticas y de física (especialmente en Mecánica Ondulato- 
ria). Para su empleo, es conveniente tener en la memoria algunas 
fórmulas tan simples como 


l2P=zzt. 2 =e [Y] 


Se emplean también para deducir la teoría de la descomposición 
factorial de polinomios en el campo real, que resulta fácilinente del 


Teorema 7. Un polinomio de coeficientes reales puede descom- 
ponerse en factores reales lineales y cuadráticos de discriminante 
negativo (*). 


Demostración. Sea p(z) el polinomio dado; lo podemos escri- 
bir en la forma (11), donde las 2, son complejos (generalmente no 
reales). Como la correspondencia 2,>2%* aplicada a las raíces 2 es 
un automorfismo, hará corresponder a p(2) otro polinomio p*(2)= 
=C(2— 2,*) (2—2,*)...(2 —2,*), en el que cada coeficiente es el 
conjugado del correspondiente coeficiente de p(z). Pero como los 
coeficientes de p(2) son reales, p(2)=p*(2). Tsuuego por la unicidad 
del desarrollo (11), c=c* es real, y las z, serán también reales o 
complejas conjugadas a pares. Una 2, real dará el factor lineal 
2—2. ln par de raices conjugadas a+bi, a—bi, con db:40, pue- 
den agruparse en 


[2 — (a +bi)] [2 — (a — bi)] =2* — 22 + (a? + b?) 


dando usí un factor cuadrático de p(2) con discriminante 4a?-— 
—4(a* + b*) =—4b* <0. 

Recíprocamente, los polinomios lineales y de segundo grado con 
discriminante negativo son irreducibles sobre el campo real (estos 
últimos tienen sólo raices complejas, y por ende carecen de factores 
lineales). Como corolario se desprende la unicidad de la descompo- 
sición factorial establecida en el Teorema 7. 

Conviene destacar explícitamente que, como se ha dicho, 


CoroLario. Las raíces complejas no reales de una ecuación po- 
linómica con coeficientes reales aparecen a pares, cada una con su 
conjugada. 


(*) El discriminante de 4x*4+Bxr+C es, por definición, B* — $4C. 
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- Esto generaliza al hecho bien sabido de que las dos raíces de 
la ecuación ax*+bx+c=0 con discriminante b*—4ac <0 son los 
dos complejos conjugados z=(—b + Y b* — 4ac)/2a. 


EJERCICIOS 


1. Resolver: a) (1+1)2+3i2*=2+4, 
b) 22*4+22=3+i, 
Cc) 22*+3(2—2*)=4 —3i, 
2, Resolver: 22*4+3(242%=7, —22*+3(242%=3i, 
3. Resolver el sistema 
iz+(1+1)w=3+i, (1482 — (64 1)w*=4. 
4. Dar una demostración independiente, del Cor. 2 del Teor. 3 del Cap. II. 
3, Demostrar que si se adjunta el sistema de los números reales una rafz 
imaginaria de cualquier polinomio real irreducible no lineal, se obtiene 
un campo isomorfo con C. 
6. Demostrar el Cor. del Teorema 7 sin utilizar la descomposición (11), ob- 
servando que z >2* es un automorfismo. 
7. Demostrar que los automorfismos de C en que los números reales queden 
invaríantes no pueden ser más que la identidad (2 > 2) y la conjugación 
(232*. 


* 5. Resolución de ecuaciones por radicales 


En el $3 se demostró teóricamente la existencia de las rafces 
de un polinomio dado con coeficientes complejos, pero no dimos 
ningún método para el cálculo efectivo de las mismas. 

En esta sección daremos métodos para este cálculo, aplicables 
a las ecuaciones de grado no superior a cuatro. 

El método consistirá en expresar la solución buscada, mediante 
una sucesión finita de operaciones con números fácilmente calcula- 
bles. Cada una de estas operaciones será racional (adición, multi- 
plicación, substracción y división) o bien la extracción de una raíz 
n-ésima. Las primeras operaciones han sido estudiadas en $$1 y 2; 
luego es evidente que nuestros resultados podrán aplicarse de modo 
general a cualquier campo en que pueden calcularse las raíces n-ési- 
mas de sus elementos. 

Consideramos primero el método de «completar el cuadrado» 
para resolver la ecuación cuadrática, conocido desde la enseñanza 
media. Tal ecuación, 


(13) arr+bx4c=0 (a30) 
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es equivalente (tiene las mismas raíces) que la ecuación sencilla 
(14) 1+Br+C=0 (B=bla, C=c/a). 


Si ponemos y=7 + B[2 (esto es, z=y — B[2), como para completar 
el cuadrado, vemos que (14) es equivalente a 


(15) y? =B*[4—C. 
Volviendo a poner x, a, b, c, en vez de y, B, C, esto da: 
(16) 1=Yy — B]2=(—b + Yo? — 4ac)/2a 


teniéndose dos soluciones, según $2. 

La solución anterior era conocida por los maternáticos indios, 
y en forma geométrica por los griegos (cfr. Capítulo 11I, $2). Las 
fórmulas análogas para resolver las ecuaciones de tercero y cuarto 
grado fueron descubiertas por dos matemáticos italianos del Rena- 
cimiento, Tartaglia (1530) y Ferrari (1545). Hasta el siglo xIx no 
fué demostrado por Abel y Galois la imposibilidad de resolver «por 


radicales» las ecuaciones de grado superior a cuatro (ver el Capítu- 
lo XV). 


Teorema 8. La ecuación cúbica general es resoluble por radi- 
cales, 


Demostración. Sea la ccuación ax*+bx?*+cx4+d=0; podemos 
dividir por a y reemplazar x por y=x+b/34 (lo último es un tanteo 
previo para «completar el cubo»). La ecuación original se reduce 
entonces a la que sigue, en la cual falta el término con el cuadrado : 
(17) y +py+q=0 

(p=cja — b*j¡3a?, q =dfa — bef3a? + 2b*/27a?). 
Sus raíces difieren de las de la ecuación original en b/3a. 


Efectuemos ahora la sustitución de Vieta, y=z —p/3z. Redu- 
ciendo resulta : 


(18) 2 —p 22 4+q=0. 


Multiplicando tcdo por 2? resultará una ecuación de segundo 
grado en 2*, que resuelta por (16) nos dará : 


(19) 2 =—q(2+ Y q + p'/27 (dos valores). 
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Esto da scis soluciones para z, en forma de raíces cúbicas. Sus- 
tituidas en la fórmula y=2— p/3z quedan tres pares de soluciones 
para y, siendo iguales las dos soluciones de cada par. Así quedan 
tres valores para 1=y-— b/3a. 


Teorema 9. La ecuación .cuártica general es resoluble por radk 
cales. 


Demostración. Sea la ecuación completa axt+bx*+cxr?*+dx+e 
=0. Una vez más, dividiendo todo por a y reermplazando z por 
2z=x4+b/4a obtenemos la ecuación 


(20) 2+p2+q2+r=0, 


cuyas raices difieren de las de la ecuación dada en bf4a. Pero, para 
cualquier 1, (20) es equivalente a 


(91) 2420400 4d — 2 — 144 p274+q2+r=0, o bien 


(40/27 — [(u— pe? — q2+ (14 — 1)] =0. 


El primer término es un cuadrado perfecto P?, con P=2?*4+u/2. El 
término entre corchetes será un cuadrado perfecto Q*? si u es tal, 
que (igualando el discriminante a cero) 


(92) q =4(u — p) (ui —r) ; 


esto da una ecuación cúbica a la que debe satisfacer u. Resolviendo 
esta ecuación cúbica según el Teorema 8 (¡y debe admitirse que 
el método es premioso!), y sustituyendo el valor adecuado de «, 
la ecuación cuártica puede escribirse en la forma P*—Q*= 
=(P4+Q)(P—0Q), o sea: 


(23) (2744/24 L) (2"4+u/2— L)=0, 


donde L es una función lineal de 2 con coeficientes complicados. 
Sus raices son, pues, las de los dos factores entre paréntesis, que 
pueden calcularse mediante (16). 

En resumen, hallando una solución 4 de la cúbica (22), pode- 
mos reducir la ecuación cuártica dada a una «hicuadrada», esto es, 
producto de dos factores cuadráticos. 


5) 
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EJERCICIOS 


Demostrar que para todo par y, p (complejos) existe un z satisfaciendo 
a y=2—.p/3z. ¿Cuántos existen? 

Resolver por radicales: 

a) 2+iz=2, D 24+3i2=1+i, 

c) 2*4+3i2?=10i, d) Y242'+(14+12=3i, 


Expresar una raíz de los Ejerc. 2 a)-2 c), en forma decimal. 
Demostrar, sin utilizar el teorema fundamental del álgebra, que todo po- 
linomio real de grado n < 6 tiene una raíz en el campo complejo. 

a) Demostrar que la ecuación cúbica (17) con coeficientes complejos pue- 
de reducirse con la sustitución lineal y=az a una de las dos formas 
242z2=c, 2*=cC, 

b) Demostrar el teorema correspondiente para las ecuaciones cúblieas 
reales (con a real en la sustitución). 


CAPITULO VI 


Teoría de grupos 


1. Simetrías del cuadrado 


La noción de simetría es farniliar a toda persona culta : las 
simetrías de una figura expresan las posibilidades de hacerla coin- 
cidir consigo mismo moviéndola sin deformarla. Pero pocos cono- 
cen que existo un álgebra consecuencia de la simetría. Esta úlgebra 
es la que vamos a considerar ahora, en el caso eoncreto de las sime- 
trías del cuadrado. 

Imaginemos un cuadrado de cartulina, colocado sobre un plano 
en el que haya unos ejes cartesianos fijos, de modo que el centro 
dol cuadrado caiga en el origen de coordenadas y uno de sus lados 
sea horizontal (paralelo al eje de abcisas). Claro es que el cuadrado 
tieno simetría rotacional : puede llevarse a coincidir consigo mismo 
por tnedio de los siguientes movimientos : 


R : Rotación de 90”, en el sentido de las agujas de un 
reloj, alrededor de su centro. 
R', R": Rotaciones análogas de 180* y 270”. 


El cuadrado tiene también simetria áxica : esto quiere decir que 
coincide consigo mismo al reflejarse, en su plano, de los modos 
siguientes : 


H : Reflexión en el eje horizontal que pasa por O. 

V : Reflexión en el eje vertical que pasa por O. 

D: Reflexión en la diagonal de los cuadrantes J-TTT. 
D': Reflexión en la diagonal de los cuadrantes TI-IV. 


Con esto, nuestra lista de simetrías alcanza a siete. 
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El álgebra de las simetrías tiene su origen en el hecho de que 
podemos multiplicar dos de estos movimientos, ejecutándolos suce- 
sivamente. Así, el producto HR se obtiene por una reflexión previa 
en el eje horizontal, seguida de una rotación de 90* en el sentido 
de las agujas del reloj. Efectuando estos movimientos con la cartu- 
lina cuadrada se comprueba qne su efecto total es el mismo que el 
de D', reflexión en la diagonal que une el vértice superior de la 
izquierda con el inferior de la de- 
recha. La igualdad HE=D' pue- 
de probarse de otro modo, viendo 
que ambos miernbros producen el 
mismo efecto sobre cada vértice 
del cuadrado. Así, en la fig. 1. 
HI? leva primero 1 a 4, por /I, 
y luego 4 a 2, por 1; así que, en 
resumen, llev2 1 a 3, lo mismo 
que D'. De modo análogo, RI se 
define como el resultado de una 
rotación de 90” seguida de una re- 
flexión en el eje horizontal. (No- Figura 1 
ta: El plano de la figura 1, que 
contiene a los ejes de reflexión, se considera inmóvil ; los ejes no 
giran con el cuadrado.) 

Una confrontación muestra que RI=DH4HR, de lo que dedu- 
cimos quo nuestra «multiplicación» no es conmutativa en general. 
Sin embargo, es asociativa, corno veremos en $2. 

El lector puede encontrar instructivo el calcular otros productos 
de simetrías del cuadrado (una lista completa se dará en el cuadro 
del $4). Si lo hace así, descubrirá una excepción aparente a la regla 
según la cual, la sucesiva aplicación de dos simetrías cualesquiera 
es otra simetría. Si, por ejemplo, multiplica R por R” verá que su 
producto es un movimiento que deja fijos todos los puntos; se lo 
llama «identidad» y se designa por 1. De seguro que no se le con- 
siderará como una simetría por los no matemáticos ; sin embargo, 
nosotros la consideraremos como una simetría (degenerada), signi- 
ficando así la posibilidad de imultiplicar ] con todas las simetrías 
ordinarias. 

Si adoptamos este convenio, concluiremos que el «grupo» de 
simetrias del cuadrado tiene exactamente ocho elementos. 
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- No sólo el cuadrado, sino cualquier poligono o poliedro regular 
(p. e., el cubo o el icosaedro regular) tienen grupos de simetrías 
que pueden hallarse siguiendo el método elemental que hemos ini- 
ciado antes. 

También en muchas ornamentaciones aparecen simetrías inte- 
resantes. Consideremos el modelo sencillo indefinido . 


(.—_—_aoeo— Q———— 


en el cual las flechas están espaciadas uniformemente de centí- 
metro en centímetro a lo largo de una recta. Las tres simetrías 
elementales que aparecen son : T, traslación a la derecha en 1 em.; 
T”, traslación a la izquierda en 1 cm., y H, reflexión en el eje hori- 
zontal. Todas las otras pueden obtenerse por multiplicación de las 
tres señaladas. 


EJERCICIOS 


1. Calcular HV, 11D', D'H, R'D', D'R', R'R* 
2. Describir T!HIl y HT en el modelo ornamental considerado al final de! 
párrafo anterior. 
3. Enumerar las simetrías de un triángulo equilátero y calcular cinco pro- 
ductos. 
4. Enumerar las simetrías de un rectángulo general y caleular todos sus 
productos, 
*5. ¿Cuántas simetrias posce el tetracdro regular? ¿Y el octaedro regular? 
Dibujar las figuras. 
*6. Demostrar que todas las simetrías del modelo ornamental del texto pue- 
den obtenerse por multiplicaciones repetidas de H, T y T”. 


2. Grupos de transformaciones (*) 


Los principios que han presidido la precedente discusión, sobre 
el grupo do simetrías del cuadrado, pueden formularse con mavor 
generalidad. 

Puede reemplazarse el cuadrado por un conjunto S de elemen- 
tos cualesquiera, y en vez de «simetriaso se pueden considerar 
«transformaciones» $ de naturaleza muy general. Por ejemplo, 
S puede componerse de los números enteros positivos y $ puede 
ser la transformación que transporta cada número » sobre el que 
le sigue, n+1. 


(*) Véase, además, Cup. XVI, y 2. 
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Por transformación uniforme e de S en sí mismo se entiende 
una regla que asigna a cada elemento peS un solo elemento ima- 
gen o transformado, el cual es, asimismo, un elemento de $, que 
se denota por pp ú p(p). Por brevedad, para referirnos 4 una trans- 
formación uniforme de S en sí mismo, diremos una «transfor- 
mación en S»: éstas generalizan la noción de «movimiento rígi- 
do» del cuadrado, considerada en el $1. Sin pérdida de generalidad 
podemos imaginarnos siempre al conjunto S como un «espacio» 
(p. ej., plano o esfera), y llamar «puntos» a los elementos de S. 

El producto 9” de dos transformaciones p y y en $ puede de- 
finirse como el resultado de ejecntarlas sucesivamente ; primero € 
y después e”. 


(1) p(09)= (poe para todo p, 


la cual define el efecto del producto ¿9 sobre cualquier elemento 7 
do $. > 
La multiplicación de transformaciones verifica la 


Ley asociativa: p(g'p") =(9g)e” — para todo p, O, O. 


Esto es fácil de ver intuitivamente, pues lo mismo p(9'9") que 
($9')” suponen la ejecución primero de e, luego de $' y después 
le 9”, en este orden. Para probarlo formalmente hay que comen- 
zar por definir la igualdad entre transformaciones : esto se hace 
diciendo que dos transformaciones son iguales cuando producen el 
misino efecto sobre cada punto de S. Simbólicamente, 


significa que pY=PY para todo p. 
Con arreglo a tal definición, puede probarse que, para todo 7. 


pLo(99] = (ptr) =[MA 17 =[pe]o- ple]. 
plop v9 ed (009 

pues cada paso supone la aplicación de la definición (1) de multi- 
plicación al producto indicado debajo de cada igualdad. Esto prue- 
ba que (99) =(990”. 

La transformación idéntica 1 en el espacio S puede definirse 
como la transformación que deja fijos a todos los puntos. Esto pue- 
de establecerse algebraicamente por la identidad 


(2) pl=p para todo p. 
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De las definiciones (1) y (2) sigue directamente la 
Ley de identidad: lp=p1=9 para todo q. 


Para ver esto, basta notar que p(19)=(pId =pp para todo p, y aná- 
logamente que p(é1)=(po)l= pe. 

Las simetrías del cuadrado no son solamente uniformes, sino 
que son biunivocas (*). Esto quiere decir que cada punto q de S 
es el transformado de otro p, y sólo de éste. De aquí que la opera- 
ción inversa f"*, que hace corresponder a q el elemento p del cual 
procedía, es también una transformación uniforme en S, si p es 
biunívoca. En otras palabras, la inversa de una transformación bi- 
unívoca € es la transformación f$”* definida como sigue : 


(3) q9 =p, si pp=q. y sólo en este caso. 


Esta condición puede formularse mediante un producto : la susti- 
tución de la segunda ecuación en la primera, y viceversa, da 


p=99*=(ppe" =pl0p), q=pp=(q9 Me =qlp*p). 


Esto nos enseña que cada producto pp”? y $79 es igual a la trans- 
formación idéntica 1; de aquí que para cualquier  biunívoca ten- 
dremos : 


Ley de inversa: $ '=9 p=1. 


Reciprocamente, supongamos que una transformación y en $ 
es unz «inversa» de una dada $ en el sentido «formal» de esta ley, 
así que oy =Y9=J. Estas ecuaciones nos dicen que, para cuales- 
quiera p y 9, 


La segunda igualdad afirma que cada punto q es el transformado 
rp de algún punto r=qY. La primera dice que si q es el transfor- 
mado q=pfp de algún punto p, entonces qY=p; así que q es el 
transformado de un único punto r=qY. Esto significa que $ es bi- 
unívoca. En otras palabras : hemos visto que pg=q si, y sólo si, 
p=qv. Esto es afirmar que Y satisface a la definición (3) de inversa 


(*) Esto no es casun]. Todas las transformaciones de la teoría de grupos son bl- 
univocas. Sin embargo, las transformaciones sín inversa desempeñarán un importante 
papel cuando estudiemos las matrices (Cap. VIII). 
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de $. En resumen, cualquier transformación f con una y tal que 
$v=Yp=I, es biunívoca, y se tiene 9”*=yY. Por lo tanto, resulta : 


TEOREMA 1. Para que una transformación sea biunivoca es ne- 
cesario y suficiente que tenga una inversa formal; esta inversa for- 
mal será una inversa en el sentido de la definición (3). 


En estas condiciones se dice que $ es una transformación so- 
bre S (cfr. Cap. XVI, $2. Estamos ahora en condiciones de defi- 
nir el concepto de «grupo» de transformaciones. Por grupo de trans- 
formaciones en un espacio S se entiende un conjunto de transfor- 
maciones biunívocas en S y tales, que entre ellas está la identidad, 
si está una transformación está su inversa, y si están dos transfor- 
maciones está el producto de ambas. 


TEOREMA 2. 11 conjunto de todas las transformaciones biuni- 
pocas sobre ui espacio cualquiera, es un grupo. 


Deberemos probar que la identidad / es biunivoca, que la in- 
versa de una transformación biunívoca es biunívoca y que el pro- 
ducto de dos transformaciones biunívocas es otra biunivoca. Pero 
la ley de identidad da 17=1, así que F es su propia inversa (formal) 
y es biunivoca por el Teorema 1. Además, si p es biunivoca, la ley 
pp? =p91p=1I significa que y”? tiene $ como inversa formal; luego 
y”? es biunívoca, y 
(4) (9) =9. 


Finalmente, el producto de dos transformaciones biunivocas cuales- 
quiera $ y Y tiene una inversa, pues, por hipótesis, 


(E) => 09 =p 19 "=p *=1, 
(red) =Y (9 9 =Y y =Y y=1, 
así, ¿Y es biunívoca y tiene una inversa, 
(5) (9N)*=yp". 


El enunciado es : la inversa de un producto es el producto de las 
inversas, tomadas en orden contrario. 


EJERCICIOS 


1. Calcular VD, (VD)R”, DR”, VIDR”) en el grupo del cuadrado. 
2. Calcular, análogamente, HR, R(HR), R'H, (R'HDR. 
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3. Sea S el conjunto de todos los números reales (o de los puntos x de una 
recta); las transformaciones que vamos a considerar tienen la forma 
=ax+b. En cada uno de los siguientes casos, hallar cuándo e! conjunto 
de todas las P posibles, con coeficientes a y b del tipo indicado. consti- 
tuye un grupo de transformaciones: 
a) a y b números racionales. 
b) a=1, b un entero impar. 
c) a=1, b un entero positivo o nulo. 
d) a=1, b un entero par. 
e) a un entero, b=0. 
1) a=40, a y db números reales. 
g) «430, a un entero, b un número real. 
h) a:%0, a un número real, b un entero. 
1) a340, a un entero, b un número irracional. 
3) 2:40, e racional, b número real. 


¿En cuáles de estos grupos es conmutativa la «multiplicación»? 

4. Hallar todas las transformaciones sobre un «espacio» S de, exactamente, 
tres «puntos», ¿Cuántas hay? ¿Cuántas de ellas son blunivocas? 

5. Demostrar que la correspondencia n ->n* sobre los enteros positivos no 
tiene inversa. 

6. Calcular (RUVR)I-"[(R-1D)R] para el grupo del cuadrado. 

7. Resolver la ecuación RXR'=D para el grupo del cuadrado. 

8. Hallar la inversa de cualquier simetría del cuadrado y comprobar la re- 
gla (4) en este caso, 

9. Hallar la inversa de cualquier simetria del rectángulo y comprobar la 
regla (5), 

10. Si á,, .... pn son biunívocas, demostrar que también lo es p,p, -.. ga. COn 


AA al TN TAE Ti 


3. Ejemplos 


En el estudio de la Geometría, constantemente surgen grupos 
de transformaciones sobre «espacios» variados. Muchos de estos gru- 
pos consisten, sencillamente, en las simetrías de tales espacios res- 
pecto a propiedades convenientemente elegidas. 

Un ejemplo inmediato lo proporciona la consideración de las 
simetrías del cubo. Gcométricamente hablando, éstas son las trans- 
formaciones biunivocas que conservan las distancias sobre el cubo. 
Reciben el nombre de «isometrías» y son 18 en total. Para ver esto, 
observemos que cualquier vértice inicial puede llevarse a coincidir 
con uno cualquiera de los ocho vértices. Después de fijar este pri- 
mer vértice, los tres adyacentes pueden permutarse de seis todos, 
O sea que tenemos 6 x8=48 posibilidades. Cuando un vértice y los 
tres adyacentes ocupan posiciones conocidas, cada punto del cubo 
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está en una posición fijada, así que la simetría está enteramente 
determinada. De aquí que el cubo tiene exactamente 48 simetrías. 
Muchas de ellas tienen propiedades geométricas especiales, tales 
como transportar cada punto sobre su diametralmente opuesto. 

Un grupo conocido que contiene una infinidad de transforma- 
ciones es el llamado grupo euclídeo, formado por las «isometrías» 
del plano, o sea, en el lenguaje de la Geometría elemental, por las 
transformaciones que hacen al plano congruente consigo mismo. 
Está constituído por productos de traslaciones. rotaciones y refle- 
xiones (simetrías áxicas); lo estudiare- 
mos con mayor detalle en el capítulo TX. 

Otro grupo es el de las transforma- 
ciones de semejanza del espacio, que son 
aquellas transformaciones biunívocas que 
multiplican todas las distancias por un 
factor constante Je > 0 (factor de propor- 
cionalidad). También constituyen grupo 
los movimientos de rotación de una su- 
perficie esférica sobre sí misma. Asimis- Figura 2 
mo, las isometrías del plano que dejan 
invariante un reticulado de hexágonos regulares forinan otro gru- 
po (fig. 2). Para terminar: una cinta de goma, manteniendo sus 
extremos en dos puntos fijos P y Q, puede deformarse de muchos 
modos a lo largo del segmento PQ ; todas estas transformaciones 
forman un grupo, llamado grupo de los «homeomorfismos» del seg- 
mento PQ. 

En términos generales, aquellas transformaciones biunivocas de 
un conjunto de elementos, que conservan algunas propiedades de 
estos elementos, forman un grupo. Félix Klein, en su célebre Pro- 
grama de Erlangen (1872), ha explicado brillantemente cómo las 
diferentes ramas de la Geometría consisten en el estudio de las 
propiedades de espacios convenientes, que se conservan en grupos 
de transformaciones apropiados. Volvemos sobre este tema en el 
Capítulo IX («Grupos lineales» y $19). 


EJERCICIOS 
1. Describir todas las simetrías de una rueda con seis radios igualmente 
espaciados. 
2. Describir las seis simetrías de un cubo cen uno de sus vértices fijo. 
(Sugerencia: ¿Qué puede ocurrir con los otros tres vértices. adyacentes?! 
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3. Sean S, T las reflexiones de un cubo en planos paralelos a caras distintas, 
Describir geométricamente ST. 

4. Describir algunas isometrías del plano que lleven sobre sí mismo el reti- 
culado hexagonal de la figura 2. 

5. Hacer lo mismo para un reticulado de cuadrados. ¿Pueden enumerarse 
todas estas transformaciones (esto es difícil)? 

6. Lo mismo para una red de triángulos cquiláteros, y relacionar esto con 
el grupo del Ejerc. 1. 

7. Hacer lo mismo para un cilindro infinito, para un cilindro limitado, para 
una hélice que se arrolla al cilindro formando ángulo constante con el eje 
del mismo. 

* 8. Demostrar que las transformaciones x > x'=(ar+b1(cx+d) con ad — be 
==] y con coeficientes de cualquier campo F, constituyen un grupo so- 
bre F. 


4. Grupos abstractos 


No son los grupos de transformaciones los únicos sistemas que 
poseen una multiplicación que satisface a las leyes asociativa, idén- 
tica y de inversa del $2. Por ejemplo, los números distintos de cero 
de un campo (por ej., el racional, el real o el complejo) las satisfa- 
cen. El producto de dos números distintos de cero es un número 
diferente de cero (Cap. 11, $1); la ley asociativa es válida ; la uni- 
dad 1 del cuerpo satisface a la ley de identidad, y 1/1=x"* propor- 
ciona el elemento inverso de z. 

Análogamente, los elementos de cualquier dominio de integri- 
dad. (esta vez incluyendo al cero) satisfacen a dichas leyes cuando 
se combinan por adición. Asf, dos elementos tienen una suma de- 
terminada, la adición es asociativa, el cero satisface a la ley de 
identidad y —z a la ley de inversa, relativa a la adición. 

Es conveniente introducir el concepto de grupo abstracto para 
incluir en él estos casos y otros análogos. 


DrrixicióN. Un grupo abstracto G es un sistema de elementos 
cerrado para una operación binaria uniforme y asociativa; además, 
:on relación a esta operación, G contiene un elemento (llamado 
dentidad o unidad) que satisface a la ley idéntica, y para cada ele- 
nento en G se encuentra otro (llamado su interso) satisfaciendo 
1 la ley de inversa. 


Al tratar de grupos abstractos denotaremos sus elementos por 
ninúsculas latinas, a, b, c, ... La notación de producto «ab» será 
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npleada ordinariamente para indicar el resultado de aplicar la 
eración propia del grupo a dos de sus elementos a y b; sin em- 
irgo, otras notaciones, tales como «44+b» y «aob», son igual- 
ente válidas. Con la notación del producto, y poniendo «e» para 
elemento idéntico o unidad, las tres leyes que definen a los gru- 
3s abstractos se expresan así. 


ey asociatita: a(bc)=(ab)c, para todo a, b, c. 


ey idéntica : ae=e4a=a4, para todo a. 
ey de inversa: aa =ata=e. para cada a y algún a”. 


Si la operación del grupo satisface a la ley conmutativa, el 
upo se llama conmutativo o grupo abeliano. Usando este con- 
:pto, podemos dar la definición de campo en forma más elegante : 


DEFINICIÓN. Un campo es un sistema de elementos, cerrado 
ira dos operaciones binarias, adición y multiplicación, tales que, 
' respecto a la adición, F' es un grupo conmutatito con el cero 
mo elemento idéntico; 2) respecto a la multiplicación, los ele- 
entos de T' (sin el cero) forman otro grupo conmutativo; 3) la 
ultiplicación es distributiva con la adición. 


listos pestulados incluyen todos los establecidos antes para ca- 
cterizar un campo, excepto las leyes asociativa y conmutativa 
ira productos con un factor cero; éstas pueden ser comprobadas, 
ro omitimos el detalle. 

Algunos de los resultados de las primeras secciones de los Capí- 
llos 1-1T resultan ahora como corolarios del siguiente teorema so- 
'e grupos abstractos : 


TrorEMaA 3. ln todo grupo, las ecuaciones xa=b y ay=b tie- 
n las respectivas soluciones únicas x=ba"* e y=a"'b. De aqui 
te ca=da implique c=d, y lo mismo suceda con ac=ad (ley de 
mplificación). 


Demostración. Evidentemente, (ba"*)a =b(a"ta)=be=b, y aná- 
gamente a(a”*b)=b. Recíprocamente, za=b implica r=xe=xa0" 
ba”*, y del mismo modo, ay=b implica y=a"*b, como queríamos 
mostrar. 
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Puesto que en cualquier grupo G, las ecuaciones ex=e€, ay=€ 
tienen, por el Teorema 3, las soluciones únicas I==e, y=4"*, re- 
sulta : 


Coronanio. Un grupo abstracto tiene solamente un elemento 
unidad ; y sólo un inverso a”* para cada elemento a. 


TEoREMA 4. En la precedente definición de grupo, las leyes de 
identidad e inversa pueden reemplazarse por las leyes más débiles : 


Unidad a la izquierda: Para algún e, ea=a para todo a. 
Inverso a la izquierda: Dado a, a"'a=e para algún a” 


Demostración. Si se cumplen estas leyes más débiles, la sim- 
plificación a la izquierda es posible, esto es, ca=cb implica a=b. 
Para verlo, basta premultiplicar los dos miembros de ca=cb por c”* 
y aplicar la ley asociativa, obteniendo (c”*cJa=(c"*c)b, lo cual da 
en=eb, y de aquí a=b. Ta unidad a la izquierda es también la 
unidad a la derecha, ya que 


atae=ee=e=a "a, 


de la que, por simplificación a la izquierda, ae=a para todo a. 
Finalmente, los inversos por la izquierda son también inversos por 
la derecha, pues 


aaa) =(atajat=ea*=at=a te, 


ya que la unidad por la izquierda es unidad por la derecha. La sim- 
plificación por la izquierda da aai=e. Esto completa la demos- 
tración. 

Hay muchos otros sistemas de postulados para caracterizar a los 
grupos. Uno muy útil puede establecerse, mediante la posibilidad 
de la división, así : 


TreoreMaA 5. Si G es un sistema no vacio con una multiplica- 
ción asociativa, respecto a la cual todas las ecuaciones xa=b y 
ay=b tienen soluciones x e y en G, entonces G es un grupo. 


Dejamos la demostración como ejercicio para el lector (Ejerci- 
cio 192). 

Utilizando sistemáticamente las leyes a que obedece la multi- 
plicación en un grupo G, podemos construir una tabla de imultipli- 
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car para conocer el producto de dos elermentos de (:, con tal que 
el número de elementos de G sea finito. Es un cuadro de doble 
entrada encabezado por los elementos del grupo, que también for- 
man la primera columna. El elemento que pertenece a la fila y 
columna que respectivamente comienzan con a y b, es el pro- 
ducto ab (en este orden). 

En la fig. 3 aparece la tabla de multiplicar para el grupo de las 
simetrías del cuadrado. El cálculo se hace repitiendo los que hici- 
mos en $1 para .demostrar que HR=D'" y que RH=D. 


Figura 3 


Muchas de las propiedades del grupo pueden verse directamente 
fijándose en su tabla de multiplicar. Así, la existencia de unidad 
indica que hay alguna fila y alguna columna que son repetición de 
las que respectivamente encabezan el cuadro. La posibilidad de re- 
solver la ecuación ay=b indica que en la fila a debe aparecer el 
elemento b ; como la solución es única, b ha de estar una sola vez 
en esta fila. Para que el grupo sea conmutativo es necesario y sufi- 
ciente que sea simétrico con relación a la diagonal principal. En 
cuanto a la propiedad asociativa, desgraciadamente no puede verse 
con facilidad en la tabla. 
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10, 


*11, 


*12, 


*13. 
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EJERCICIOS 


Sean a, b, c, elementos fijos de un grupo. Demostrar que la ecuación 
xarba=xbc tiene una solución y sólo una. 

En un grupo con 2n elementos, demostrar que existe un elemento distinto 
de la identidad el cual es su,propio inverso. 

¿Forman grupo los números reales positivos con la adición? ¿Y con la 
multiplicación? ¿Lo forman los enteros pares con la adición? ¿Y los im- 
pares? ¿Por qué? 

En el campo J,, de enteros módulo 11, ¿cuáles de los siguientes conjuntos 
son grupos para Ja multiplicación? 

a) (1, 3, 4, 5, 9); b) (1, 3, 5, 7, 8); c) (1, 8); d) (1, 10); e) (1, 10, 3). 
Demostrar que un grupo con 4 o menos elementos es forzosamente abe- 
liano. (Sugerencia: ba es uno de los e, b, a, ab, excepto casos triviales.) 
Demostrar que si rx=x en un grupo, será x=e. 

¿Cuáles de las siguientes tablas de multiplicación definen grupos? 


Escribir la tabla de multiplicación para el grupo de las simetrías del 
triángulo equilátero. 

¿Cuáles de los siguientes conjuntos de números son grupos? a) Todos los 
números racionales, para lu adición; para la multiplicación; b) Todos 
los números irracionales para la multiplicación; c) Todos los números 
complejos de valor absoluto 1, para la multiplicación; d) Todos los nú- 
meros complejos z con |2|=1, para la operación 7-7=|2]-7'; e) Todos 
los enteros, para la sustracción; f) Las «unidades» (Cap. 4, $5) de cual- 
quier dominio de integridad, para la multiplicación. 

Demostrar que los siguientes postulados caracterizan un grupo abelíano: 
D (ab)je=a(cb) para a, b, e cualesquiera; II) El postulado de identidad 
a la izquierda del Teorema 4; 111) El postulado de inverso a la izquierda 
del Teorema 4. 

Demostrar que si x*=e para todos los elementos de un grupo G, enton- 
ces G es conmutativo. 

Demostrar el Teorema 5. (Sugerencia: Si arx=a, x será elemento idéntico 
a la derecha, y cualquier identidad a la derecha será igualmente identi- 
dad a la izquierda.) 

Sea S un conjunto con una multiplicación tal, que ab=ba, albe)=(ab)c 
y ar=ay Implica z=y: a) Si S es finito, demostrar que S es un grupo; 
b) Sí S es finito o infinito, demostrar que S puede sumergirse en un grupo 
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*14. Demostrar que para la correspondencia n >n-w1 sobre la clase de lo; 
enteros positivos. hay inversos a la derecha. pero no inversos a la 
izquierda. 

*15, Demostrar que cualquier inverso a la izquierda de una transformación 
de un conjunto finito sobre si mismo. es también inverso a la derecha. 


5. Isomorfismo 


Consideremos la transformación x>log + sobre el dominio de 
los números reales. Es bien sabido que cuando + crece en el in- 
tervalo 0O<< 40%, log xv crece continuamente en el intervalo 
—0<y<+;o0 sea, que la correspondencia es biunivoca entre 
el sistema de los números reales positivos y el sistema de todos 
los números reales (la transformación inversa es y >”). Además, 
log (zy)=log 2+log y, para valores cualesquiera de x e y; pode- 
mos reemplazar el cálculo de productos por el cálculo de las corres- 
pondientes sumas. ¡Ésta es, precisamente, la razón práctica del 
empleo de los logaritmos ! 

Sea J, el cuerpo de los enteros módulo 3 (Cap. 1, $10), y sea G 
el grupo de las rotaciones de un triángulo equilátero sobre sí mis- 
mo, Si 1, R, R' son las rotaciones de 0%, 120”, 240*, respectiva- 
mente, la correspondencia 0 1,1eR, 26H", que asocia los en- 
teros con las rotaciones, transporta las sumas de J, sobre los pro- 
ductos de las rotaciones correspondientes. Por ejemplo : 


1+2=0 (mód. 3), RE= 
24+2=1 (mód. 3), RNE=R (240 +210* > 1207), 


Lo anterior da ejemplos del concepto general de «isormorfismo», 
mencionado en el Cap. 1, $12. Este concepto es más simple y a la 
vez más importante para los grupos que para los dominios de inte- 
gridad. 


Derixicióx, Entenderemos por isomorfismo entre dos grupos 
G y G', una correspondencia biuniroca a > 2' entre sus elementos, 
que conserva la multiplicación del grupo; esta es, tal que ae 
y bob" implica que ab a". 


Asi, en el primer ejemplo, hemos descrito un isomorfisumo entre 
el grupo de los números reales positivos con la imultiplicación, y el 
de todos los números reales con la adición. En el segundo hemos 
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señalado el isomorfismo del grupo aditivo de los enteros nódulo 3 
con el grupo de las simetrías por rotación del triángulo equilátero. 

De la misma manera, el grupo de los enteros módulo 3 distintos 
de cero, con la multiplicación, es isomorfo con el grupo de enteros 
módulo 4, con la adición, siendo la correspondencia 1450, 291, 
402,303, 

Conviene comprobar este resultado comparando las tablas que 
dan las operaciones del grupo para los enteros módulo 4, con la adi- 
ción, y para los enteros no nulos módulo 5, con la multiplicación. 
Estas tablas son : 


+ 001.2 3 x l2.4 3 
0 CS O 1 12.04. 03 
1 | 13.3. 0 2 2. 4 301 
2.1.2.3. 001 13 1.2 
301. 3.00 1 2 E SU E 

Figura 4 


A su vez, el grupo aditivo de los enteros mód. 4 es isomorfío con 
el grupo de rotaciones del cuadrado. Que la correspondencia Oe, 
lolf,20e1, 301" es un isomorfismo, puede verse comparando 
la fig. 4 eon parte de la fig. 3, 

La noción de isomorfismo es muy importante porque formula 
la idea de que un mismo grupo abstracto puede aparecer en varias 
situaciones concretas de contextura diferente. El hecho de que gru- 
pos isomorfos sean abstractamente uno mistmo (y que difieran sólo 
por la notación de sus elementos) puede verse de muchas maneras. 

Así pues, por definición, dos grupos G y (G? son isomorfos cuan- 
do cualquier tabla de multiplicar para G es tabla para (2, con una 
sustitución apropiada. De aquí deduciremos la validez de lo dicho 
al final del $4, o sea, que la condición necesaria y suficiente para 
que (* sea abeliano es que lo sea (*, esto es, que cualquier imagen 
isomoría de un grupo abeliano finite es un grupo abeliano. 

Además, el isomorfismo viene a ser una especie de igualdad, en 
el aspecto que vamos a exponer : 


'Te0REMA 6. La relación «G es isomorfo con (a es una rela- 
ción entre grupos, reflexica, simétrica y transitica. 


51 ISOMORFISMO 147 


Demostración. La propiedad reflexiva es trivial (cada grupo es 
isomorfo consigo mismo por la transformación idéntica). Para la 
propiedad simétrica, sea a ed? una correspondencia isomoría en- 
tre (Goy (G; como T es biunivoca, tiene una inversa 7%, la cual 
es un isomorfismo que transporta a G sobre (7. Finalmente, si Y 
transporta isomórficamente a (sobre (% y 7 transporta isomórfi- 
camente a ( sobre (5, es claro que 77” será un isomorfismo entre 
Gra 

Conviene observar que el Teorema 6 y su demostración son igual- 
mente válidos para isomorfismos entre dominios de integridad, v 
también para isomorfismos entre sistemas algebraicos de cualquier 
clase que sean. 


Teorema 7. En cualquier isomorfismo entre dos grupos, los 
elementos idénticos se corresponden, y los elementos inversos de 
elementos corsespondientes también son correspondientes. 


Demostración. Tia única solución e de ae=a se corresponde 
con la única solución el de da=4; de aquí la correspondencia de 
los elementos idénticos. Consecuentemente, la única solución «7! 
de la ecuación ar=e en (, se corresponde con la única solución 
ao de de=e en G; esto completa la demostración, 

Vamos finalmente a demostrar un importante resultado de Cay- 
ley, que puede interpretarse como una demostración de que el sis- 
tema de los precedentes postulados sobre la multiplicación de trans- 
formutciones es completo. 


Troresa 8. Podo grupo abstracto Gees isomorfo con wn grupo 
de transformaciones. 


Asociemos a cada elemento 1G la transformación €, : >. 
=., sobre el «espacio» de todos los elementos de G. Como 
es.=0%, implica a=ea—eb=b, elementos distintos de (se corres- 
ponden con distintas transformaciones. Como a la vez 


(6 ap) = (rod, = (rd) — (ad =P, 


vale para todo +, el producto 9,9, es 9. y el conjunto (de todas 
las $, contiene con cada par de transformaciones su producto. Ade- 
más, rpo=re=> para todo e. luego (G” contiene a la identidad. 


Puede verse de modo parecido que (9,7? existe y está en G%, sien- 
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do precisamente P(-). Asi que, en resumen, G' es un grupo de 
transformaciones el cual, por (6), es isomorfo con G. 


4, 


Pe 


6. 


EJERCICIOS 


¿Son isormnorfos dos cualesquiera de los siguientes grupos: a) el grupo de 
Jas simetrías de un triángulo equilátero; b) el grupo de las simetrias 
de un cuadrado; c) el grupo de las rotaciones de un hexágono regular; 
d) el grupo aditivo de enteros, mód. 6? 

Resolver las mismas cuestiones para: a) Grupo de las rotaciones de un 

cuadrado; b) Grupo de las simetrías de un rectángulo; c) Grupo de las 

simetrías de un rombo; d) Grupo multiplicativo de 1, 5, 8, 12, mód. 13; 

e) Grupo multiplicativo de 1, 5, 7, 11, mód. 12. 

a) Demostrar que el grupo aditivo de los enteros de Gauss, m+ny—I 
(m, neJ) es isomorfo con el grupo multiplicativo de las fraccione3 
racionales de la forma 2-3" (m, un e J), 

b) Demostrar que ambos son isomorfos con el grupo de todas las tras- 
laclones de un retículo rectangular indefinido, 

¿Son isomorfos el grupo multiplicativo de los números reales no nulas 

y el aditivo de todos los números reales? 

Determinar todos los isomorfismos entre el grupo aditivo de J, y el grupo 

de rotaciones del cuadrado. 

a) Mostrar un isomorfismo entre el grupo del cuadrado y un grupo de 
transformación sobre los cuatro vértices, 1, 2, 3, 4, del cuadrado. 

b) Mostrar explícitamente en este isomorfismo la correspondencia de lo; 
inversos, según el Teorema 7. 

Hacer lo mismo para el grupo de todas las rotaciones de un hexágono. 

Ilustrar el Teorema 8 mostrando un grupo de transformaciones isomorfu 

con cada uno de los grupos siguientes: 

a) el grupo aditivo de todos los números reales; 

b) el grupo multiplicativo de todos los números reales no nulos; 

c) el grupo aditivo de los enteros. mód. 4. 


Grupos cíclicos 


En todo grupo, las potencias enteras a" de cualquier elemento a 
| 


perteneciente al grupo, pueden definirse separadamente para ext Y. 
nentes positivos, cero y negativos. 


(1) 


Si mo>o0, definimos : 


m 


a”=a-a...a (m factores), a=e, ae=(a to”, 


Las dos principales leves del cálculo con exponentes son válidas : 


(8) 


amar” (y =a*. 


Pero, en cambio, generalmente es (abr Lab". 
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Si los dos exponentes r y s son positivos, la primera fórmula (8) 
se deduce directamente de la definición (7) (cfr. Cap. 1, $5). En 
otro caso, cuando uno de los exponentes r o s sea cero, las (8) son 
inmediatas; cuando r y s son ambos negativos, el resultado (8) sale 
directamente de la última parte de la definición (7). Queda el caso 
en que un exponente es negativo v el otro positivo, O sea, T=—M 
y s=n, con m>0 y n>0. Entonces, 


arar=(a)"ar=(a7?...a)-(a...0),. 


Por la ley asociativa podemos reducir sucesivamente las a con sus 
inversas a”, En el caso n > m quedará a”-”, mientras que sin <m 
quedarán algunos factores a la izquierda, (a“*)*-* o ac", En am- 
bos casos obtenemos arat=art cm, q. d. 

La segunda parte de (8) puede establecerse con mayor senci- 
llez. Si s es positivo, tendremos, por la E parte de (8), 


* atar... .a? (s factores) =a'*""**=a", 


Si s es negativo, podemos obtener un desarrollo similar sin más que 
observar que (a7)*=a"", sea r positivo, cero o negativo. Si s es cero, 
el resultado es inmediato. 


DerixicióN. Se llama orden de un elemento a en un grupo G 
al menor entero positivo m (*) tal. que a”=e ; si ninguna potencia 
de a es igual a la identidad, diremos que a liene orden infinito. 
El grupo G es cíclico si contiene un elemento x tal, que todo otro 
elemento del grupo es una potencia de él; este elemento se llama 
generador del grupo. 


Por ejemplo, el grupo de todas las rotaciones de un cuadrado 
sobre sí mismo está constituído por las cuatro potencias R, R?, R* 
y R*=1, siendo R la rotación de 90* en sentido de las agujas de un 
reloj. Este grupo puede jgualmente ser engendrado por R*, que es 
una rotación de 90” en sentido contrario al de las agujas de un reloj, 
pues RF=(R*”, R=(RY e I=(RY", que con R* constituyen el 
grupo. 


TEOREMA 9. Si un elemento a engendra el grupo cíclico G, éste 
queda determinado por el orden de a, salto isomorfismos. Preci- 


(*) Su existencia está asegurada por el principio de buena ordenación. 


150 TEORÍA DE GRUPOS [Cap. VI 


sando más ; si el orden de a es infinito, G) es isomorfo con el grupo 
aditivo de los enteros; si el orden de a es un entero finito n, G es 
isomorfo econ el grupo de los enteros módulo n. 


Demostración. Primeramente, a'=04* si, y sólo si, se verifica 
que 
(9) e=a (ay = art ao por (5 


Además, sirz3es,oesr>soes>r; luego, si el orden de « es imfi- 
nito, no podrá ser a*=e, para ningún par de tales valores r, $ ; así 
que no habrá dos potencias de a iguales con exponentes distintos. 
Por otra parte, según (8) atat=a"*; por consiguiente, la correspon- 
dencia 4*>s es un isomorfismo entre ( y el grupo aditivo de los 
enteros, lo que prueba la primera parte de nuestro teorema. 

Si el orden de a es finito, el conjunto de los enteros l que hacen 
a'=e contiene al cero y, por (8), contiene a la suma y diferencia 
de dos cualesquiera de sus componentes. De aquí que por el 'Peore- 
ma 6 del capítulo TI, a*=e si, y sólo si, 1 es múltiplo del orden » 
de a, y asi, por (9), a"=a* si nm] (r—s) y sólo en este caso; de otro 
modo, a*=a* equivale a 7=s (mód. 1). Vinalmente, por (8), «"a* 
=(1**; por consecuencia, con la correspondencia a* >, G resulta 
isomorfo con el grupo aditivo de los enteros módulo », como que- 
ríamos demostrar. 


Cororarto. 131 número de elementos de un grupo cíclico (3 es 
igual al orden de un elemento generador de G>; dos grupos cielicos 
del mismo orden son isomorfos. 


EJERCICIOS 


1. Utilizando las definiciones a'=a, a» 1=awa, demostrar las leyes (8). para 
exponentes positivos, por inducción. 

2. Demostrar que si (ab)==ab5 para todo n, entonces G es conmutativo. 
y viceversa. 

3. ¿Cuántos generadores diferentes tiene un grupo cíclico de orden 6? 

*4, Demostrar que cualquier grupo conmutativo de orden 6 es cíclico. 

5. ¿Es cíclico el grupo multiplicativo de 1, 2. .... 6. mód. 7? ¿Y el de 1, 3, 
5, 7, mód. 8? ¿Y el de 1, 2, 4. 5. 7, 8. mód. 9? 

6. Si un grupo cíclico G está engendrado por el elemento a de orden m. 
demostrar que ax engendra a G si. y sólo si. es m.c.d. (k, nd=1. 

7. Con las hipótesis del Ejerc. 6, hallar el orden de cualquier elemento us 
de G, 

8. Hallar el orden de cualquier elemento del grupo del cuadrado. 
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9. a) Expresar todas las simetrías del cuadrado. como I, R, R*, R*, H, HR, 
HR?, HR?. (Esto significa que todo el grupo está «engendrado» pos 

Ry H) 
b) Demostrar que toda la tabla del grupo puede obtenerse a partir de las 
tres «relaciones características» R'=1, H”=1, RH =HR'. Dar ejemplos. 

10. Demostrar cuántas erelaciones características» análogas a las del Ejerci- 
cio 9 pueden obtenerse para el grupo de simetrías de cualquier polígono 
regular. (Éste es el llamado «grupo del diedro».) 

*11. Obtener los generadores y las relaciones caracteristicas del grupo de si- 
metrías de los tres modelos >_— >>> AHH AZ AMAN 
imaginando que se extienden indefinidamente en ambos sentidos. ¿Son 
isomorfos dos cualesquiera de estos tres grupos? 


*12, Hacer un estudío similar para los grupos descritos en los ejercicios 1, 2. 
4, 5, de $3. 


7. Grupos de sustituciones 


Una sustitución es una transformación biunivoca de un conjunto 
finito en sí mismo. Se le llama también permutación. 

Por ejemplo, el conjunto puede estar constituido por los cinco 
dígitos 1,2,3, 4,5, y una sustitución puede ser la transformación €, 


(10) lo=2, e=3, Jp=d, 49=5,  5p=1. 

Otra, puede ser la transformación $ con 

O E A A 
El lector puede calcular 99, 9. y obser- 


5 
vará que 99 < pe (9), Je 
Las sustituciones que. como la p definida 


antes, conservan una ordenación circular de 4 1 
los símbolos sustituidos, se llaman ciclos o 
sustituciones ciclicas. Para designarlas con 
una notación sencilla, se escribirán entre pa- 


réntesis primero una letra, detrás la que la 3 2 
: . ON . a 
sustituye, después la que sustituye a ésta, .... 
A pi o Figura 5 
y por último la que se transforma en la pri- 


(*) Con una notación cómoda, y bastante frecuente, las sustituciones (10) y (11) 
Se expresan, respectivamente. 


1203405 (123345 
e= Es e= 
23434, Ú2r3 1543 


N. del T. 
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mera. Asi, la sustitución e de (10) puede escribirse de una enal- 
quiera de las maneras (123459), (2345D), (34512), (45123) o (312348). 


TeorEMa 10. Una sustitución cielica de n elementos tiene or- 
den n. 

Demostración. La sustitución ciclica y=(a,43...d4) transporta 
a, sobre ds. Luego y* tiene el efecto doble, y lleva cada a, a 0, 
y generalmente, transporta a, sobre 11. (en donde todos los sub- 
Índices deben reducirse módulo 1). Tendremos en y* la identidad 1 
cuando t1:x=a, ; esto es, si k=0 (mód. m. El menor valor de k para 
y =1 es entonces el mismo 1», así que y tiene orden n (ver defini- 
ción en $6). Se dice a veces que el ciclo es de longitud n. 

La notación para una sustitución circular puede extenderse a 
enalquier sustitución. Por ejemplo, la sustitución de (11) permuta 
circularmente a los dígitos 1, 2, 3, entre sí, y asimismo 4 y 5. Es, 
pues, el producto de los dos ciclos (123115) =(45)(123). Este pro- 
ducto puede escribirse en cualquier orden, ya que los simbolos sus- 
tituídos en (123) quedan inalterados por (45), lo cual implica que 
la aplicación sucesiva de estas sustituciones, en cualquier orden, da 
el nismo resultado, 


TrorEMaA 11. Poda sustitución e puede escribirse como un pro- 
ducto de ciclos sin elementos comunes fbrevemente: ciclos dis- 
juntos). 


Demostración. Vlijamos un elemento y Namémosle a,. Desig- 
nemos al a,9 por az, al asp por a,, ..., al do-,9 por da, hasta que 
4rp=a, coincida con alguno de los elementos ya nombrados. Como 
el precedente de cada a, (¿>1) es a,.,, 0,9 puede ser únicamente a,. 
Entonces, el efecto de $ sobre las letras a,, ..., a. es el ciclo 
(aza,...a), Por otra parte, (a,...as) contiene, con cada símbolo as, 
su precedente ; de aquí que $ permuta entre sí a los restantes ele- 
mentos. El resultado se obtiene ya por inducción sobre el número 
de elementos. En particular, la sustitución idéntica sobre m letras 
se representa por m «ciclos» de longitud 1. 

Recíprocamente, todo producto de ciclos sin elementos comu- 
nes representa una sustitución. Ahora podemos deducir que 


Trorexa 12. El orden de cualquier sustitución es el minimo 
común múltiplo de las longitudes de sus cielos sin elementos comu- 
nes (disjuntos). 
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Demostración. Escribamos la sustitución ¿ como el prodneto 
$=Y1...7r de ciclos disjuntos y. Como y, y y, son disjuntos, yr, =YiM 
y los factores y pueden ser permutados en $ y en sus potencias, 
para que sea $*=y,”...y* para todo n. Entonces, p”=] cuando cada 
y” es la identidad. Pero por el Teorema 10 esto significa que $”=1 
cuando n sea múltiplo común de las longitudes de las yr, de lo cual 
se obtiene la conclusión del teorema, 

Todo grupo finito es isomorfo con uno o más grupos de sustitu- 
ciones, por el Teorema S del $5. Por lo tanto, toda y > 
la teoría de grupos abstractos puede desarrollarse 
indirectamente, como una rama de la teoría de 
grupos de sustituciones. Aunque no lo haremos así, 
vale la pena presentar algunos ejemplos de grupos 
de sustituciones. 9 

Consideremos el grupo de simetrías del rectán- 
gulo (fig. 6). Respecto a éstas, los vértices se transforman según 
las cuatro sustituciones 


1I= MOS, R=(09, 1=(13924, VY=(12(34). 


Figura 6 


A este grupo le llamaremos grupo del rectángulo. Conforme al Teo- 
rema 8, es isomorfo con el grupo de sustituciones : 9:= RAWMIOD, 
é1= URICIV), $u= UID(RV), pr= 01 V)(RAD. 

El grupo de las simetrías del cuadrado ($1) puede representarse 
de un todo parecido como un grupo de sustituciones entre los cua- 
tro vértices. Utilizando el Teorema 8, podemos también represen- 
tarlo como un grupo de sustituciones entre los ocho símbolos que 
representan los elementos del grupo. Así, R corresponde a la sus- 
titución efectuada en estos símbolos al multiplicarlos a la derecha 
por «li» ; viendo la columna encabezada por «R» en la tabla de la 
figura 3, se observa que esta sustitución es (IRR'RIM(HD'VD). Aná- 
logamente, 17 corresponde a CIN(RDIUAY YARD), 

El grupo (Teorema 2) de todas las sustituciones con n símbolos 
se llama grupo simétrico de grado n. 


TroreMA 13. El grupo simétrico de grado n contiene n! sus- 
tituciones. 


En la construcción de una sustitución, la imagen k, del primer 
símbolo puede elegirse de n maneras, la del segundo simbolo puede 
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tomarse entre los 4 1 simbolos distintos del Lo. y alo seesiVa 
mente. En totd. resnltan asi mia — lin —2,,.2+1= M1 susto 
nes posibles. 


EJERCICIOS 


Expresar como un producto de ciclos disjuntos las permutaciones 
EY) lg=4. 2,=6. 34 =5. d=1. Se =3. 

DI lp=5. 2g=3 3p=2. 4¿=6. 5p=4 6Gp=1; 
€) lg=3. 2a=5. 3p=6, dg=4 Sp=1,  6p=2. 


» 


Hallar el orden de Cada una de estas permutaciones. 
Representar los productos siguientes como productos de ciclos disjuntos: 


(1234 1567102610(47)5 (12345 M67101357H163); (1490123 10451(14), 


Hallar el orden de cada producto. 

Hallar el orden de (abedef)(ghijriiklin); lo mismo con (abedefrMabeddMabe.. 

Representar el grupo de las simetrías del rombo tparalelogramo equilá- 

tero) como un grupo de permutaciones entre sus vértices, 

Lo mismo para el hexágono regular, 

¿Cuándo Jos grupos de simetrías son a«belianos? 

Sea G el grupo de todas las simetrías del cubo que dejan un vértice fijo. 

Representar G como un grupo de sustituciones entre Jos vúrticos (cfr. h 3», 

a) Demostrar que cualquier permutación puede escribirse como un pro- 
ducto de «transposiciones» (esto es, ciclos de orden 2), en general no 
disjuntos. 

b) ¿Cómo se relaciona esto con la demostración de la «ley conmutativa 
generalizada» a partir de la ley ab=ba (Cap. 1. $2)” 

Representar el grupo de las simetrías de un triángulo equilátero como un 

grupo de permutaciones entre 2) tres, y b) seis letras. En el caso b) si- 

ganse dos mútodos esencialmente distintos, si se puede. 

Demostrar que el grupo simétrico de grado 1 es engendrado por los ci- 

elos (1,2, ...,12—1) y (n—i 2). 

¿En qué sentido es única la representación del Teorema 11” 


Subgrupos 


Muchos grupos están contenidos en otros más amplios, así el 


grupo de las rotaciones del cuadrado es una parte del grupo de las 
simeteías del cuadrado. Además. el genpo de las ocho sustituciones 
entre los vértices del cuadrado que determinan las simetrías, es una 
parte del grupo de las 42-24 sustituciones de estos vértices. El 
grupo de los números enteros pares, eon la adición, es uni parte 


del 


Erupo que constituven tados los enteros, con la adición. 
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Estos ejemplos sugieren el concepto de subgrupo. Un subcon- 
junto £ de un grupo (se lama un subgrupo de G=o<i también S 
es un grupo, con respecto a la imistua operación binaria Guulupli- 
cación de (, 

En todo grupo G, el conjunto formado por sólo la identidad e 
es un suberupo. La totalidad de G es también un subgrupo de 6. 
Pero estos dos subgrupos son triviales dlamados «impropios»), Se 
llama subgrupos propios de (5 a los restantes, esto es, los distintos 
der y G. 


Teorema 14, Para que un subconjunto S no tacio de in gru 
po G sea um subgrupo de éste, es necesario y suficiente que 1) sia 
y bh están en S. do esté ab: ?) sia está en S, también la esté ar. 


Con estas hipótesis. $ es claramente un subgrupo: la asociati- 
vidad es trivial : la identidad e =aa*? de G pertenece a $, por haber 
en S al menos un elemento «a ; los restantes postulados del grupo 
están implicados en la hipótesis. Reciprocamente, debemos probar 
que 1) y 2) se verifican en cualquier subgrupo. La identidad r=e' 
de todo subgrupo de ( satisface a :cr=x. luego es también la iden- 
tidad de G> (Ejerce. 6, $4). Por consecuencia, como en G hay un 
solo inverso de cada a. el inverso de cada elemento «a en el sul- 
grupo es el mismo inverso que en G, y se verifica 2%. Tia condi- 
ción 1) es obvia. 

Para elementos a de orden finito mm, avta=a"=e y entonces 
a?=a"-+. De aquí se obtiene la siguiente condición, más sencilla : 


"Teorema 15. Un subconjunto S no vacio de un grupo finito G 
es im subgrupo de G >= cuando el producto de dos elementos cuales- 
quiera de S está también en $. 


El problema de la determinación de todos los subgrupos de un 
grupo dado (es en general muy difícil. Veremos ahora cómo se 
resuelve en el caso de que G osea un grupo cíclico. 


Drorexs 16. Cuadquier subgrupo S de un grupo cielico (es 
también cielico. 


Demostración. Sabemos que (está constituido por las poten- 
cias de uno de sus elementos a. Sia” y al están en £, también lo 
estarán a ay aaa, por el Teorema 14. El conjunto 
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de los enieras os para los que «o está eno S es, pues. MI coat. 
cerrado para la adición x la sustracción. 25 que estará compuesto 
par los múltiplos de un exponente minimo r CPeorema $, Cap. Lo. 
Por lo tanto. S eonsistirá en el conjunto de laz potenelas «gr, 
Iuego es cíclico, y «a? es su elemento generador (%), 

En el caso de ser G intinito. cada r>0 determina un subgrupo 
diferente. Si G tiene n elementos, como ae está seguramente 
en S, únicamente determinan subgrupos aquellos valores r > 0 que 
son divisores de n, y además, estos subgrupos son distintos. 

Para disponer de ejemplos, con vista a ulteriores desarrollos, 
vamos a obtener todos los subgrupos del grupo del cuadrado. Re- 
cordando las definiciones dadas en $1 para las operaciones de este 
grupo, se encuentran los subgrupos propios, que dejan respetiva- 
mente invariante cada una de las siguientes configuraciones : 


unn diagonal un eje una cara un eje y una diagonal 
MDI IAS) E RISE] MOR” 
vértice 1 (6 3) vértice 2 (04) lados verticales Indos horizontales 
[1, D] M1. 0] [2,11 "7. 1] 


Por transformaciones que dejan invariante una cara, entende- 
mos aquellas que no hacen salir al cuadrado de su plano. Todos 
estos subgrupos pueden ser representados en sus mutuas relaciones 
en un esquema donde cada grupo está unido por lineas descenden- 
tes con todos sus subgrupos. 


AT a 
AZ 1 
[.D, DRY RR R LAMA] 
de o ESE e 
MÓ— 11D3 ORAL 11] 1. V] 
pass 25 ] Ñ 


TT 


Sin recurrir a consideraciones ueométricas podenios tambiá 
hallar todas estos subgrupos. La determinación de todos los sub- 
grupos de mn grupo finito es más manejable considerando el genpo 
de elementos abstractos. 


1) Este razonamiento sebo prelrra dir 0 si el cengunteo Sr onsistiese en sudo. 
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El proceduniento usual es observar primero que si un subgru- 
po S de (7 contiene un elemento a ha de contener también el sub- 
grupo cíclico (a) (pruébese que es un subgrupo! formado por todas 
las potencias de a. En el caso anterior, esta consideración ¡propor- 
ciona todos los subgrupos, excepto los dos extremos de la primera 
fila. Notemos después que todo subgrupo que contenga dos subgru- 
pos cíclicos (a) y [b) ha de contener el conjunto (a, 1) de todos 
los productos. tales como aba, formados por potencias de a y Ú. 
(Demostrar. huciendo uso del Teorema 15. que estos productos for- 
man un subgrupo.) En el caso antedicho, se obtienen asi los res- 
tantes subgrupos (veremos en $9 por qué todos los subgrupos con- 
tienen 2 ó 4 elementos). En general, deberemos considerar después 
los subgrupos (a, b, ce) engendrados por tres o tnás elementos ; 
pero esto solamente es necesario hacerlo cuando el número de ele- 
mentos del grupo sea un producto de cuatro o más factores primos. 

Lia intersección S —'P' de dos subgrupos S y Y (¡y también de 
dos conjuntos cualesquiera 1) es el conjunto de todos los elementos 
que pertenecen a la vez a S y a T. 


Teorema 17. La intersección S—'Y de dos subgrupos S y T 
de un grupo (Gi, es un subgrupo de G. 


Por el teorema 14, a en ST implica a en S, y de aquí a” 
en S; del mismo modo supone a”* en F, luego a7* en S=". Aná- 
logamente, a y b en S=T implica ab en S y ab en Y, y por 
tanto, ab en S =P. Por ello, y según el 'Peorema 14, ST es 
un subgrupo. Además, S — T' contiene a e, y por tanto no es vacio. 

Claramente se ve que S —7' es el subgrupo más extenso conte- 
nido a la vez en S y en 7; dualmente, existe un subgrupo mínimo 
que contiene a la veza S y a 7. Está constituido por los productos 
de potencias positivas y negativas de elementos de S y T y se le 
llama la unión de S y Y y se le representa por £ —T. Recurrire- 
mos a estos conceptos en el cap. XI. 


EJERCICIOS 


1. En el grupo de simetrias del hexágono regular ¿qué subgrupos dejan 

una diagonal fija? 

Si T cs un subgrupo de S, y S un subgrupo de G, demostrar que T es 

un subgrupo de G. 

3 En el grupo de todas las permutaciones 4 entre cuatro elementos 1. 2, 
3. 4. hallar los siguientes subgrupos: ad todas las 6 Que transforman el 


y 
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conjunto (1, 2) en el mismo conjunto (1, 2); b) todas las y tales, que 
a=b (mód. 2) implica ag=bg tmód. 2) para todos los números a y b del 
conjunto 1, 2, 3, 4. (Sugerencia: (13124) es una permutación 6.) 

4. Demostrar que el Teorema 15 vale también si G es infinito, pero todos 
los elementos de G tienen orden finito. Dar el ejemplo de un grupo de 
esta especie. 

5. Tabular todos los subgrupos de los grupos siguientes: a) el grupo aditi- 
vo, mód. 12; b) el grupo de un pentágono regular; c) el grupo de un 
hexágono regular; *d) el grupo de todas las permutaciones entre cuatro 
letras. 

*6. Sea a+sa' un isomorfismo entre dos grupos G y G' de permutación, 
y sea S el conjunto de aquellas permutaciones de G que tienen una letra 
invarlante. ¿Debe ser necesariamente un subgrupo de G' el conjunto S” 
de aquellos elementos de G', correspondientes a los a de S? 

7. Demostrar que, en cualquier grupo G, el conjunto de los elementos a 
talea que ax=xa para todo xe G, es un subgrupo de G (éste es el lla- 
mado «centro» de G), 

8. Hallar el centro (ejerce. 7) del grupo del cuadrado, y el del grupo simé- 
trico con tres letras, 

*9. Hacer lo mismo, a) para el grupo de un polígono regular de n lados; 
b) para el grupo simétrico con 1 letras. 


9. Cogrupos o clases de restos. Teorema de Lagrange 


Vamos a establecer ahora un concepto de gran trascendencia 
en la teoría de grupos abstractos : la idea de que cualquier sub- 
grupo $ de un grupo (+ descompone a G en cogrupos (*) (o en cla- 
ses de restos, como también se dice). 


Derivición, Llamaremos orden de un grupo o de un subgrupo 
al número de sus elementos. Llamaremos cogrupo a la derecha (eo- 
grupo a la izquierda) de un subgrupo S en un grupo G, al conjunto 
Sa (respectivamente, aS» de todos los múltiplos a la derecha Sa 
(a la izquierda, 18) de los elementos s de S, por un elemento fijo a 
de G. El número de cogrupos au la derecha de $ se llama el indice 


de S en G. 


Como Se=8S, $ es por sí mismo un cogrupo a la derecha. Ade- 
más se tiene : 


Lema l. SiS es finito, cada cogrupo a la derecha de S tiene 
exactamente el mismo número de elementos que S. 


(*) La locución cograpo no debe inducir al error de suponer que sus elementos 
Sonstituyan un subxrupo: esto no sucede nunca, excepto para Se=5. (NX del T.) 
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Por ser la transformación s—>sea biunivoca. cada elemento 
t=sa del cogrupo Sa es la imagen de un elemento s=ta"* de $, 
v sólo de uno. (Cfr. también el Teorema 8.) 


Lema 2. Dos cogrupos a la derecha Sa y Sb de S, o son idén- 
ticos o no tienen ningún elemento común. 


En efecto: supongamos que Sa y Sb tengan un elemento co- 
mún c=sa=sb (s y s* en S). Entonces Sb contiene a todos los 
elementos sa =ss” isa = (ss=5")b de Sa, y, anúlogamente, Sa contie- 
ne a todos los elementos de Sb. Por consiguiente, Sa=58b. 

Es fácil ilustrar con ejemplos estos resultados. Así, si G es el 
grupo del cuadrado, el subgrupo S=[17, H] tiene cuatro cogrupos 
a la dereeha : 


(1, DI =(T, A); (2, DR=(R, HR]=[R, DJ : 
EE, INIR=[R, URI) =[1%, V): (2, DR=(R”, UR"=[R", DJ. 


Cuda cogrupo tiene dos elementos y cualquier elemento del grupo 
está en uno de estos cuatro cogrupos. 

Si G es el grupo aditivo de los enteros, el subgrupo constituído 
por los múltiplos de 5 tiene por cogrupos a la derecha las diferentes 
clases residuales módulo 5. Finalmente, sea G el grupo simétrico 
de todas las sustituciones entre los simbolos 1, ..., 6, y sea S el 
subgrupo constituído por los elementos de G que dejan fijo el sím- 
bolo 1. Entonces 19= A implica para todo yeS que 1(09) = (11)p = 
=1l9=K. De aquí que el cogrupo S contiene solamente las permu- 
taciones que transportan 1 sobre K (y, por el Lema 1, las contiene 
a todas), Así pues, los cogrupos a la derecha de S son los subcon- 
juntos que transportan 131,132, ..., 1>6, respectivamente. 
Cada cogrupo consta de 5! elementos. 

Como cada cogrupo Sa contiene siempre al elemento a=ea, todo 
el grupo ( se agota en sus eogrupos a la derecha. En cuyo caso, 
G queda descompuesto en subconjuntos disjuntos, cada uno de los 
cuales tiene tantos elementos como S. Si G es finito (*), la conclu- 
sión es: 


'PeorEMa 18 (Lagrange). El orden de un grupo finito G es 
múltiplo del orden de cualquiera de sus subgrupos. 


(9 En extensión al caso infinito es posible (Cap, XUL, 34, Ejerce. 10), pero no im- 
portante. 
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“Cada elemento a de G engendra un subgrupo cíclico cuyo orden 
es (Teorema 9) el orden de a. Así tendremos el 


CoroLarto 1. El orden de cualquier elemento de un grupo 
finito G es divisor del orden de G. 


CorOLARIO 2. Todo grupo G de orden primo p es cíclico. 

Porque el subgrupo cíclico (a) engendrado por un elemento 
axe en tal grupo, tiene un orden 1 >1 divisor de p. Esto im- 
plica 1n=p, así que G=(a) es cíclico. 


CoroLnari0 3. Los únicos grupos abstractos de orden cuatro 
son el grupo ciclico de orden cuatro y el grupo del rectángulo. 


Si un grupo G de orden 4 contiene un elemento de orden 4, es 
cíclico. Por otra parte, por el Corolario 1, todos los elementos de U 
excepto e han de tener orden 2. Llamémoslos a, b, c. Por la ley 
de simplificación, ab no puede ser igual a ae=a, eb=b ni qu=e, 
luego ab=ce. Por simetría, ac=ca=b, be=cb=a, bu=c. Pero esto, 
unido a a?=b*=c*=e y ex=xre=x, nos da la tabla de multiplicar 
del grupo del rectángulo, como se vió en $7. 

El teorema de Lagrange puede aplicarse también a la teoría 
de los números. 


Coronanrio 4 (Fermat). Si u es entero y p es primo, resulta 
a=a (mód. p). 


El grupo multiplicativo módulo p (excluyendo al cero) tiene 
p—1 elementos. El orden de cualquier elemento a de estos grupos 
es un divisor de p—1, por el Corolario 1; asi que a”*=1 (mód. p), 
cualquiera que sea a=0 (mód. p). Si se multiplican por a los dos 
miembros obtendremos la congruencia que desexmos, excepto para 
el caso a=0 (mád. p), en el cual la conclusión es una verdad trivial. 


EJERCICIOS 


o. 


Comprobar el teorema de Fermat para p=7 y a=2, 3. 6. 
2. a) Enumerar los subgrupos del grupo del diedro ($6. Ejerc. 10% de or- 
den 26. ¿Cuántos existen? 
b) Generalizar el resultado. 

3. Demostrar: el número de cogrupos a la derecha de cualquier subgrupo 
de un grupo finito es igual al número de sus cogrupos a la izquierda. 
(Sugerencia: Utilizar la correspondencia x > z-'.) 

4. Determinar los cogrupos del subgrupo (!. D] del grupo del cuadrado. 


19] 


10. 


11. 


*12, 


*13, 


*14. 


10. 
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Si S es cualquier subgrupo de un grupo G, denotemos por SaS el con- 
junto de todos los productos asa' para s, s" en S. Demostrar que, o bien 
SaS —SbS es vacío, o bien SaS=SbS, para todo a, beG. 

Para un subgrupo $, defiramos x = y (mód. S), para significar que zy” eS. 

a) Demostrar que esta relación es reflexiva, simétrica y transitiva, y 
mostrar que r= y (méd. S) si, y sólo si, x e y pertenecen al mismo 
cogrupo a la derecha de S. 

b) Dernostrar que x= y (mód. S) implica za =ya (mód. S) para todo a. 

Sea G el grupo de un hexágono regular, S el subgrupo que deja un vér- 

tice fijo. Hallar los cogrupos a la izquierda y a la derecha de S. 

Describir los cogrupos por la derecha y por la izquierda del subgrupo 

de todas las permutaciones de 7,, ..., 7, que transporten sobre sí mismo 

el conjunto [x,, x,]. 

Demostrar que un grupo de orden pY, con p primo, debe contener un 

subgrupo de orden p. 

a) SIG es el grupo de todas las transformaciones x >ax+b de R*, con 
a30 y b real, mientras que S es el subgrupo de todas estas trans- 
formaciones con a=1, describir los cogrupos de S en G. 

b) Hacer lo mismo para el subgrupo T de todas las transformaciones 
con b=0» 

a) Demostrar que para cualquier entero n> 1, los enteros positivos 
k < n, primos con n, forman un grupo G para la multiplicación mód, n. 


b) Demostrar que si g(n) denota el orden de G, entonces rel") = 
(mód. n) para todo xeG. 

c) Calcular qm para n=12, 16, 30. 

Si S y T son subgrupos de orden s y t en un grupo G, y sl u y v son 

los órdenes de S —T y de S — T, demostrar st < vv. 

Demostrar que los únicos grupos abstractos de orden 6 son el grupo cícli- 

co y el grupo simétrico de tres letras. 

Sea 2*+1 igual a un primo p. 

a) Demostrar que en el grupo multiplicativo mód. p, el orden de 2 es 2h. 

b) Mediante el Teorema de Fermat, deducir que 2h divide a p—1=2%, 

c) Concluir que h es una potencia de 2. 


Sustituciones pares e impares 


Una clasificación importante de las sustituciones resulta consi- 


derandc la forma polinómica homogénea P=(x,—x,), en la que 
i<! 


< 


1 y ¡toman todos los valores de la n. Si n=3, P es: 


(z, — IYz, == zz, — I3)= 


=I PLATA IST, — 1 2) — 1 4 1. 


En general, P es un polinomio de grado n(n— 1)/2. Evidente- 


mente, toda sustitución aplicada a los subíndices de P deja al con- 
junto de factores de P, y a P mismo, invariable, excepto el signo. 


11 - ÁLGEBRA MODERNA 
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Así, la transposición (1,T,) cambia (7, — 74) en su opuesto (1, —x,), 
intercambia (2, —2x,) y (1,—2)) (¡>2), y deja inalterados a los 
otros factores. En resumen, cambia P en —P. 

Las n 1 sustituciones de los subíndices son de dos clases : las 
sustituciones pares, que dejan P (y también —P) invariante, y 
las sustituciones impares, que intercambian P-y —P. De aquí de- 
ducimos, cuando consideramos el efecto de dos sustituciones apli- 
cadas sucesivamente, que se tiene : 


(12) Par x Par=Impar x Impar=Par, 
Par x Impar=YImpar x Par=Impar. 


Como corolario de (12) y del Teorema 15 resulta que las susti- 
tuciones pares forman un subgrupo «1. del grupo simétrico de gra- 
do n. Á este subgrupo se le llama el «grupo alternado» de grado ». 

Si B es una sustitución impar fija y $ una sustitución impar 
variable, entoces $87? es par y p=(88")R está en el cogrupo a la 
derecha A»B. En resumen, las permutaciones impares forman un 
solo cogrupo a la derecha de a. De aquí, por el teorema de La- 
grange, que el «grupo alternado» de a símbolos contiene (n 1)/2 
elementos. 

Un polinomio g(z,, ta, ..., Ta), con n indeterminadas, se llama 
«simétrico» si es invariante en todas las sustituciones entre sus 
subíndices, es decir, cuando es invariante para el grupo simétrico. 
Polinomios simétricos son, en particular (para n=3): 


(13) 0,=2,4+%+%), 0=0,7,47,1,+T,T), 03=,T,T,. 
Estos son los coeficientes del desarrollo 
(14) (t— 2) —2,)t —1I)=P—0/P40oyl— 0. 


En gencral llamaremos a tales polinomios, polinomios simétri- 
cos elementales (en n variables) ; son : 
(15) 1=Y 1%), 7,= Y TiLj, 0,= DW Lx...) Ta=L 100. Lp. 

1 1<) 1<i<r 

Como (—1)*0, es el coeficiente de t** en el desarrollo de p(x)= 
=TIx(t—21), las expresiones 7, danJos coeficientes de p(x) como 
funciones de sus raíces. Una gran parte de su importancia se deriva 
del llamado «teorema fundamental de los polinomios simétricos», 
que vamos a enunciar sin demostración (véase, no obstante, Capí- 
tulo XV, Teor. 10, Corolario). 


10) SUSTITUCIONES PARES E IMPARES 163 


TeorEMa 19. Todo polinomio simétrico p(x,, ..., Xa) puede ez- 
presarse como un polinomio de los polinomios simétricos elemen- 
tales. 


Asi, en el caso de dos variables x e y, 


2344 = (1244) —21y=0,? —20,, 


24 = (124 y — 31y(24Y4)=0,(0,? — 30), 


y así sucesivamente. Aunque un polinomio g(z,, ..., Ta) no sea 
simétrico, podernos preguntarnos cuál es el conjunto de las sustitu- 
ciones entre sus índices que lo dejan invariable. Este conjunto de 
sustituciones es evidentemente un grupo, que se llama el*grupo del 
polinomio.” 


EJERCICIOS 


1. Enumerar todas las permutaciones impares, a) de tres letras; b) de cua- 
tro letras, 

2. ¿Para qué enteros positivos n existe un ciclo de longitud n par? ¿E impar? 
3. Dar un criterio para averiguar mentalmente cuándo un producto de cl- 
clos es par o impar. Aplicarlo a (123)(246)(5432) y a (12)(345)(67)(891), 

4. a) Construir ejemplos de permutaciones pares e impares de orden 14 

con once letras. 
b) Demostrar que cualquier permutación de orden 10 con ocho letras 
es impar. 
5. Demostrar que cualquier permutación par puede escribirse como cl pro- 
ducto de ciclos de tercer orden. 
6. Demostrar que una permutación es par si, y sólo si, puede escribirse 
como producto de un número par de transposiciones (Ejerc. 8, $7). 
7. Hallar el grupo de cada uno de los siguientes polinomios: 


DEAL AAA AL a rr rr. 


8. Representar cada uno de los siguientes polinomios en función de los poli- 
nomios simétricos clementrales: 


Pryez,  Pyryirir+atz+ytr+2*y. 


11. Elementos conjugados. Automorfismos 


Existe una evidente semejanza entre ciertos pares de simetrías 
del cuadrado; así es, en particular, entre las reflexiones H y Y, 
entre las reflexiones D y D' y entre las dos rotaciones R y R*, dando 
A estas letras el significado explicado en $1. 
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Estas tres analogías son debidas a la misma causa. Para darnos 
cuenta de ella, observemos las siguientes igualdades (confróntense 
en el cuadro de $4): 


V=R"HR, D'=R"DR, R'=H"RH. 


Así, una transformación de cada uno de tales pares es «etransfor- 
mada» de la otra, según la siguiente 


DEFINICIÓN. En un grupo G, se llama transformado de x me- 
diante b al elemento b”*xb. A los elementos b”*xb se les llama tam- 
bién conjugados del x (xeG, beG). 


La denominación de «transformado de x mediante b» se justi- 
fica con la siguiente interpretación geométrica : sean A y X trans- 
formaciones biunivocas en un espacio S ; entonces, Y =A""XA es 
análogo a X, en el siguiente sentido geométrico de la frase. Para 
tedos los puntos q=(pA) en S tenemos : 


(pAYY =(pAMNATXA) =(pAAD)XA =1pMA. 


Así, Y es la transformación (p4)> (pX)A. ¡ V=A""XA es, en fin, 
lo que viene a ser X si cada punto de $ se transforma por A! Por 
ejemplo, la relación V=R=“HR expresa el hecho de que R trans- 
forma el eje horizontal en vertical, y por lo tanto, la reflexión en 
un eje horizontal se transforma en la reflexión en un eje vertical. 
Las igualdades D'=R"DR, R*'=H"RH y otras análogas tienen 
una significación similar. Pero la relación de elemento transfor- 
mado (o conjugado) de otro es importante también para los grupo3 
abstractos. 


DerFInIcióÓN. Un isomorfismo de un grupo (3 consigo mismo se 
llama automorfismo de G. Así pues, un automorfismo a de G es una 
transformación biunivoca de G tal, que 


(16) (xy)a=(xa)Xya) para todo x, y, de G. 
TEorEMA 20. Para cada elemento fijo a del grupo G, la corres- 
pondencia T,:x>a"ixa es un automorfismo de G. 


Demostración. (a”*zaJa”*yaj=a"*(xy)a para todo r, y. 
Los automorfismos T, de la forma 2>a"tra se llaman aento- 
morfismos internos ; los demás son loz automorfismos externos. 
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TEOREMA 21. Los automorfismos de un grupo G constituyen 
a su tez un grupo Á. 


Demostración (cfr. "Teorema 6). Es obvio que la transforma- 
ción idéntica es un automorfismo y que también lo es el producto 
de dos automorfismos. Finalmente, si >xa es un automorfismo, 
se tendrá por (16): 


(zy)a”* = [(za**aMya”*a)]a”? = ([(xa""Mya”*)]ada”*=(za”"Mya”"), 


así que a”? es un automorfismo, lo que demuestra el teorema. 

Una definición y teorema análogos se aplican a los dominios de 
integridad, y también a las álgebras abstractas en general. Se pue- 
de considerar útilmente que un automorfismo de un álgebra abs- 
tracta Á es uma especie de simetría de A. 

Puede comprobarse que el grupo de simetrías del cuadrado tiene 
cuatro automorfismos internos diferentes y otros cuatro externos. 
Por otra parte, el grupo cíclico de tercer orden no tiene automor- 
fismos internos excepto la identidad, pero tiene el automorfismo 
«externo» T>2?. 


TEOREMA 22. Los automorfismos internos de un grupo G cons- 
tituyen un subgrupo del grupo de los automorfismos de G. 


Demostración. Como b"*(a"tra)b=(ab"zx(ab), el producto de 
dos automorfismos internos T, y T, es un automorfismo interno Tu»; 
además, siendo (a”*)*(arzaMa”*)=x, el inverso del automorfismo 
T, es Tl(.-). 


DeFINICIÓN (Galois). Un subgrupo S de un grupo G se llama 
normal (en G) cuando es intariante para todos los automorfismos 
internos de G (o sea, que contiene, con cada elemento, a todos sus 
conjugados). 


En vez de subgrupo normal, se dice a veces subgrupo «inva- 
riante». 

Así, el grupo de las rotaciones del cuadrado es un subgrupo nor- 
mal del de todas sus simetrías ; también lo es el subgrupo [1, R?]. 
Cualquier subgrupo de un grupo abeliano es normal, ya que ara 
=d?ar=x para todo a, r. El grupo de las traslaciones del plano 
€s también un subgrupo normal del de todos los movimientos rígi- 
dos del plano (Cap. IX). 
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“En general, designaremos con a"'Sa el conjunto de todos los 
productos a”'sa para todo s en S. La definición anterior establece 
que S es normal cuando el conjunto a7*Sa es igual al S, para todo 
a en G. 


TEOREMA 23. Un subgrupo S es normal cuando todos sus co- 
grupos a la derecha son cogrupos a la izquierda, y recíprocamente. 


Si S es normal, aSa”*=(a”*)*"Sa”"*=S para todo a; de aquí que 
el conjunto Sa de los sa (se S) es el mismo que el conjunto (aSa”*)a 
de (asa”')a=as (seS). Así, Sa=aS para todo a. Recíprocamente, si 
el cogrupo a la derecha Sa es un cogrupo a la izquierda bS, enton- 
ces a“¡Sa=a"*bS contiene e=a"'ea y resulta (lema 2, $9) igual a 
eS=8, lo cual completa la demostración. 

Vemos, como corolario, que todo subgrupo S que tenga un solo 
cogrupo es normal ; los elementos que no están en S forman el co- 
grupo por la derecha y por la izquierda de S. Se deduce que el grupo 
alternado es un subgrupo normal del grupo simétrico de grado n. 


o y Observación. El concepto de 
«transformada» se aplica también a 
correspondencias sin inversa. Por 
ejemplo, la correspondencia (z, y) > 
3 (x, 0) representa una proyección $ 
del plano sobre el eje de las x= (figu- 

z ra 7). Si reemplazamos, respectiva- 

mente, el eje de las z y el de las y por 

el :y=—1 y el y :2=—1, obten- 
dremos una transformación de coor- 
denadas y. (Para este concepto bási- 
co, consúltese una Geometría Ána- 
lítica.) Esta Y asigna a cada punto 
Figura 7 nuevas coordenadas (2, y)=(z+1, 

y+1); su inversa Y? tendrá la for- 

ma (2, y)=(x—1, y —1). Con relación a los nuevos ejes, la pro- 

yección $ tendrá la representación coordenada $': (1, y) > (xr, D. 

Pero ésta es simplemente la Y"!9Y, transforinada de é por y: 


e mm 


SS 


(2, y >(2—1, y—1)>(z—1, 0) 
> (r—1+1, 041D)=(x, 1). 


101 


16. 


17. 


18. 
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EJERCICIOS 


¿Cuántos automorfismos tiene un grupo cíclico de orden p? ¿Y uno de 
orden pq? (p, q. primos distintos.) 


Enumerar todos los automorfismos del grupo del rectángulo. ¿Cuáles son 
internos? 


Calcular t-tat para la sustitución a=(1234) y t igual, sucesivamente, a 
(19), (122(34), (124), (1423). Establecer una regla reneral para calcular las 
sustituciones conjugadas de una dada. 


Sea R la rotación =x cos 9— y sen 6; y'=x sen O + y cos 6. Calcular la 
transformada de p por R, sia) tz, ve=1=+1, y); Dd) (zx, ve= (+1, y +1). 


Demostrar que en cualquier grupo la relación «x es conjugada con y» es 
una relación de equivalencia. 


Demostrar que un elemento a de un grupo induce al automorfismo in- 
terno Idéntico si, y sólo si, pertenece al «centro» ($ 8, Ejerc. 7). 


Demostrar que cualquier subgrupo de un grupo cíclico es normal. Gene- 
ralízar este resultado. 


Demostrar que si G y H son grupos isomorfos, el número de isomorfis- 
mos distintos entre G y H es el número de automorfismos de G. 


Enumerar los automorfismos internos, conjuntos de clementos conjuga- 
dos, y subgrupos normales, del grupo del cuadrado. 


Hacer lo mismo para el grupo simétrico con cuatro letras, 
Hacer lo mismo para el grupo del hexágono regular, 


Demostrar que si AT y N son subgrupos normales de un grupo G, también 
lo será su intersección. 


Demostrar que bajo las hipótesis del Ejerc. 12, el conjunto MN de todos 
los productos zy (re M, y e N) es un subgrupo normal de G, 


Demostrar que los automorfismos internos de cualquier grupo G son un 
subgrupo normal del grupo de todos los automorfismos de G. 


. 2) Demostrar que para cualquier c%0, raclonal, la correspondencia 


z->xc es un automorfismo del grupo aditivo de todos los números 
raclonales. 
b) Mostrar que este grupo no tiene otros automorfismos. 


Sea G un grupo de orden pq (p, q primos). Demostrar que G, o bien es 
cíclico, o blen contiene un elemento de orden p lo q). En el segundo caso, 
demostrar que G contiene, o bien un subgrupo normal, o bien q subgru- 
pos conjugados de orden p. En el último caso, mostrar los pq — qtp — 1) 
=q elementos de orden distinto de p que forman un subgrupo normal. 
Deducir que G ticne siempre un subgrupo normal propio. 


Utilizando Ejerc. 16, hallar todos los grupos abstractos posibles de órde- 
nes a) seis; b) dlez; e) catorce; d) quince. 


Utilizando el análisis del Ejerc. 16, demostrar que hay sólo dos grupos 
de orden igual al cuadrado de un número primo. 


168 TEORIA DE GRUPOS [Car. VI 


12, Homomorfismos 


Una transformación uniforme de un grupo (G en un grupo G' 
puede conservar la multiplicación sin ser biunivoca (esto es, sin ser 
un isomorfismo). 

Así, consideremos una correspondencia entre el grupo simétrico 
de grado n y el grupo de +1 con multiplicación, que lleve las sus- 
tituciones pares sobre +1 y las impares sobre —1. Según (12), esta 
correspondencia conserva los productos. 

Consideremos ahora la correspondencia entre los elementos « 
de un grupo abstracto y los automorfismos interiores T, que ellos 
determinan. Por la demostración del teorema 22, T,T,=T.», luego 
se conservan los productos. Pero, como se ve en el grupo de sime- 
trías del cuadrado, la correspondencia a->7T, no es en general bi- 
unívoca. (R? e ] inducen el mismo automorfismo interno.) 

Consideremos la correspondencia n>i*, en la que i=v—1, 
entre el grupo aditivo de los enteros y el multiplicativo de las raí- 
ces cuartas de la unidad. También se conservan las operaciones del 
grupo 1%*=3”3", pero la correspondencia es pluriunívoca. 

Estos y otros ejemplos nos llevan a la siguiente 


DerrinicióN. Se llama homomorfismo de un grupo G sobre un 
grupo G', a una transformación uniforme x>x' que transporta al 
conjunto de elementos de G sobre la totalidad de G*, de tal modo, 
que (xy) =x'y' para cualesquiera x e y en G. 


TEOREMA 24. Cualquier homomorfismo G >6G' lleva la identi- 
dad de G sobre la de G', y elementos inversos sobre elementos in- 
Versos. 


Por hipótesis, la imagen e' de e satisface a e€a'==(e0)=a' para 
toda a'«G'; de aquí que e' es la identidad (a la izquierda) de G'. 
Ahora bien, aa"i=e se transporta sobre a'(a”'=e'. Pero e' es la 
identidad de G'; luego la imagen (a”* de la inversa de a es la in- 
versa (a'y* de la imagen de a. 


CoroLar10. Todo grupo homomorfo de un grupo ciclico es 
ciclico. 
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Por el teorema 24, (a”)=(a)”, va sea m positivo, ccro O ne- 
gativo. De aqui que si las potencias a” agotan G, las potencias 
(a')"=(a”Y de a' agotarán G. 


TEOREMA 25. El conjunto N de todos los elementos de G a los 
jue corresponde la identidad e' de G', en un homomorfismo de G 
:obre G”, forman un subgrupo normal de G. 


Este conjunto N se llama núcleo del homomorfismo. 

Como e>€e', N es no vacio. Además, por el teorema 24 y la 
bipótesis, vemos que a>e' y b>e' implican a! > (a) *=e"*=e' 
y ab>abv'=e'e'=e'; luego N es un subgrupc. Finalmente, a en G 
y zen N implican a ixa>a“xa'=a”*e'a'=e' ; por lo tanto, N es 
normal. 


EJERCICIOS 


1. En cl homomorfismo nai, hallar el subgrupo representado sobre la 
identidad y mostrar que es normal. 


2. Mostrar que un grupo ciclico de orden 8 es homomorfo con a) un grupo 
cíclico de orden 4; b) un grupo ciclico de orden 2. 


3. ¿Es un homomorfismo del grupo aditivo de los números reales x la co- 
rrespondencia que representa y > e2t8z (con i=yY—1)? Caso afirmativo, 
¿quién es G' y cuál es el grupo representado sobre 1? 


4. Si G es un grupo de sustituciones entre » letras 1, 2, ..., 1, en el cual 
cada permutación y de G transporta el subconjunto 1, ..., k, sobre sí mis- 
mo, mostrar que G es homomorfo con el grupo G' de sustituciones p* 
inducidas sobre 1, ..., k. 


5. Sean d y d' las dos diagonales de un cuadrado, y sean h y v los ejes. 
Mostrar que existe un homomorfismo $> pg” en el cual cada movimien- 
to ¿y en el grupo del cuadrado induce una permutación o” sobre d, d', h 
y v. Mostrar con detalle la correspondencia > ¿Cuál es el subgrupo 
representado sobre 1? 


6. Si G es homomorfo eon G', y G' con G*, demostrar que G es homomorfo 
con G”, 


7. ¿Cuáles de Jas siguientes correspondencias representan homomórfica- 
mente al grupo multiplicativo de todos los números reales no nulos sobre 
una parte de él mismo? Si la correspondencia es un homomorfismo, iden- 
tificar el grupo homomorfo G' y el subgrupo representado sobre 1. 


a) x>]|zx]l; b) 2>32xX; 0d) >; d) x>3l/x; 


e) z>—x; D is; Er x>—l:x; h x>ovz. 
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*13, Grupo cociente 


Ahora vamos a ocuparnos en la construcción de réplicas isomor- 
fas de todas las imágenes homomorfas G” de un grupo abstracto 
dado G. 

A tal efecto, sea z>zx' un hommomorfismo de G a G', y sea N 
el subgrupo normal de G representado en la identidad e' de G”. Si 
a y b son dos elementos cualesquiera de G, podremos escribir b=at, 
así que d'=a'f'. Pero, por la ley de simplificación, a't'=a' si, y sólo 
si, '=e', esto es (supra) si, y sólo si, b=az (eN). 


LeEmMaA 1. Dos elementos de G tienen la misma imagen en G' 
si, y sólo si, están en el mismo cogrupo Nx=xX de X. 


Se establece así una correspondencia biunívoca entre los ele- 
mentos de G' y los cogrupos de N en G. Por lo tanto, el orden 
de G' es el número de cogrupos (o «índice») de N en G. 


Lema 2. Sean x' e y' dos elementos de G'. El producto x'y' 
puede establecerse como sigue: sean Nx y Ny los cogrupos corres- 
pondientes con x' e y' respectivamente: entonces, x'y' corresponde 
al (único) cogrupo de N que contiene al conjunto NxNy de todos 
los productos uv (ue Nx, ve Ny). 


Demostración. Si u=az, o=by (a, beN), se tendrá : 
(uo) =d 2bY =c1 ey =1yY. 

De este modo, G' está determinado, salvo isomorfismos, por 
G y N ; es isomorfo con el sistema de los cogrupos de N en (, 
multiplicados por la regla de que el «producto» Nx o Ny de dos co- 
grupos es el (único) cogrupo que contiene todos los productos ur 
-(ueNz, oeNy). 

Podemos ilustrar las precedentes consideraciones atendiendo al 
homomorfismo entre el grupo G de las simetrías del cuadrado y el 
grupo del cuadrilátero G”: [e, a, b, c] ($9), en el que [7, R]>e, 
[R, R9] > a, [H, V] >b, [D, D] >c. (Comprobar sobre la tabla 
del grupo que esta correspondencia es un homomorfismo.) Los ante- 
cedentes de e forman el subgrupo normal (1, R?], y los de cada 
uno de los otros elementos son los cogrupos de [1, R?]. Finalmente, 
podemos deducir la sencilla regla ab=c calculando los productos 
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[RA, RV, RH, R*V], los cuales están en (o mejor, forman) el 
cogrupo [D, D"], antecedente de c. 

Recíprocamente, sea N un subgrupo normal dado en (, no aso- 
ciado «a priori» con ningún homomorfismo. Se podrá construir un 
G' hornomorfo de G, utilizando N como sigue : 

Definirermos los elementos de G' como los distintos cogrupos Nzx 
de N (*). El producto [Nzx]o[Ny] de dos cogrupos de N es un co- 
grupo (veremos que único) que contiene al conjunto NxNy de todos 
los productos uv (ue Nz, ve Ny). Siu=azx y vo=by,conaybenN, 
será uo=axby=ab'xy, donde b'=xbx"* es también de N, por ser N 
normal. Por lo tanto, N(zy) es un cogrupo que contiene a NxNy; 
por otra parte, como los diversos cogrupos no tienen elementos co- 
munes, y el conjunto NxNy no es vacío, es imposible que dos cogru- 
pos distintos comprendan a este conjunto. 

De este modo hemos definido una operación binaria uniforme 
entre los elementos de G' (alias cogrupos de G), que puede formu- 
larse así : 

(17) [Nz]Jo[Ny] =N (xy). 


En palabras : el producto de dos cogrupos se establece multipli- 
cando dos elementos cualesquiera «representantes» de ellos y for- 
mando cl cogrupo que contiene al producto xy de tales elementos. 
El producto N[e]o N[y]=N[ey]=Ny, por (17), así que el cogrupo 
N=Ne es la identidad a la izquierda para el sistema de cogru- 
pos. Además, ([Nx]u[Ny)) o[Nz] y [Nzx]o ([Ny]o[Nz)) contienen a 
(xy)? =x(y2), así que la multiplicación de cogrupos es asociativa. 
Finalmente, [Nz-"Jo[Nz] contiene a 7"'2=e, luego debe ser el co- 
grupo Ne=N'; por lo tanto, existe el inverso a la izquierda del 
cogrupo. Estos resultados, con el Teor. 4, prueban lo siguiente : 


Lexa 3. Los cogrupos de un subgrupo normal N de G forman 
un grupo multiplicativo. 


DerixicióN. El grupo de los cogrupos de N es llamado el gru- 
po cociente (o bien, grupo factor) de G por N, y se indica por 
G/N (*>. 


(*) No es ilícito tomar los conjuntos como elementos; así se habla de un «re- 
fimiento» indicando cierto conjunto de hombres, o de una «molécula» indicando cierto 
número de átomos. 

(**) SIG es un grupo abellano en que la operación binaria se denota por «+», 
cualquier subgrupo de Y es normal en G. Y el grupo cociente se llama entonces grupo 
diferencia, y se indica por G—N. 
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La correspondencia 1>Nz es, por (17), un homomorfismo de 
Ga GIN, y en este homomorfismo los elementos de Y son, exacta- 
mente, los elementos representados en la identidad de G/N. 

Recíprocamente, habíamos visto (a continuación del Lema 2) 
que para cualquier homomorfismo de G a G, en el cual el sub- 
grupo normal representado sobre la identidad sea N, la imagen G' 
es isomorfo con el grupo cociente G/N. En conclusión, obtenemos 


TEOREMA 26. Las imágenes homomorfas de un grupo abstracto 
dado G son los grupos cocientes G/N por sus diferentes subgrupos 
normales, con la multiplicación de cogrupos definida por (17). 


Nota. La precedente «construcción» de los grupos cocientes a 
partir de los grupos y sus subgrupos normales es análoga a la cons- 
trucción de un dominio de enteros «mód. n» partiendo del dominio 
de integridad de todos los enteros (Cap. I, $$9-10). Tos cogrupos de 
N son los análogos de las clases residuales mód. n, y la relación 
z=Y (mód. 1) puede definirse paralelamente así: x=y (mód. N) 
cuando xy” eN ; esto es equivalente a decir que z e y están en 
un mismo cogrupo de N (ver Ejerc. 6 de $9). 


EJERCICIOS 


1. Enumerar todos los grupos abstractos que son imagen homomoría del 

grupo de las simetrías del cuadrado. 

Hacer lo mismo para el grupo del hexágono regular. 

Demostrar que el centro Z (58, Ejerc. 7) de cualquier grupo G es un 

subgrupo normal de G, y que G/Z es isomorfo con el grupo de auto- 

morfismos internos de G. 

4. Demostrar que cn $9, Ejerc. 6, x= y (mód. S) implica ar=ay (mód. S) 
para todo a si, y sólo si, S es un subgrupo normal. 

5. SI G es cl grupo de todos los números racionales de la forma 2:3=5x, con 
exponentes k, m y n enteros, mientras S es el subgrupo multiplicativo de 
todos los números 2*, describir: a) los cogrupos de S; b) G/S, 

6. Sea G > G' un homomorfismo. Mostrar que el conjunto de todos los ante- 
cedentes de cualquier subgrupo S' de G' es un subgrupo S de G, y que 
si S' es normal, también lo será S. 

7. Si S es un subgrupo y N un subgrupo normal de un grupo C, si S —N=e 
y S —-N=G, demostrar que G/N es isomorfo con S. 

*8. Si G es un grupo, se llaman conmutadores a los elementos de la forma 
x-"y-"xy. Demostrar que cl conjunto C de todos los produclus de tales 
conmutadores forma un subgrupo normal de G. 

*9. En Ejerc. 8 demostrar que G/C es abeliano. Finalmente, si N es un sub- 
grupo normal de G y G/N es abelíano. demostrar que N >C. 


at 
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*10. Dos subgrupos S y T de un grupo G se llaman conjugados si a-'Sa=T 
para algún a e G. Demostrar que la intersección de cualquier subgrupo S 
de G con sus conjugados es un subgrupo normal de G. 


*11. Sea G cualquier grupo, S cualquier subgrupo de G. Para cualquier ace G 
sea T, la permutación (Sx) > (Sra) sobre los cogrupos a la derecha Sx 
de S. Demostrar: 

a) La correspondencia a >T, cs un homomorfismo; 
b) El subgrupo transportado sobre la identidad es cl subgrupo normal 
del Ejerc. 10. 


14. Equivalencia abstracta y relación de congruencia 


Al definir la relación a=b (mód. 1) entre enteros, así como al 
establecer, para introducir los números racionales, que la congruen- 
cia entre los pares de números (a, b)=(a", b”) significaba, por defi- 
nición, ad'=0a'b, y en otras ocasiones, hemos afirmado que cualquier 
relación reflexiva, simétrica y transitiva podía considerarse como 
una especie de igualdad. Ahora vamos a formular el significado de 
esta afirmación. 

Convendremos en que una relación R que tenga las propiedades 
reflexiva, simétrica y transitiva, 


aRa, altb implica bita, aRb y blic implican alte, 


para todos los elementos a, b, c, de un conjunto $, será llamada 
una relación de equivalencia abstracta en S. Si consideramos cier- 
tos subconjuntos de S como elementos (tal es el caso de los cogru- 
pos en $13), tal relación de equivalencia coincide con la igualdad 
ordinaria. In efecto, si a es cualquier elemento de S, designemos 
por R(a) el conjunto de todos los elementos de S equivalentes al a; 
beR(a) si, y sólo si, blta. Estos HR-subconjuntos tienen varias pro- 
piedades sencillas. 


Lema 1. aRb ¿implica R(a) =R(b), y reciprocamente. 


Demostración. Supongamos primero que altb, y sea c cual- 
quier elemento de R(a). Entonces cla, por definición ; luego, por 
la ley transitiva, cRtb, lo cual significa que c< R(b). Viceversa, como 
por la ley simétrica bRa, ce R(b) implicará ce R(a), lo cual signi- 
fica que los dos conjuntos 1?(a) y R(b) tienen los mismos elementos 
y por consiguiente son iguales. 
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Supongamos ahora que R(a)=R(b). Por la ley reflexiva, bRb, 
así que be R(b). Como R(a)=R(b), esto implica be R(a) y, por lo 
tanto, aR?b, Esto completa la demostración. 

En el caso particular de que Ii sea la relación de congruencia 
mód. 1 entre enteros, el conjunto R(a) determinado por un entero a 
es, simplemente, la clase residual que contiene a a. El Lema 1 
afirma en este caso particular que a=b (mód. 21) si, y sólo si, a y b 
están en la misma clase residual mód. 1 (cfr. Cap. 1, $10). Otros 
ejemplos ilustrativos se dan en los ejercicios. 

Además, las clases residuales módulo 1 dividen el conjunto 
de todos los enteros en ciertos subconjuntos sin elementos comunes, 
por lo que se puede decir que determinan una «partición» de J. lin 
general, una partición de un conjunto S es cualquier colección 
de subconjuntos 4, B, C, ... de S tales, que cada elemento de S 
se encuentre en uno, y sólo en uno, de los subconjuntos de la co- 
lección. Los J?-subconjuntos proporcionan siempre una tal par- 
tición. 


Lema 2. Dos R-subconjuntos son idénticos o no tienen ningún 
elemento común, y la colección de todos los R-subconjuntos es una 
partición de $. 


Demostración. Si R(a) y R(b) contuviesen algún elemento c 
común, sería clta y clib, y entonces, por las leyes simétrica y tran- 
sitiva, altb. Por el Tema 1 esto implica R(a)=R(b). Tin conse- 
cuencia, si RR(a) 4 R(b), las dos clases no pueden tener ningún ele- 
mento común. Finalmente, cualquier elemento c de S pertenece 
al R-subconjunto R(c), ya que, por la ley reflexiva, cllc, y por ende 
ce Rc). 

La recíproca de los Lemas 1 y 2 es inmediata. Si un conjunto S 
se divide por una partición = en clases A, B, C, ..., la relación aRb 
significará, por definición, que los elementos a y b de S pertenecen 
a un mismo subconjunto en esta partición, y así tenemos una rela- 
ción de equivalencia abstracta en S. Además, el R-subconjunto 
R(a) determinado por cada elemento a según esta relación, es exac- 
tamente la clase de la partición = que contiene a n. Todas estas 
conclusiones pueden resumirse en lo que sigue : 


'ProreMa 27, Toda relación R de equicalencia abstracta en un 
conjunto S determina una partición « de S en R-clases sin elemen- 
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os comunes, y, reciprocamente, cada partición de S proporciona 
ma relación R. Para un S dado existe así una correspondencia bi- 
mivoca Re z, entre las relaciones R de equivalencia abstracta en 
3 y las particiones = de S, de tal modo, que dos elementos a y b 
'e S pertenecen a la misma subclase de la partición = sí, y sólo si, 
,Rb. 

Discutiendo las condiciones para que una relación de igualdad 
uese admisible (Cap. 1, $11), fué exigida una cierta «propiedad de 
ustitución» relativa a las operaciones binarias. Mediante las rela- 
siones de equivalencia R y las operaciones binarias aob=c en S, 
sta propiedad toma la forma 


118) ala" y LRÚY implican (a ob)R(a' ob”). 


Esta condición tiene asimismo un contenido teórico definido. 

En efecto, sea R cualquier relación abstracta de equivalencia 
zn $, y sea = la, correspondiente partición en R-subclases 4, B, 
7, ... Exactamente como en los cogrupos, podemos considerar estas 
R-subclases como los elementos de un nuevo conjunto X. Y, exac- 
tamente como en el grupo cociente (o como en las clases residuales 
mód. 1), podemos intentar definir una operación binaria en Y a 
partir de la de S, 

(19) AoB=C en Y 
si, y sólo si, acd y beB implica (ao0b)eC en $. 


La propiedad (18) asegura que si a y a' están ambas en una 
R-subclase A (es decir, si ala”) y si b y Y están en una HR-sub- 
clase 3, entonces aob y a«“od' pertenecen ambas a una misma /- 
subclase. Esta R-subclase resultante C está univocamente deter- 
minada por A y 13, y es el «producto» 4 o B en el sentido de (19). 
En otras palabras, el principio de sustitución (18) equivale a afir- 
mar que la definición (19) da una operación binaria (univalente) 
en las R-subclases (es decir, en X). Esto demuestra : 


Trorema 28. Dada una relación de equivalencia abstracta en 
un conjunto S, cualquier operación binaria definida en S que lenga 
la propiedad de sustitución (18), determina una operación binaric 
univalente entre los R-subconjuntos de S, definida por (19). 


liste resultado se aplica a sistemas como los anillos conmuta: 
tivos, en los que hay dos operaciones binarias. Y puede también 
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generalizarse a operaciones no binarias, y aplicarse así a cualquier 
«sistema algebraico». Las relaciones de equivalencia de tales siste- 
mas, que cumplen un principio de sustitución semejante al (18», 
pueden llamarse «relaciones abstractas de congruencia». 


2. 


EJERCICIOS 


¿Cuáles de las sigulentes relaciones R son relaciones de equivalencia? 

En el caso de que lo sean, describir las R-subclases: 

a) Gesun grupo, S un subgrupo y aRh significa a-*beS. 

b) G, S como en a); aRb significa ba-' eS. 

c) J es el dominio de los enteros; eRb significa que a —b es primo. 

d) J como en Cc), aRb significa que a—b es par. 

e) J como en Cc), aRb significa que a —b es impar. 

Sea G un grupo de permutaciones de las letras x,, ..., 22; la relación 

x= Rx, significa que 2p$=x, para alguna peG. ¿Es R una relación de 

equivalencia? ¿Qué efecto tiene G— sobre cada R-subclase? 

Sea G el conjunto de las transformaciones (z, y) > (x+a, y) del plano. 

Pondremos (z, pR(x, y”) para significar que (z, Yo=(", y) para algún 

eG. ¿Cuántos subclascs R hay en este caso? 
lendo a, b números reales, Íindlquemos por aRb que a—b es un entero 

múltiplo de 360: 

a) ¿EsR una relación de cquivalencia? 

b) ¿Es una relación de congruencia para la adición? 

c) ¿Lo es para la multiplicación? 

d) ¿Qué implica esto respecto a la adición y multiplicación de ángulos? 

a) Enunciar concretamente lo que significa el Teorema 28 cuando se 
aplica a un anillo conmutativo A. 

b) Demostrar que si R es una relación de congruencia sobre un anillo 
conmutativo, las R-subclases forman otro anillo conmutativo si la 
adición y multiplicación se definen por (19). Ilustrarlo por el caso 
A=J. 

En el Ejerc. 1 a), mostrar que parte de la regla de sustitución (18) vale 

para cualquier S y que la otra parte vale si. y sólo si, S es normal. 


CAPITULO VI 


Vectores y espacios vectoriales. 


1. Ejemplo inicial 


Aparecen en Física ciertas magnitudes, a las que usualmente 
se llama vectores, que no son meramente números, sino que ade- 
más de un valor numérico tienen una dirección. El efecto de un 
desplazamiento en el plano, por ejemplo, depende, no sólo de la 
longitud, sino también de la dirección del desplazamiento. Puede 
representarse convenientemente por una flecha a de longitud y di- 
rección upropiadas (fig. 1). El efecto combinado de dos despluza- 
mientos de este tipo « y £ ejecutados uno después de otro, es un 
tercer desplazamiento «total» y. Si B es apli- 
cado después de a, colocando el origen de la 
flecha 8 en el extremo de la a, el desplaza- 
miento combinado y=a +8 es la flecha que 
va del origen de a al extremo de f. Ls, pues, 
la diagonal del paralelogramo de lados a y 8. 
Este modo de hallar a+ f£ es la llamada re- Fígura 1 
gla del paralelogramo. 

Un desplazamiento a puede triplicarse, obteniéndose asi un des- 
plazamiento 3a, o ser reducido a eu mitad, con lo que resulta un 
desplazamiento a/2. También se puede representar un desplaza- 
miento múltiplo negativo del a, como —2a, formando un despla- 
zamiento de doble Tongitud que a y en sentido opuesto a a. Jn 
general, a puede ser multiplicado por cualquier número real c para 
formar un nuevo desplazamiento ca. Si e es positivo, ca es del 
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mismo sentido que u y de longitud c veces mayor; mientras que 
si c es negativo, el sentido ha de invertirse. Los números c se lla- 
ínan «escalares» y el producto ca se llama producto escalar (*). 

Las fuerzas que actúan sobre un punto de un plano, las velo- 
cidades en un plano, los inomentos, las aceleraciones, etc., tienen 
representaciones análogas por inedio de vectores, y en todos estos 
easos, la regla del paralelogramo para la adición de vectores y la 
multiplicación por escalares (reales) tienen el mismo significado que 
en los desplazamientos. Ello es un ejemplo de cómo diversas concep- 
ciones físicas pueden tener la misma representación matemática. 

La Geometría analítica nos sugiere la representación de los vec- 
tores en un plano, por pares de números reales. Podemos represen- 
tar cada vector por una flecha con origen en (0, 0) y extremo en 
un punto (a,, a). Entonces, la suma de vectores y los productos 
por escalares pueden calcularse con estas reglas : 


(1) (4,, ay+(b,, da)=(0,+0b,, 14+D09, 
(2) c(a,, 44)=(ca,, cas). 


Partiendo de tales reglas podemos obtener fácilmente muchas leyes 
de cálculo algebraico vectorial (**), tales como : 


(3) a+f=B+a, a+(8+y)=(a+8)+7, 
(4) cla+ B)=ca+ cf, l.a=a, 


y así sucesivamente. Muehas de ellas (como la ley conmutativa de 
la suma vectorial) corresponden a principios geométricos bien cono- 
cidos. 

Las operaciones con vectores pueden utilizarse ya para forimular 
algunas sencillas propiedades geométricas. Por ejermplo, el punto 
medio de la línea que une el extremo del vector a=(a,, a,) con el 
del B=(b,, b3) viene dado por Jas fórmulas [(a,+b,)2, (a, +0)/2), 
o sea, por cl vector semisuma (1/2 Ma +8). Este vector da también 
el centro de gravedad de a y £. Una lista completa de las leyes de 
lgebra vectorial será dada en el $3; vamos antes:a presentar otros 
ejemplos de vectores. 


(*%) La denominación «producto esculara tiene corrientemente, en castellano, otra 
significación, equlvalente a la de eproducto internas (cfr, $7). Ponemos al lector en 
guardia contra la posible confusión entre ambos conceptos: eproducto (por un) esca- 
lar» y «producta escular (de dos vectores). (N. del T.) 

(**) Los vectores se designurán con minúsculas xriexas, «e, 8, ..., y los escalures 
con minúsculas latinas, «, b, ... 
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EJERCICIOS 


1. Demostrar las leyes (3) y (4) del álgebra vectorial, utilizando las re- 
glas (D y (2). 

2. Mlustrar la ley distributiva (4) por un diagrama. 

3. Mostrar que los vectores del plano forman un grupo bajo la adición. 

4. Demostrar que cualquier vector a en el plano puede representarse uní- 
vocamente como una suma a=f3+y, donde fl es un vector sobre el eje z, 
y y un vector sobre el eje y... 


2. Generalizaciones 


El ejemplo que se acaba de dar puede generalizarse de dos ima- 
neras. En primer lugar, el número de dimensiones (que era dos en 
el $1) puede ser arbitrario. El primer apoyo intuitivo para esto lo 
encontramos en la posibilidad de tratar las fuerzas y desplazamien- 
tos en el espacio, del misino modo que hemos tratado, en el párrafo 
anterior, las fugrzas y desplazamientos en el plano. Laa única dife- 
rencia es que, en el caso del espacio, los vectores tienen tres com- 
ponentes (2,, I¿, T,) en vez de dos. 

Además, se demuestra en Estática que las fuerzas que actúan 
sobre un cuerpo rígido pueden reducirse a una fuerza y un par cuyo 
eje tenga la misina dirección que la fuerza, eon lo que dicho sistema 
se reduce a seis componentes respecto de ejes perpendiculares. La 
suma de dos o más fuerzas puede calcularse componente a compo- 
nente, y la multiplicación por escalares (números reales) tiene la 
misma significación que antes explicamos. 

Mas generalmente, para eualquier número positivo 11, los con- 
juntos a=(a,, ..., la) de números reales forman un espacio u-di- 
mensional de vectores en el que puede considerarse una geometría 
de nr dimensiones. Así, líneas rectas son los conjuntos de elementos 
de la forma a+ (a, 840 fijos, x variable); el centro de gra- 
vedad do a,, ..., Gn puede definirse como (1/n)(a,+...+4a) y así 
sucesivamente (esta idea será desarrollada en el Cap. 1X). Para 
obtener una teoría geométrica completa necesitamos solamente in- 
troducir el concepto de distancia, corno lo haremos en el $8. 

De hecho, los espacios físicos de elevado número de dimensio- 
nes (cada coordenada corresponde a un grado de libertad) han sido 
muy utilizados en Dinámica. A los matemáticos puros les pare- 
ce muy modesto usar solamente cuatro dimensiones, como en rela- 
tividad (tres componentes de espacio y una de tiempo). Para ilus- 
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trar un poco muás este punto, vamos a construir ahora un espacio 
vectorial de infinitas dimensiones, usado comúnmente en Análisis 
matemático. 

Indiquemos con S el conjunto de todas las funciones f(x) de una 
variable real 2, uniformes y continuas en el intervalo U<x<l. 
Dos de tales funciones, f(x) y g(x), pueden sumarse para dar otra 
función, h(x)=f(x)+g(x), y el producto «escalar» de f(x) por una 
constante real c es también una función cf(x). Estas funciones no 
pueden representarse por flechas, pero son susceptibles de las ope- 
raciones de adición y multiplicación escalar con las mismas propie- 
dades formales algebraicas que las de nuestros anteriores ejemplos. 
Puede considerarse que en este conjunto S los «vectores» tienen 
una «componente» en cada punto x de la línea 0<x<1 (esta com- 
ponente es el valor de la función). 

Una segunda posibilidad de generalización puede deducirse ob- 
servando que, en lo que se refiere a propiedades algebraicas, las 
componentes de los vectores y los escalares no necesitan ser núme- 
ros reales, sino que pueden ser elementos de cualquier campo. Así, 
los vectores de-componentes complejos se usan constantemente en 
la teoría de circuitos cléctricos y en el electromagnetismo, mientras 
que nosotros, en el capitulo XIV, emplearemos los vectores con 
escalares racionales para desarrollar la teoría general de números 
algebraicos. 

Para concretar, definiremos el sistema V,(P), para cualquier 
entero positivo 1 y cualquier campo 7, como el conjunto de todas 
las n2-plas a=(4,, ..., 4), B=(b,, ..., Ya), -.., con componentes (; 
y di en FP. Las dos operaciones vectoriales de «adición» y «multipli- 
cación escalar» (esto es, por elementos e de F) se definirán como 
sigue : 

(5) (41, ..., 0J)+4(D,, ..., da)=(4,+Db1, .... Un+b0), 
(0 ClQ 1. ..., Op)=(04,, ..., COn). 


Veremos en $3 que además de las leyes (3) y (4), mencionadas 
en $1, hay otras muchas que se cumplen en Ya(1%, 


EJERCICIOS 
1. Sea a=(1, 1,M, A=1(—172, 0, 2/3), y=(0, 1/4, 2). Calcular: 
a) a+28+3y: Dd) HMa+A—AB+Y; 


c) ¿Cuál es el centro de gravedad de a, ff. y? 
d) Resolver 68+5t=0a. 
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2. Sea a=11, 1, 0)» fB=(0, 1—i, 21), y=(1, 2—i, 1). Calcular: 
a) 2a—if; D ia+(1+0f8— (+3); 
c) Resolver a—i¿f=f. > 
3. Dividir el segmento rectilíneo afi en la razón 2:1 en Ejerc. 1 y Ejerc. 2. 


4. En el Ejerc. 2 ¿puede dividirse el segmento a en la razón 1:21? Expli- 
carlo, 

5. Sea Vn(J,) el conjunto de vectores con n componentes en el campo de 
enteros mód. 3. a) ¿Cuántos vectores hay en V,(J,)? b) ¿Qué puede de- 
cirse sobre el vector a+a+a en Va(J,)? 

6. ¿Puede el lector definir un «punto medio» entre dos puntos arbitrarios 
en Va(J,)? ¿Y un centro de gravedad para tres — para cuatro — puntos 
arbitrarios? Buscar ejemplos numéricos. 


3. Espacios vectoriales y subespacios 


Las propiedades algebraicas de los vectores se resmmen por en- 
tero en la siguiente 


. 

Derixición. Se llama espacio vectorial (y también «espacio 
lineal») V, sobre un campo F, a un conjunto de elementos, llama- 
dos vectores, tales, que dos cualesquiera de ellos a y B determinan 
univocamente un tector suma a+B, y cada tector a de V y cada 
escalar e de 1 determinan un producto escalar c-a en V, con las 
propiedades siguientes : 


(7) V es un grupo «abeliano aditivo. 
(8) c(a+ B)=c:a+ceB,  (c4c)-a=c-a+Cc-u 

(leyes distributivas) 
(9) (cc')-a=c-(c.a),  1.a=4. 


(Tas reglas (8) y (9) son válidas para todos los vectores ayB 
y todos los esc alares c y C.) 


Ejemeros. La adición y la multiplicación escalar de n-plas, tal 
como fué definida por (5) y (6), satisface estas leyes formales ; por 
ejemplo, las definiciones (5) y (6) reducen cada una de las leyes dis- 
tributivas (8) a la correspondiente ley distributiva para cada com- 
ponente, que ciertamente es válida. Por lo tanto, el espacio V,(1") 
de tales n-plas es un espacio vectorial sobre F, en el sentido de 
nuestra definición. 

Consideremos ahora las funciones f cuyo dominio de definición 
es un conjunto cualquiera S, siendo la resultante el campo F; así 
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que f hace corresponder a cada z en S un valor f(x) en F. El con- 
junto de tales funciones f constituye un espacio vectorial sobre F, 
si la suma h=f+g y el producto escalar h'=c-f son las funciones 
definidas para cada xz en $, por las igualdades h(x)=f(1)+g(r) 
y h(x)=c-f(z). 

De acuerdo con la acostumbrada notación aditiva para expresar 
la operación del grupo, representaremos por O el elemento de iden- 
tidad del grupo: es el único vector «nulo» o «cero» que satisface 


(10) ¿+0=0+€=€, para todo £. 


No debe confundirse el vector O con el escalar 0. Sin embargo, 
ambos están relacionados por una identidad. En efecto, las dos 
leyes distributivas dan, para todo c y É, 


c£+0t=(c+0)é=ct=ct+0, 
cE+cO=cl(E4+ 0)=c-E=ct+0. 


Ahora, cancelando c£ en ambos miembros, obtenemos Jas dos leyes 
(1D) 0£=0 para todo £, cO=0 para todo c. 


El múltiplo escalar (—1)YÉ actúa como el opuesto de cualquier vec- 
tor £ del grupo, ya que 


Es (—DE=1:E+(—DE=[1+(—D]E=0€=0 ; 
por lo tanto, 
(19) el inverso aditivo de cada vector € es (—DE. 


Se deduce de (11) y (12) que el subgrupo de las «potencias» 
(Cap. VI, $6) de un vector € está ahora constituído por los múlti- 
plos enteros né de £. 

En el espacio vectorial tridimensional ordinario, V,(R*), los 
vectores situados sobre un determinado plano fijo que pase por el 
origen, forman por sí mismos un espacio vectorial bidimensional, 
que es parte del espacio entero. Análogamente, el conjunto de todos 
los vectores situados sobre una recta que pasa por el origen es ce- 
rrado para las operaciones de adición y de multiplicación por esca- 


E y, por tanto, este conjunto es también un «subespacio» de 
(R*), 
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DeFinicióN. Un subespacio S de un espacio tectorial V es un 
subconjunto de V que es también un espacio rectorial con respecto 
a las mismas operaciones de adición y multiplicación escalar defi- 
nidas en V. 


La condición necesaria y suficiente para que S sea un subespacio 
es que la suma de dos vectores cualesquiera de S esté en S, y que 
el producto de cualquier vector de S por un escalar esté en S. Esta 
proposición puede sacarse con facilidad de la definición. La analo- 
gla con las definiciones anteriores de subeampo y subgrupo es ma- 
nifiesta. Geométricamente, un «subespacio» es, simplemente, un 
subespacio lineal (recta, plano, etc.) que contiene al origen O. 

Por ejemplo, los vectores de la forma (0, tz. 0, 7,) constituyen 
un subespacio de V,(F) para cualquier campo F. Notemos que el 
vector nulo O es por si solo un subespacio de cualquier espacio vec- 
torial. 

Asimismo, dl conjunto de los polinomios de grado igual o menor * 
que 7 es un subespacio del espacio vectorial de todos los polino- 
mios, sea real o no el campo base. Análogamente, el conjunto de 
todas las funciones continuas f(x) definidas para 0<7<1 es un 
subespacio del espacio lineal de todas las funciones definidas en el 
mismo dominio. 

Dados m vectores £,, És, ..., Em de un espacio vectorial V, el 
conjunto de todas las combinaciones lineales 


CÉr+CaÉ2+...+Cmém (cada c, es un escalar) 
de las El es un subespacio. Esto se desprende de las identidades 
(13) (c1É1+...+CmÉm) + (01 E1+...+CmÉm)= 
=(0+0)É1+...+ (Cm + Cm Em, 
(14) c (ci, A Cmém) = (ecnye, +..+ (c'Cmdém, 


válidas para todos los vectores É, y para todos los escalares ci, c1 
y C'. Así tenemos : 


TeorexaA 1. El conjunto de todas las combinaciones lineales 
de un conjunto de vectores de un espacio V es un subespacio de V. 


Este espacio es evidentemente el menor subespacio que contiene 
los vectores dados ; por eso se le llama subespacio engendrado por 
ellos. El subespacio engendrado por un solo vector £40 es el con- 
junto S de todos sus múltiplos escalares cé; geométricamente es, 
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sencillamente, la recta que pasa por el origen y €,. De modo aná- 
logo, el subespacio engendrado por dos vectores no colineales É, y £, 
viene a ser el plano que pasa por el origen, por £, y por És. 


TeEorEMA 2. La intersección S—T de dos subespacios cuales- 
quiera de un espacio vectorial V es también un subespacio de V. 


"La intersección de dos subespacios dados S y T se define como 
el conjunto S — T de tados los vectores que pertenecen simultánea- 
mente a S y a T (cfr. Teorema 17 del Cap. VI, sobre intersección 
de dos subgrupos), Si a y B son dos vectores en estas condiciones, 
su suma a+ 8 debe estar en S (ya que S es un subespacio que con- 
tiene a y 8) y en T; por lo tanto, estará también en la inter- 
sección S—T. Anúlogamente, todo múltiplo escalar ca estará en 
S—T siempre que lo esté a. 

Dos subespacios S y T de un espacio vectorial determinan un 
conjunto S+T forinado por todas las sumas a+f (con a en S y 
B en T). Por las leyes conmutativa, asociativa y distributiva (3) 
y (4), este conjunto es también un subespacio, que se llama la 
suma lineal de S y T, en el cual S y T' están contenidos, estándolo 
S+T en cualquier otro subespacio R que contenga a S y T; de 
aquí que el concepto de suma lineal es análogo al de unión de dos 
subgrupos (cfr. Cap. VI, $8). Estas propiedades de S+T pueden 
expresarse asi : 

(15) SS<S4+T, T<SS4T; 


SER y TS<R implican S4T<R. 


En ellas, S< KR significa que el subespacio S está contenido en 
el subespacio R. 


EJERCICIOS 


1. Enunciar tres «leyes distributivas generalizadas» válidas en todo espacio 
vectorial, 

En Ejerc. 1, $2, calcular 7(2(a — 38) + (1/3) (38 — 6] — 2la — yy +58 +2e. 
En Ejerc. 2, $2, calcular (1421) [(2 — 1 (2a— 38)] — 8a — 9if. 

¿Cuáles de los sigulentes subconjuntos de V,(R) (r > 2) constituyen sub- 
espacios? [En lo que sigue, £ índica (x,. ..., rp).) 

a) Todos los £, con x, entero; 

b) Todos los £. con x,=0; 

c) Todos los £, con x, o x, nulos; 

d) Todos los £ tales, que 3x,+4x,=1; 

e) Todos los £ tales. que 77, — x,=0. 


> uN 


43 


11. 


12, 
13, 


*14. 


4, 
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¿Cuáles de los siguientes conjuntos de funciones reales f(x) definidas en 

0< x <1 son subespacios del espacio vectorial de todas estas funciones? 

a» Todos los polinomios de grado 4; 

b) Todos los polinomios de grado < 4 (incluso f(x)=0); 

c) Todas las funciones f con 2f(0)=f(1); 

d) Todas las funciones tales, que 0+f(D=f(0)+1; 

e) Todas las funciones positivas; 

f) Todas las funciones que satisfacen la condición f(x)=f(1—x) para 
todo zx. 


¿Qué conjuntos de funciones descritas en el Ejercicio 3, $3, Cap. IV, for- 
man espacios vectoriales sobre el campo R* de los números reales? 
Sea S un subespacio de V,(R) que consiste en todos los vectores de la 
forma (0, x,, r,) y T el subespacio engendrado por (1, 2, 0) y (3, 1, 2). 
¿Qué vectores están en S — T? ¿Cuáles en S+T? 

En V,(J,) ¿cuántos vectores son engendrados por (1, 2, 1) y (2, 1, 1)? 
¿Y por (1, 2, 1) y (2, 1, 2)? 

Mostrar en V,(R) que el plano 7,=0 puede engendrarse por cada uno de 
los siguientes pares de vectores: (1, 0, 0) y (1, 1, 0); (2, 2, 0) y (4, 1, 0); 
(3, 2, 0) y (3, 2, 0). 

Si S es engendrado por É, y É,. T por 1, 9, y 7, mostrar que S+T se en- 
gendra por É,. És. 9;> y 7, Generalizar el resultado. 

Consideremos un conjunto de cuatro vectores O, a, fi y y. para los que 
la adición se define por las reglas 


a+B=y Bry=0, y+a=fB, a+ta=fM+f=y+y=0, 


mientras que los múltiplos escalares por enteros. mód. 2, se definen como 

0a=0, la=a, etc. 

a) Mostrar que esos vectores forman un espacio vectorial sobre J,; 

b) Mostrar que el grupo aditivo de vectores es Ísomorfo al grupo del 
cuadrilátero; 

c) Enumerar los subespacios de este espacio; 

d) Mostrar que este espacio es isomorfo con V,(J.,). 

Construir V,(J,) y tabular sus subespacios. 

Demostrar que el conjunto de todas las soluciones (x,, ..., xp) de un par 

de ecuaciones lineales homogéneas a,7,+... +07 =0, d,2,+...+baxn=0 

es un subespacio de V,(F), con aj, b,, 7, en F. 

Demostrar que el postulado 1-a=a para un espacio vectorial, no puede 

demostrarse a partir de los otros postulados. (Sugerencia: Construir en 

el plano un producto pseudoescalar c O a, proyección de C-« sobre una 

recta fija.) 


Independencia lineal 


Todavía no hemos dado una definición abstracta de la impor- 


tante noción geométrica de dimensión de un espacio (o subespacio) 
vectorial. Más adelante, la definiremos como el menor número de 
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vectores con los que se pueden engendrar el espacio o subespacio 
dados. 

Así, el espacio ordinario V,(1?) puede engendrarse por los tres 
vectores (1, 0, 0), (0, 1, 0) y (0, O, 1), de longitud unidad y situa- 
dos en los tres ejes coordenados ; pero no puede serlo por un con- 
junto de dos vectores (un conjunto de dos vectores no colineales 
engendra un plano que pasa por el origen). 

Mús generalmente, todo Y «(E puede engendrarse por los n vec- 
tores unitarios : 


(16) «¿=(1,0,...,0), e,=(0,1,0,..., 0), ..., ea=(0, ..., 0, 1). 


En efecto : se ve claramente que cualquier vector de V,() es una 
combinación lineal de éstos, ya que 


(7) (Z,, Ta, ..., To =7 0, + 752940. + Tola» 


En $6 demostrarernos que Va(F) no puede engendrarse por un 
conjunto de menos de 21 vectores. Esto justifica el llamar a V,(F) 
espacio vectorial r-dimensional sobre el campo PF. 

Acabamos de ver que los vectores €,, €3, ..., e engendran por 
completo al espacio vectorial V,(F); tienen, además, la propiedad 
de que sólo es TIO+ TG =0 cuando (z,,...,Ta)=(0, ..., 0), 
o sen, si, y sólo si, 1, =1,=...=7,=0. Por esto se dice que los vec- 
tores unitarios son «linealmente independientes», en el sentido de 
la siguiente 


DerinicióN. Los vectores a,, ..., Am son linealmente indepen- 
dientes (sobre 1) cuando, para los escalares e, en F, 


(18) — c,0,+030,+...+Cn4n=0 implica c,=C3=...=Cm=0. 


Los vectores que no son linealmente independientes se llaman 
linealmente dependientes. 


Una consecuencia de la definición es que cualquier subconjunto 
de un conjunto linealmente independiente es también linealmente 
independiente. Ahora bien, la siguiente relación de dependencia es 
más importante : 


TEOREMA 3. Los vectores no nulos a,, ..., An en un espacio V 
son linealmente dependientes cuando alguno de los vectores ax es 
tuna combinación lineal de los precedentes, y sólo en este caso. 
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Demostración. En el caso de que el vector ax sea una combi- 
nación lineal de las anteriores, tenemos la relación lineal 


0,0) +C203+.. +Cx-18.- + (—IDar=0, 


con, al menos, un coeficiente, (—1), distinto de cero. De aquí que 
los vectores son dependientes, por (18). 

Recíprocamente, supongamos que los vectores son dependientes, 
o sea, que d,a,+d,0,+...+dn0,=0, y tomemos el mayor subín- 
dice | para el cual es-d, 40. Podemos despejar ax y obtenerlo como 
la combinación lineal 


Ax = (A, dida, +... + (—di-1/dxJas., a 


Esto nos da ax como combinación lineal de los vectores precedentes, 
excepto en el caso k=1. En este caso, d,a,=0, con d 40, así que 
a,=0 contra la hipótesis de que ninguno de los vectores dados es 
igual a cero. Así queda completada la demostración. 

Por ejemplo, los tres vectores 8,=(2, 0, 0,), Ba=(1, 3, 0) y 
Bs=(0, —2, 0) no pueden engendrar todo el espacio ordinario 
V,(R*), porque están situados en un plano. Podemos expresar esta 
dependencia lineal por la relación $8, —2f,—3f,=0, o, despejan- 
do f,, por la 8,=2f8,+38,. Así, el conjunto (B,, fa, Bs) engendra 
el mismo espacio que su subconjunto (8:, fs). Esto nos enseña que 


CoroLario 1. Un conjunto de vectores es linealmente depen- 
diente cuando contiene un subconjunto propio (es decir, menor) 
que engendra el mismo subespacio que aquéllos. 


Concretamente, podemos separar del conjunto dado cualquier 
vector que sea nulo o que sea combinación lineal de los preceden- 
tes, y se verá que los vectores restantes engendran el mismo sub- 
espacio. Mediante inducción resulta : 


CoroLARIO 2. Todo conjunto finito de vectores contiene un sub- 
conjunto de vectores linealmente independientes que engendra el 
mismo subespacio que ellos. 


EJERCICIOS 


1. Estudiar la dependencia lineal en los siguientes conjuntos de vectores: 
a) (1,0, 1), (0, 2, 2), (3, 7, 1) en V,(R) y V,(C); 
b) (0, 0. 0), (1, O, 0), (0, 1, 1) en V,(R*); 
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cd) (a, i,¿4+1, (i, —1, 2—i), (0, 0, 3) en V,(C); 

d) (1, 1, 0), (1, O, 1), (0, 1, 1) en V,(J,) y en V,(J,). 

En caso de dependencia lineal, seleccionar un subconjunto linealmente 
independiente que engendre el mismo subespacio. 

Demostrar que los vectores (a,, a,) y (b,, b,) en V,(F) son linealmente 
dependientes si, y sólo si, a,b, —a,b,=0. 


Sea £,=01, 1, D, €£,=(2, 1, 2), £,=(3, 4, —1), £,=(4, 6, 7). Hallar números 


*, €y no todos nulos, tales que c,£, +c,É,+c,£,+C,£,=0. 


10. 


11. 


12, 


*13, 


5. 


Sea 91, =(1+1, 21), q,=(2, —30, 9, =(21, 3441). Hallar todos los números 
complejos e, tales, que C,7, +C,7,¿+0C,9,=0. 

Hallar dos vectores que engendren el mismo subespacio que todos los 
vectores (7, X,, Y, x,) que satisfacen a 1,+2,=x,—x,=0, 

El mismo Ejerc. 5. para los vectores satisfaciendo a 


Br, — 21, +42, +2,=2, +2, — 321, —21,=0. 


Demostrar que si fi no está en cl subespacio S, pero sí en el subespacio 
engendrado poz S y «, entonces « está en el subespacio engendrado por 
S y B. 

Demostrar que si £,, £,, €, son independientes en VA(R), entonces también 
lo son £,+£j E +Ew Es +É,. ¿Es cierto esto en cualquier Vn(F)? 
¿Cuántos elementos existen en cada subespacio desarrollado por cuatro 
elementos de V;(J,) linealmente independientes? Generalizar este re- 
sultado. 

Definir un «espacio vectorialo sobre un dominio de integridad D. ¿Cuá- 
les de las postulados y teoremas tratados antes fallan en el caso más 
general? 

Demostrar que tres vectores con coordenadas racionales son linealmente 
independientes en V,(R*) si, y sólo si, son linealmente independientes 
en V,(R), Generalizar este resultado de dos modos distintos. 

Si los vectores «,, ..., «tm son linealmente independientes, mostrar que 
el vector f3 es una combinación lineal de a,, ..., an si, y sólo si, los vec- 
tores A, ..., a, fi son lincalmente dependientes. 

Demostrar que los números reales 1, Y2 y y5 son linealmente indepen- 
dientes sobre el campo de los números racionales. 


Base de un espacio vectorial 


Hay muchos conjuntos de vectores de Y = V,(F) que comparten 


con los vectores unitarios «,, ..., ea las dos propiedades de ser lineal- 
mente independientes y engendrar a V,. Así los a,=(1, 1, 0), 
az=(0, 1, 1,) y a,=(0, 0, 1) tienen estas propiedades en V,(P). 
Puesto que 


O=7,0,+7,0,4+7,0,=(2,, T,+T7, 12+73) 
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:upone que ha de ser 7,=0, 7,=0 y 7,=0: y cada vector (Y,, Ya, Ys) 
le W,(F) puede expresarse en la forina 
(Yi, Yar Y) =Y 10, + (Ya — Y: )a2+ (Y, — Ya +Y1)0,. 


¿sto nos lleva a formular la siguiente 


DEFINICIÓN. Una base de un espacio tectorial es cualquier sub- 
'onjunto suyo linealmente independiente, que engendra al espacio 
mtero. Diremos que un espacio rectorial es de dimensión finita 
suando tenga una base finita. 


Por ejemplo, consideremos la ecuación diferencial lineal homo- 


l; : 
génea ca —3 Sr + 27=0, con coeficientes constantes. Se com- 


prueba fúcilinente que la suma 7,(()+x,(t) de dos soluciones es 
una solución, y ¿gue el producto de una solución por una constante 
(real) es una solución. De aquí que el eonjunto TY de todas las solu- 
ciones z(t) de esta ecuación diferencial es un espacio vectorial (es 
también un subespacio del espacio de todas las funciones x(t) que 
son derivables dos veces). Si se pudiera encontrar una base para 
este «espacio solución» V, esto significaría que todas las posibles 
soluciones podrían expresarse como combinaciones lineales de es- 
tas soluciones básicas. En el easo considerado, e* y e” son solucio- 
nes lincalmente independientes, y puede demostrarse que la solu- 
ción más general es de la forma r=c,e' +c,e**, con las «constantes 
de integración» c, y cz. El procedimiento que se acaba de bosquejar 
se emplea actualmente en Mecánica, teoría de las corrientes eléc- 
tricas y otros problemas referentes a vibraciones. 

'También el campo C de todos los números complejos puede 
considerarse como un espacio vectorial, sobre el campo R* de los 
núrneros reales, si de todas las operaciones algebraicas en C aten- 
demos tan sólo a la adición de números complejos y a la multipli- 
cación («escalar») de números complejos por reales. Este espacio 
tiene dimensión 2, pues 1 e í forman una base; cada uno de estos 
dos elementos engendra, respectivamiente, el subespacio de los nú- 
meros reales y el de los imaginarios puros. Los números 1+i 
y 1—i forman otra base (menos cómoda) de C sobre R*. 

Finalmente, el dominio F(x] de todas las formas polinómicas 
en una indeterminada x sobre un campo FF es un espacio lineal so- 


es única. 

Por analogía con las correspondientes definiciones en los domi- 
nios de integridad y grupos. definiremos un isomorfismo entre dos 
espacios vectorides Y y 1%, sobre un mixto campo E, como una 
correspondencia biunivoca ¿6 £€ entre los elementos de U y los 
de Vital, que (E = EY y (efY cg para todos los vectores €, y 
en Y y todos los escalares e en PF. 


Teorema 5, Codo espucto vectorial NY sobre Y de dimensión 
finita es isomorfo con un esprieio VEA de n-plas, (Cfr. $2, 


Pero daros 
cOn capota Cih. +. 


A ES Dead ñ . : 
HiSi RATA Ups a Y Cala MECA 


de Y puede expresarse de modo único como ima combinación lineal 


NE E HA PA 
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bre E, tante li cotaletones evracteristicas de ti espacio vectorial 
sesátisfaven en Ple. La definición de igualdad, apirrada a la ecua- 
ción poro, o lenitica que las potenelas Loro rta som lineal 


mente ind. pendientes sobre F. Deducimos de lo dicho que Le 
tiene una base infinita cos sutuída por estas potencias. va que todo 
vector forma polinómicar puede ser expresado como una combi- 
nación linea) de un subconjunto finito de esta base. 

Según el Corolario 2 del Teorema 3, todo espacio vectorial en- 
gendrado por un subconjunto finito, sea o no linealmente indepen- 
diente, tiene una base finita; vetuos así que la condición necesiuria 
y suficiente para que un espacio vectorial tenga dnuensión finita 
es que pueda engendrarse a partir de un conjunto finito. 


TEOREMA 4. La representación de un vector en un espacio Y, 
como combinación lmeal de los vectores de una base dada. es nica. 


Como la báse 4,, ..., aa engendra el espacio, cada vector es una 
combinación lineal ¿E=.0,4,4+...4£187. Si é pudiera representarse 
por otra combinación lineal tal come 4,4,+...4 YuGn, restando y 


A INBA O GU GARZA AID LILIA UL AU 

expresar un vector dado B-=(b,, ..., 
ción lineal de los elementos de una 
por los vectores unitarios e, .... €. 10 VECTORIAL 191 
Sea la base a,=(4,,,..., 410), 0 =(4z,, 
En tal caso, afirmar que fA=.,q,41recen en esta representación 
decir que 2 respecto a la base ay. ..., Ga. 
sealar €, podemos usar la ley 
CO A A AO 
Y así, las coordenadas 1 de A relativa 
calentarse resolviendo el sistema de ect 

vada por el escalar c. De modo 
+ vector 9=Y4/0,+...+Yn0a, SIN 
«espondientes, por la ley aso- 
Mita 


ol(0r¿dA, 


Ud ade 


rt. Yad A. 


nadas guarda un paralelismo 
(6) de producto escalar y de 
un isomorfismo en la corres- 


IA A 1) 


bre la n-pla de sus coordena- 


| menos teóricamente, el pro- 
'orfismos) de todos los espa- 
¿1 razonamiento puede exten- 
'1so de infinitas dimensiones. 
la de resolver el problema de 
b,) de Va(I') como combina- 
base que no esté constituida 
= (ee, + (eto no es difícil, sin embargo. 
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Los cveficientes escalares 4 qUe api 
se>3lanin las coordenadas del veetor € 
Para multiplicar el vector E por el e 
distributiva : 
(0 


así que basta as cada coorden "> Und ++, UG (Mp1, ..., on). 
semejante puede sumarse E con otra 142+ + Mo4a es tanto como 
más que sumar las coordenadas corr 


ciativa, oy Lin. nf), 


2 it ; 

Qu 59= (+ da + (+ YD a la base a, ..., a pueden 
Este modo de operar con las coordetClones lincales simultáneas : 
completo con las definiciones (5) y 


suma de las n-plas. Así obtenemos * 
pondencia biuntroc: 


Muy ln bh, s 


Unala - Un, 
(22) ES LA bl. + La 


E AN A PASS E O A PA 
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El método para resolver estas ecuaciones fué explicado en el 
Capítulo II, $3. La independencia lineal de a,, ..., a, asegura en 
el presente caso Ja existencia y unicidad de la solución. 


TEOREMA 6. Todo conjunto linealmente independiente de ele- 
mentos de un espacio vectorial de dimensión finita, es parte de 
una base. 


Sea el conjunto independiente É,, ..., Ér, y Sea 4,, ..., Ga UNA 
base de V. Formemos el conjunto [E,, ..., £r, %, -.., An]. Podemos 
extraer de aquí (Teorema 3, Corolario 2) un subconjunto indepen- 
diente que también engendra Y (o sea, una base para V), sepa- 
rando uno a uno los términos que sean combinación lineal de los 
que le preceden. Como los É, son independientes, niugún És será 
separado y la base que resulte contendrá todos los £,, c. q.d. 


EJERCICIOS 


1. Sean a,, a, a, tres vectores linealmente independientes en V,(F) tales, 
que cada vector unidad e, es una combinación lineal de a,. a, y a, De- 
mostrar que a,, «,, «, forman una base de V,(F). 


2. En Ejerc. 1 de $4 ¿cuáles de los indicados conjuntos de vectores son ba- 
ses del espacio que les contiene? 


¿Forman los vectores (1, 1, 0) y (0, 1, 1,) una base de V,(R)? 


4, En V,(R) hallar las coordenadas de los vectores unidad e,, €,, €, y €,. con 
relación a la base 


a,=(,1,0,0  «,=(0,0,1, 1  «ajs=(1,0,0,4,  «=(0,0,0, 2. 


5. Hallar las coordenadas de (1, 0, 1) relativas a la siguiente base en V,(C): 
(21, 1, 0), (2, —1, 1), (0, 144, 1 — 4). 


6. Hallar cuatro vectores de V,(C) que en conjunto engendren un subespa- 
clo de dos dimensiones, siendo linealmente independientes dos a dos. 

7. Mostrar que los números a+by/24+cv3+dy46+e4/12, con a, ..., e raclo- 
nales, forman un anillo conmutativo, y que este anillo cs un espacio vec- 
toríal sobre el campo racional R. Hallar una base para este espacio. 


8. Mostrar geométricamente que dos vectores no colineales en V,(R*) for- 
man una base de V,(R”). 


9. Demostrar que: 


a) Un vector determinado de V,(F) nunca es una base de V,(F); 

b) Tres vectores de V,(F) son siempre linealmente dependientes (con- 
fróntese Ejerce. 2 de $4). 

c) Cualquier base de V,(F) consiste, exactamente, en dos vectores. 


6) E DIMENSIÓN 193 


10. En V,(R) hallar: 


a) Una base que contenga al vector (1, 2, 1, 1); 
b) Una base que contenga los vectores (1, 1, 0, 2) y (1, —1, 2, 0); 
c) Una base que contenga lo3 vectores (1, 1, 0, 0), (0, 0, 2, 2.) y (0, 2, 3, 0). 


11. Sl c,a+c,B+c,y=0, con e, y e, 30. mostrar que « y ff engendran el 
mismo subespacio que fi y y. 


6. Dimensión 


Los párrafos anteriores sugieren la idea de que cualquier ba 
de V,(F) tiene n elementos. Vamos a probar ahora esta «invaria: 
cia del número dimensional» : demostrareinos que todas las bas.e 
de un espacio vectorial 1 de dimensión finita tienen el mismo nú- 
mero de elementos. : 

En efecto, sea A,=[4,, ..., 4] un conjunto de vectores que 
engendran V, y sea [£,, ..., €] un subconjunto de Y linealmente 
independiente. En tal caso, €, es una combinación lineal de las a,; 
y entonces, el conjunto B,=[É+. a,, ..., da] engendra Y y es lineal- 
mente dependiente. De aquí, por el Teorema 3, B, contendrá un 
término dependiente de sus predecesores. Si se prescinde de este 
término quedará un subconjunto A,=([Ér, a ;1, ..., G1(a-1)], que en- 
gendra V. Repitiendo el razonamiento, el conjunto B¿=[én,, Ér, 
W(1)s «»»> Ga.1)] engendra Y y es linealmente dependiente. Hay, 

- pues, algún término de B, que es combinación lineal de los prece- 
dentes. Como las £, son independientes, este término no puede ser 
uno de ellos y deberá ser uno de los «,. Si se suprime, nos en- 
contraremos con otra sucesión de n elementos que engendra Y, 
As=[£0s, r, O)» -»<>» Gt]. Repitiendo el argumento 7 veces 
llegaremos a una sucesión de n elementos que engendra V de la 
forma Ar=[É,, ..., Ér, Ax(q), -».» Gx(on]. De esto concluímos que 
n>r. Este resultado podemos enunciarlo como sigue : 


Teorema 7. El número de elementos de cualquier conjunto que 
engendra un espacio vectorial V es igual o mayor que el de cual- 
quier subconjunto linealmente independiente de V. 


En particular, si Y tiene dos bases (dos conjuntos independien- 
tes que puedan engendrar 1) constituídas por m y m' elementos 
respectivamente, se verificará a la vez que m>m' y que m>m. 
Tendrá, pues, que ser m=n!". Luego 


13 - ÁLGEBRA MODERNA 
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CoruLario 1. Dos bases cualesquiera de un espacio tectorial 
de dimensión finita V tienen el mismo número de elementos. 


Este número, indicado por d[ 1] se llama dimensión de V. 


CoroLario 2. En un espacio tectorial n-dimensional, n+ 1 vec- 
tores cualesquiera son linealmente dependientes. 


CoroLarto 3. Un espacio vectorial sobre Y de dimensión finita 
es isomorfo con V,(1) para un solo y preciso enlor de n. 


TeEorEMA 8. Para que un conjunto A de n rectores de V =Wa(1") 
sea una base, es suficiente que puedan engendrar V o que sean 
linealmente independientes. 


Demostración. Si A engendra Y, contiene un subconjunto 1” 
que es una base (Teorema 3, Corolario 2) ; pero A” tiene n elemen- 
tos por el Teorema 7, luego será igual a «1. Asimismo, si A es in- 
dependiente, será parte de una base A”. por el Teorema 6, la cual 
tendrá n elementos, por el Teorema 7. y por tanto, será la misma +1. 


Teorema 9. Sí S y T' son dos subespacios del espacio vectorial 
V, sus dimensiones satisfacen a 


(23) d[S] +d(17=d[S-=T]+0d[S+T]. 


En efecto : sea É,, ..., € una base para ST; por el Teore- 
ma 6, S y T tendrán basos 1, ..., €n, Ur» «<, Ur Y En» ...s En, 519 +0<s 609 
respectivamente. Evidentemente, las €, y, y $ juntas engendran 
S+T. Ellas constituirán una base, ya que 


MER. Fr Pd A. Ed... +Ot=0 


implica que by, =—a€, —MXcata esté en T, de donde Xb,y, está 
en S=T y entonces b/1,=Xd/É, para algunos escalares d,. Pero 
como los É, y n, son independientes, cada b, es 0. Del mismo modo 
veríamos que cada c.=0; por sustitución obtenemos Xay,=0 y cada 
a=0. Esto nos muestra que los É,, y, y la son una base para S+ 7. 

Después de demostrar esta propiedad, observemos que la conclu- 
sión es la de la regla de aritmética : (n+r+(n+4s)=n+(n+T+5). 


EJERCICIOS 


l. Si dos subespacios S y T de un espacio vectorial V tienen la misma di- 
mensión, demostrar que S < T implica S=T. 


7) 


4. 


7. 
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En V,(R), dos subespacios S y T son engendrados, respectivamente, por 
los vectores 

S: (1,—1,2. —3), (1,1,2,0), (3, —1, 6, —6); 

T: (0, —2, 0, —3), (1, 0, 1, 0). 


Hallar las dimensiones de S, de T, de S—T y de S+T. 

Hallar la dimensión máxima posible de S+T y la menor dimensión po- 

sible de S—T, donde S y T son subespacios variables de dimensiones 

determinadas s y t en VA(F). 

Demostrar para los subespacios que S- T=S=T", S4T=S4+T' y TST" 

implican T=T", 

Un «automorfismo» de un espacio vectorial V significa un Iisomorfismo 

de V consigo mismo. 

a) Demostrar que la correspondencia (x,, x,, 2,) 49 (1, —1,, x,) es un 
automorfismo de V,(F). 

b) Demostrar que V,(F) tiene un automorfismo de «orden» n, en el sen- 
tido de la teoría de grupos. 

Si S es un subespacio r-dimensional de V,(F), demostrar que existe un 

subespacio (n —r)-dimensional T tal, que S-- T=0, S+T=V(F). 

Sea V un espacio vectorial con subespacios «complementarios» S y T sa- 

tisfaciendo a S-—T=0, S4+T=V. Demostrar que V está determinado, 

salvo Isomorfismos, por S y T. 

Demostrar que, en Ejercicio 7, si V tiene una base finita, T estará deter- 

minada por S y V, salvo isomorfismos. 

Demostrar que, dados los espacios vectoriales S y T sobre un campo F, 

exíste un espacio vectorial V que tlene subespaclos «complementarios» 

(Ejercicio 7) isomorfos con S y T, respectivamente, 

Un automorfismo de V,(R) transforma (1, 0) en (0, 1) y (0, 1) en (—1, —1. 

¿Cuál es su orden? ¿Depende la respuesta de la base del campo? 


. Resolver Ejerce, 2 para el más general V,(Jp). 
. Definir la «independencia lineal» de un conjunto infinito de vectores. Es- 


tablecer algunos teoremas relativos a estos conjuntos independientes. 


. 2) ¿Cuántos conjuntos de dos elementos linealmente independientes tic- 


ne V,(J,)? ¿Cuántos de tres elemenjos? ¿Y de cuatro elementos? 
b) Generalizar la fórmula a Va(J,) y a V,(Jp). 


. Establecer una correspondencia biunívoca entre los automorfismos (con- 


fróntese Ejerc. 5) de un espacio vectorial y sus bases ordenadas. ¿Cuán- 
tos automorfismos tiene V,(J,)? Comprobarlo en el caso n=p=2, 


. ¿Cuántos espacios k-dimensionales diferentes tiene Va(Jp)? 


Productos internos 


La discusión precedente no ha hecho ninguna mención de la 


longitud de los vectores o de los ángulos que forman en el espacio 
ordinario. Para esto hay una razón poderosa. 


Ciertamente, la correspondencia £>2É dobla la longitud de 


cada vector en el plano, pero es un isomorfismo de V¿(R*) con res- 
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* pecto a la adición vectorial y a la multiplicación por escalares. Esto 
nos dice (*) que no puede definirse la longitud mediante las opera- 
ciones vectoriales consideradas hasta ahora. Una observación aná- 
loga se aplica a la definición de ángulos. 

Se puede, sin embargo, definir ambos conceptos de un modo 
conveniente mediante los productos internas. Llamaremos «pro- 
ducto interno» de dos vectores £=(x,, ..., Ta) y 9=(Y,, -.., Ya) con 
componentes reales, la cantidad 


(24) (E, M=T Y +TaYa +. + TaYa. 


(Como esto es un escalar, los físicos llaman a este producto interno 
el «producto escalar» de dos vectores.) Los productos internos tie- 
nen cuatro propiedades algebraicas importantes, que son consecuen- 
cias inmediatas de la definición (24) : 


(25) (sn, O=(E, D+ ln, DO,  (cÉ, m=cl, 1; 
(26) (€, m=(9, €), (€, €) >0 a menos que ¿=0. 


Las dos primeras igualdades dicen que los productos internos 
son lineales con respecto al primer factor; la tercera expresa la ley 
simétrica o conmutativa. Del conjunto de estas tres resulta que el 
producto interno es lineal con respecto a ambos factores (bilineali- 
dad); la cuarta condición es que el producto (£, £) sea positivo (ex- 
cepto si £=0). 

Así pues, la fórmula curtesiana que da la longitud (Mamada tam- 
bién «valor absoluto» o enorma») |£| de un vector, en el plano 

V,(R*) es, precisamente, la raíz cuadra- 


ñ da de un producto interno : 
To B- 
0 (27) | Él] = (1412 1= (£, gr, 
oa 
Figura 2. Una fórmula análoga se utiliza para cal- 


cular la longitud de un vector en el es- 
pacio tridimensional. Ahora bien, si a y £ son dos vectores cuales- 
quiera, el teorema trigonométrico del coseno aplicado al triángulo 
de lados a, 8, y=8—a (fig. 2) nos dará 


|A=ap=|a +] 82] a]:|8 |-c08 C 


(*) Un razonamiento de este tipo se llama razonamiento emetamatemático». Ver, 
para más detalles, Cap. XI, $ 7. 
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[con ángulo C= Z(a, B)]. Pero, por (25) y (27), 
¡B—a|?=(B—a, B—a)=(B, B)— La, B)+(a, a). 

Y teniendo en cuenta la anterior, resulta : 

(98) cos Z(a, B)=(a, B)|a|-| Bl. 


El enunciado de esta igualdad es que el coseno del ángulo de dos 
vectores es igual al cociente de su producto interno por el producto 
de sus longitudes. De aquí se deduce que la condición para que dos 
vectores sean geométricamente ortogonales (o «perpendiculares») 
es que su producto interno sea nulo. 

En vista de la facilidad con que los conceptos de adición de vec- 
tores y multiplicación por un escalar se pudieran generalizar a espa- 
cios de dimensión arbitraria sobre un campo arbitrario, es natural 
que tratemos ahora de generalizar de modo semejante los conceptos 
de longitud y ángulo. Sin embargo, nos encontramos con que, aun- 
que aumentar el número de dimensiones no ofrece dificultad, apa- 
recen inconvenientes al considerar ciertos campos. Los productos 
internos pueden definirse por (24), pero las longitudes 


(29) | E] =(é, OWM=(124 zi... qm)? 


no son definibles, a menos que toda suma de n cuadrados tenga una 
raíz cuadrada. Por otra parte, al querer conservar las propiedades 
de la distancia se tiene igualmente alguna dificultad. 

Por estas razones, nos limitaremos en lo referente a longitudes, 
ángulos y distancias a considerar espacios vectoriales sobre el cam- 
po real. Tn el Cap. XT, $12, trataremos las correspondientes nocio- 
nes sobre el campo complejo. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar en el plano, por geometría analítica, que el cuadrado de la 
distancia entre ¿=(x7,. x,) y n=(y,. y) es 1£l*+|79 1? —2(É, »). 

2. Utilizando los cosenos directores en el espacio tridimensional, demostrar 
que dos vectores £ y y son ortogonales si, y sólo si, (£, n)=0. 

3. Sila longitud se define por la fórmula (29) para los vectores £ cuyos com- 
ponentes sean números complejos, mostrar que existen vectores no nulos 
con longitud cero. 

4. Mostrar que existe una suma de dos cuadrados que no tiene raíz cua- 
drada en el campo J, y en el J,. 
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5. Demostrar las fórmulas (25) y (26), partiendo de la definición (24). 
6. Demostrar la fórmula análoga a (25), estableciendo que el producto in- 
terno €es lineal para el factor a la derecha. 


8. Espacios vectoriales euclídeos abstractos 


Nuestros razonamientos de geometría con cualquier número de 
dimensiones, se fundamentarán sobre la siguiente definición abs- 
tracta, sugerida por las consideraciones del $7. 

DerInIcióÓN. Un espacio vectorial euclideo es un espacio teg- 
torial E con escalares reales, en el cual, a dos cualesquiera de sus 
vectores É y y corresponde un «producto interno» (real) que es si- 
métrico, bilineal y positivo, en el sentido de (25) y (26). 


EJemPLO 1. Todo V.(1*) sobre el campo real es un espacio vec- 
torial euclídeo n-dimensional si (£, y) se define por la igualdad (24). 


EJEMPLO 2. Las funciones continuas reales ¿(7)? sobre el domi- 
nio0<zx<1 forman un espacio vectorial euclídeo de número infi- 


s F A - a 1 
nito de dimensiones, si definimos (+, Y)= f ¿e(0yvlaldr 
0 


La longitud |£| de un vector €, de un espacio vectorial euclí- 
deo E, puede definirse inediante el producto interno, como raíz cua- 
drada positiva de (£, €); la existencia de esta raíz está asegurada 
por ser (£, £) positivo. 


TEorEMA 10. En un espacio vectorial euclideo, la longitud tiene 
las siguientes propiedades : 


1) |c£]=[0|-[£: 
2) |£|>0, excepto si es £=0; 
3) 16€, 9|<|€|-9] (Desigualdad de Schicarz) ; 
4% |¿+9|<|¿l+]9] (Desigualdad triangular). 
Demostraciones. Como (cé, c£) =c*(£, €), es cierta 1). La pro- 
piedad 2) es consecuencia de la condición de positividad exigida en 
la definición de un espacio vectorial cuclídeo. La demostración 
de 3) es menos inmediata. En primer lugar utilizaremos el desarrollo 
E—m E—m=(E—9, )—(E—8, )= 
=(E, E—(9, 1—(E, y+ (1, m= 
=(€, E —2£, y+(n, ». 
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Por las condiciones de la definición, es (¿—31, EÉ— >0; asi, 
transponiendo, encontramos : 


(£, D+(n, m=|€1P+]"|? > 2(€, »). 


El mismo resultado obtendriamos reemplazando É por —£, de modo 
que —2(É£, m) es también menor o igual que | £|?+]»|?. Esto signi- 
fica que el valor absoluto ordinario del número real 2(£, y) está aco- 
tado por 


(30) E, m<]|£l*+]" |? 


Si £ y +] son vectores de longitud 1, entonces | £'|?=]€|-| y |=]*f?, 
así que (30) da 2] (€, 7)|<21€ |-] 71], eomo se requiere en 3). Tam- 
bién es trivial 3) en el caso de ser £o y igual a O. 

Consideremos ahora vectores no nulos é y y. Por 1), los múlti- 
plos escalares £=(1/£D£ y Y =(1/| 9] tienen módulo 1, y en tal 
caso 3) es ciertg para £ y y. Pero € y y son los múltiplos escalares 
¿=cf, y=du en los que c=|£|, d=|1]. así que 


(E, m=(c£, dii=cd(E, Y), 
[€1:)n]=]c8]-)dYI=]c/-14/ 81-17). 


Esto nos muestra que los dos miembros de la deseada desigual- 
dad 3) quedan multiplicados por el mismo factor |cd| cuando € 
y 7 se multiplican por los escalares e y dl. De lo cual deducirnos 
que 3) es válida en general. 

De la 3) obtenemos 4) fácilmente, pues 


[EsnP=(E+m, Er m=(E, E +2(€, »+(n,  < 
</|€?+21€/-19]+]91*=(€]+]n*. 


Si ahora decimos que la distancia entre dos elementos cuales- 
quiera £ y y de E es, por definición, el valor |¿—7|, podemos 
demostrar que se cumplen las llamadas propiedades «métricas» de 


la distancia ordinaria, cuya consideración abstracta fué hecha por 
Trechet (1906). 


TroreEmMa 11. La distancia tiene estas propiedades: (M1), la 
distancia de cada punto a sí mismo es nula, y entre dos puntos 
distintos es positiva; (M2), la distancia es simétrica, o sea, |¿—n| 
=|9—€]; (MI), la distancia tiene la propiedad triangular [¿E—n] 
+1n—5¿|>/|£—I!. 
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Demostración. En primer lugar, 'E—£|=|10/|=10*£!=0-¿¡ 
=0, por 1), mientras |¿—x9|>0 si ¿—n9%0 (o ¿Xn), por >», 
lo cual prueba (M1). En segundo lugar, |¿—x9]=] (—D)-(n—£)! 
=|—1|-]y—£|=|9—£!, por 1). lo cual prueba (1/2), Finalmente, 
(M3) se deduce de 4), pues 


ali] > E—m+ 0D |= 3. 


De la desigualdad de Schwarz deducimos cn particular que, sien- 
do £, y distintos de O, tenemos : —1 <(£, m/|£1-|7] <1. De aqui 
que (£, MI] €|-| 1] es el coseno de un solo ángulo comprendido en- 
tre 0* y 180”, al que definimos como ángulo de los dos vetores É 
y 7 [compárese con el caso particular (28)]. No demostraremos que 
los ángulos abstractos así definidos tengan las propiedades conoci- 
das (¿podría probar el lector que Z(f, y»+(9, Y> Z(£, 99, 
excepto en el caso de ser ingulos rectos. 

Dos elementos É y y se llaman ortogonales (en símbolos, E _1 n) 
cuando se verifica (£, y)=0. Esta definición, aplicada al anterior 
Ejemplo 2, nos proporciona un concepto analítico de gran impor- 
tancia, que es el de «funciones ortogonales». Es fácil probar que 
si¿ ] 7, también y 1 £ (la relación de ortogonalidad es «simétri- 
ca»), y cé | c'y para todos los e y c' (reales). También se observa 
que O es el único vector ortogonal a sí mismo. Además, si (7, £,)=... 
= (7, £m)=0, se verifica que, para escalares cualesquiera cs, 


(m, CE1+...+CmÉn) =C:(9, £)+...+Cnln, da) =0 1:04 ...24.:0=0, 


así que y es también ortogonal a cualquier combinación lineal de 
las É,. Esto prueba : 


'TroreMa 12, Si un vector es ortogonal a É,, ..., En, es lam- 
bién ortogonal a todos los vectores del subespacio engendrado por 


és, ..., En. 


EJERCICIOS 


1. Sea £=(1,2,3. 4), y=(0, 3, —2, 1). Calcular (E, $. |El. Inl. Z(E, m. 


2, Para É y y como en Ejerc. 1, hallar un vector de la forma (1, 1, 0, 0)+c,£ 
+C,n ortogonal a ambos É y 1. 


3. a) ¿Son «ortogonales» sen 2:x y cos 2:x, según el ejemplo 2 del texto? 
b) ¿Son ortogonales sen 2m=x y sen 2n=x? 
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4. a) Hallar un polinomio de grado 2 «ortogonal», en el sentido dicho, a 
lyaz. 


b) Demostrar que existe un polinomio de grado n «ortogonal» a 1, x, 
O 

5. Demostrar que en V,(R*) hay, precisamente, dos vectores de longitud uni- 

dad, perpendiculares a dos vectores dados y linealmente independientes. 

6. Demostrar que existe un vector con coordenadas racionales en V,(R”) per- 

pendicular a dos vectores dados cualquiera con coordenadas racionales. 

7. Si ay B3%0 son vectores fijos de un espacio vectorial euclídeo, hallar 


el vector más corto de la forma y=a+tf. ¿Es ortogonal a 8? Dibujar 
una figura. 


*8. Si a cquidista de Ai y y, demostrar que el punto medio del segmento Br 
es el pie de la perpendicular desde «a a By. 

* 9. Probar que si |£|=|]«| en un espacio vectorial euclídeo, entonces 
¿—a Ll E+a; interpretarlo geométricamente. 

*10. Sea un triángulo de vértices O, a, fi. Calcular mediante la operación 
vectorial de producto interno los pies de las alturas del triángulo. Mos- 
trar que estas alturas tienen un punto común. 


9. Bases ortogonales y normales 


En el Ejemplo 1 del $8, los «vectores unitarios» e, =(1, 0, ..., 0), 

., tm=(0,..., 0, 1), tienen longitud igual a la unidad y son mu- 
tuamente ortogonales. Tenemos así un ejemplo de lo que llamare- 
mos «base ortonormal». 


DerinicióN. Los vectores A,, ..., Um se llaman ortogonales y 
normales (o, brevemente, ortonormales) cuando: 1) |a,|=1 para 
todoi;2)a | ajsiizxgj 


Lema 1. Los vectores a,, ..., an ortogonales y no nulos de un 
Pa ps . . . . 
espacio vectorial euclideo son linealmente independientes. 


Demostración. Si 2,0, +.7,4,+...+70n=0, para k=1, 2, 
m se tendrá: 


0=(0, A) =2,(0,, 041)+...+Im(Am, 044) =X: (01, 01). 


por la supuesta ortogonalidad. Pero a.40 por hipótesis, luego 
(ax, ax) >0 y Ti=0. 

Como corolario resulta que un conjunto de vectores ortonorma- 
les que engendren /, constituyen una base para E. Estas son las 
llamadas «bases ortonormales» de E. 
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Lema 2. Cualquier conjunto a,,..., Qn de vectores ortonorma- 
les de un espacio vectorial euclideo de dimensión finita, es parte 
de una base ortonormal. 


Demostración. Los a, forman una base ortonormal para el sub- 
espacio S de E que ellos engendran. Si S=E, la conclusión es in- 
mediata. En caso contrario, podemos encontrar un vector f de E 
que no esté en S. Procedamos a descomponer f en una parte «para- 
lela» a S y una parte fB* perpendicular a S. Á este fin pongamos : 


(31) B*=B—C,0,—... —CrAm, donde cx=(ax, f). 
Entonces, con independencia de i, la propiedad lineal (25) da : 


(a,, B%)=(a,, BAY cx(a,, Ax),  i=1,..., m. 


Pero (a, B)=C,, mientras (a,, ax) es cero siitk y 1si i=k; de 
aquí que (a,, B*)=c,—c=0, lo que quiere decir que fB* es orto- 
gonal a cada a. Como B=f8*+Xci0x no está en S, el conjunto 
[9,, ..., Am, KA] engendra un subespacio de J que contiene al S. 
Por la misma razón B* 40, y también |8*| >0: deducimos que 
el vector Qu, =PB*/| B* | tiene como longitud 1, y por ser un múl- 
biplo escalar de f8* es ortogonal a los a,, ..., am. Vemos que el con- 
junto a,, ..., An, Gn», es una base ortonormal para un subespacio P 
de dimensión d[T] =m:+1=d[S] +1. Tag demostración se completa 
por inducción sobre el entero d[F] ds]. 

Como siempre podemos encontrar un vector de longitud 1 en E, 
un corolario del Tiema 2 es: 


TeoreMaA 13. Todo espacio vectorial enclídeo E de dimensión 
finita tiene una base ortonormal. 


En particular, deducimos que todo subespacio m-dimensional 
S de un espacio vectorial euclídeo I tiene una base ortonormal 
1, «.-, Am. Si B es un vector cualquiera de E que no pertenezca 
21 subespacio S, la construcción (31) descompone a £ en la forma 
B=B*+y, en la que y=C,0,+...+CmAn está en S, mientras f* es 
ortogonal a cada vector a, de la base, y por lo tanto (Teorema 12) 
a. todos los vectores de S. Esta condición determina unfvocamente 
R* y y, pues si en otra descomposición fuese f:=f8—Xe/a, ortogo- 
nal a cada ax, se tendría : 


0=(8— Zc/a,, ad=(B, ad) — Y, c(a,, ad)=(B, a) —cer. 
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Los coeficientes Cx =(f8, ax) son exactamente los mismos coeficien- 
tes e, utilizados en (31). La conclusión es el siguiente 


COROLARIO. Si S es un subespacio de dimensión finita de un 
espacio vectorial euclideo E, cualquier vector B| de E puede ez- 
presarse de modo único como una suma B=PB*+y, en la cual y está 
en S y B* es ortogonal a todos los vectores de S. 


El vector y se llama proyección ortogonal de f sobre $. 

Representemos ahora por S' el conjunto de todos los vectores 
de E ortogonales a todos los vectores de S (esto generaliza la no- 
ción de plano perpendicular a una recta dada). Si B, y £, están 
en S”, entonces cada vector a de S es ortogonal 1 B, y fa y, por el 
Teorema 12, n toda combinación lineal c,f8, +c,B,. Por ello, S' con- 
tiene a todas las combinaciones lineales de sus vectores, luego es a 
su vez un subespacio ; como el único vector ortogonal a sí mismo 
es O, S y S' tienen únicamente este vector común y S=S'=0. 
Por el corolario anterior, todo vector de E tiene la forma fB*+y, 
en la que fB* está en S' y y en S. Esto quiere decir que S+8'=E. 
La dimensión de S' puede ser calculada por (23). Esto sc resume 
en el 


'Trorema 14, Sea S un subespacio cualquiera de un espacio 
ecctorial euclídeo 13. 1£l conjunto S' de los vectores ortogonales « 
todos y cada uno de los vectores de S es un subespacio que satisface 
a las relaciones E-8S'=0, S+S=1 y d[S] + d[S]=d[E). 


151 subespacio S” se lama complemento ortogonal de $. 

Concluiremos este capítulo determinando todos los productos 
internos posibles en un espacic vectorial euclídeo 1 (real). 

Wiácilinente se ve que si a,, ..., a, es una base cualquiera de Y, 
dudos dos vectores arbitrarios É=7,0,+...4Za%a Y 7=Y410,/+...+ 
+Y.%, tendremos : 


(32) (€, m=(1a, Mya) = z T,Yx(A,, 01). 
, 


por la bilincalidad del producto interno. Así pues, el producto in- 
terno de dos vectores cualesquiera está determinado por las n* 
constantes reales (a,, d1)=dx como una cierta forma «bilineal» 
p> daTiYe en las coordenadas 7, e Ys. Como (a,, 41)= (ax, a), esta 


forima se llama «simétrica». 
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Reciprocamente, cualquier forma bilineal y simétrica Y antiyx 


1x 
(Ax=00), en Va(F), satisface las tres primeras condiciones de (25) 
y (26). La cuarta condición es que la forma cuadrática Y antita 


sea «definida positiva», es decir, sea positiva para todos los valores 
reales de las x,, excepto cuando toda 1,=0. No es fácil traducir esto 
“en una condición a la que deban cumplir los coeficientes as. 

Si suponemos la base ortonormal, tenemos (a,, 41) =0, si i3Ek, 
y (as, a1)=1; de aquí que la (32) se reduce a 


(33) (£, D= E UY=0Y1 +... + Za. 


TEOREMA 15. Un producto interno «abstracto», referido a una 
base ortonormal, adopta la forma concreta (33). 


Con esto hemos terminado el análisis de los espacios vectoriales 
euclídeos abstractos de número finito de dimensiones ; únicamente 
continúa en el misterio la naturaleza de los de infinitas dimen- 
siones. 


EJERCICIOS 


1. Hallar bases ortogonales normales de los subespacios de un espacio euclí- 
deo de cuatro dimensiones engendrados por 
a) (1, 1,0, 0), (0, 1, 2, 0) y (0, 0, 3, 4); 

b) (2, 0, 0. 0), (1, 3, 3, 0) y (0, 4, 6, 1. 
(Sugerencia: Primero hallar bases ortogonales, después normalizarlas.) 

2. Dibujar una figura que ilustre la proyección ortogonal de un vector sobre 
un subespacio unidimensional. 

3. Hallar las proyecciones ortogonales de f=(2, 1, 3) sobre el subespacio en- 
gendrado por «=(1, 0, 1), 

4. Hallar la proyección ortogonal de f2=(0, 0, 0, 3) sobre cada uno de los sub- 

espacios del Ejerce 1. 

5. Hallar el complemento ortogonal de los subespacios engendrados por 
(2, 1, —2) en un espacio euclídec tridimensional. 

6. Hallar el complemento ortogonal de cada uno de los subespacios del Ejer- 
cicio 1. 

7. Demostrar que para dos subespacios cualesquiera S y T>S de un espa- 
cio vectorial cuclídeo E de finitas dimensiones, existe un subespacio X 
que es un «complemento relativo» de S en T, en el sentido de que 
a)feX y neS implica € |] 1, b) S4X=T. Demostrar que este subespacio 
es único, y discutir sus dimensiones. 

8. Demostrar que el complemento ortogonal S' de un espacio dado S en E 
es un subespacio completamente determinado por la propiedad de que 
cualquier vector de S' es ortogonal a cualquier vector de S y que S+S'=E 
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Demostrar que (S'"=8S; en otras palabras, la relación «T es complemento 
ortogonal de S» es una relación simétrica entre subespacios. 


. Demostrar (S4+T)=S'—T' y (S—TY=S'+T'" en cualquier espacio eucli- 


deo de finitas dimensiones. (Advertencia: Una parte es más fácil de de- 
mostrar que la otra.) 

Demostrar que una base ortogonal normal para S y una base ortogonal 
normal para S' constituyen, juntas, una base ortogonal normal para E. 


CAPITULO VIT 


Algebra de las matrices 


1. Transformaciones lineales y matrices 


Hay muchas y muy conocidas maneras de representar linenl- 
mente el plano sobre sí mismo, es decir, de hacer que cada punto 
(x, y) del plano se transforme en un nuevo punto, cuyas coordena- 
das (2, y) vengan dadas como funciones lineales y homogéneas 
dexey: 

(1) Yd=ra+yat, y=1b+yb*” 


Por ejemplo : la rotación con centro en el origen y de ampli- 
tud 9 (medida en sentido contrario a las agujas de un reloj) se ex- 
presa por las ecuaciones lineales 


(2) R,: Z=gacosOó—ysenf, y =.. sen 04 y cos Ó. 


Si el plano se dilata uniforme y radialmente desde el origen, 
moviéndose cada punto (zx, y) hasta una distancia de dicho origen 
euya razón con la distancia primitiva sea >1,las nuevas coorde- 
nadas del punto (27, y) son asimismo funciones lineales de las an- 
tiguas, 


(3) Sii e=kr, y =ky. 


Una transformación de la forma (3) será llamada transforma- 
ción de semejanza. Si 0<k<1, se tratará de una compresión ha- 
cia el origen. 

Si k=—1, se tiene una simetría resperto al origen, o una rota- 
ción de 180% (2'=—r, y =—y). También es una transformación 
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lineal del plano, el movimiento de cizalla o corrimiento sobre el 
eje 3, cuvas ecuaciones son : 
(1) Mio i=r+0aY, Y=Y. 

En esta transformación, cada punto se mueve sobre una para- 
lela al eje x, y un rectángulo de lados paralelos a los ejes es trans- 
formado en un paralelogramo (figura 1). También mediante una 


transformación lineal, el plano se dilata de modo uniforme a lo 
largo del ejer, 


(5). Un: £=be, yY=y (L6>1). 


Si0<b<1, estas ecuaciones representan una compresión ha- 
cia el eje y. Si b=—1, se ten- 


drá una simetria o reflexión res- PD c D' Cc” 
pecto al eje y. Existen, además. [] =/ / 
transformaciones lineales de todo 

el plano sobre una parte del mis- 4 BO Oe B' 
mo. Una de ellas es la 2=x, Figura 1 


y'=0, que proyecta cada punto 
sobre el eje 7. Evidentemente, esta transformación no es bi- 
unívoca. 

Los precedentes ejemplos se han interpretado como sendas trans- 
formaciones de los puntos P de coordenadas (x, y), pero evidente- 
mente pueden interpretarse como transformaciones de los corres- 
pondientes vectores OP de componentes r e y. ln general, las 
ecuaciones (11 definen una transformación “P que transforma al 
vector £=(.r, y) en el vector € =(7, y)=(ra+ya*, rb+yb*), esto 
es: É>SET- €. Las transformaciones lineales tienen gran número 
de propiedades algebraicas extremadamente importantes. 

Por ejemplo, si « e y se multiplican por un mismo escalar e, 
veremos que, por (1), re y" quedarán asimismo multiplicados por 
Cc, de iodo que el vector (c£)T, transformado del producto de un 
escalar por un vector, es c£ =c(£T), o sea, el producto del escalar 
por el transformado del vector. De un modo análogo, el vector 
transformado de la suma de dos vectores (2, +2, Y, +2), es la 
suma de los vectores transformados de los sumandos (r,, Y) y 
bd ya, según resulta inmediatamente de (1. Estas dos propie- 
dades, 


(6) COP AEM. AE EDT E PAE 


208 ALGEBRA DE LAS MATRICES [Car. VIH 


- son suficientes para dar una caracterización abstracta de las trans- 
formaciones lineales homogéneas (1), independientemente de Ja 
base del espacio vectorial. 

En efecto, supongamos una transformación ¿T' que esté defini- 
da para todo vector £=(x, y), de modo que se cumplan las condi- 
ciones (6). Sean e,=(1, 0) y e.= (0, 1) los vectores unitarios, y 
sean e¿T=(a, b) y e¿T=(a*, db”) sus respectivos transformados. 
Puesto que (7, y) =7e,+yc,, las condiciones (6) nos dan : 


(2, YT =(2c+Y400T =(2YT + (ye JT = 
=Z (a, b)+yla?, db*)=(ra+ ya”, «b+yb*). 


Las componentes 7'=xa4+Ya*, y =xb4+yb* del vector transfor- 
mado son, pues, funciones lineales de x e y como en las ecuacio- 
nes (1). Por esto, las propiedades (6) implican que la transforma- 
ción está representada por ecuaciones de la forma (1) y reciproca- 
mente. 

El precedente estudio de las transforinaciones lineales del plano 
real puede generalizarse a espacios de cualquier nútnero de dimen- 
siones. Tampoco es preciso que las coordenadas sean números rea- 
les, sino que pueden ser elementos de cualquier catnpo F. 


DerinicióN. Uma transformación lineal '' de un espacio vec- 
torial V es una correspondencia que representa a todo vector £ de Y 
sobre un vector EN de V, de tal modo, que para todos los vectores 
€ y 1 y todos los escalares e y d es 


(7) (c£+ dy T =c(£1) +01). 


Como en el caso del plano, esta definición implica que la trans- 
formación 'l' pueda representarse por un conjunto de ecuaciones 
lineales homogéneas. En efecto, cada vector e de una base dada 
€1, .:., €, tiene un transformado «7, el cual, lo misino que cual- 
quier vector del espacio, puede ser expresado como una combina- 
ción lineal de los vectorez de la hase, o sea : 


4104964 +..+010= Y) 010 
1 

(8) Td +030+...+0t0= Y) 0214; 
J 


Arosa ros r raro rr rr 


Gal =0501+ lar +... +Ganta= Y) Mat). 
1 
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Un vector arbitrario ¿= Y re, tendrá, pues. un transforinado 


3 
que podemos expresar, utilizando repetidamente la (7). como sigue : 
(a) Es YnlaT)= Y) 1446 = Y; (Zi) 6. 
3 1 14 3 3 


En la última expresión hemos agrupado los coeficientes de cada 
vector e, en un solo término 7,4. Este coeficiente es, por lo tan- 
to, con relación a la base e,, ..., ta, la coordenada y, del vector 
transformado £T=y=Xyx<,. En otras palabras, 


Y =T7 0 +2 la Tallo = Y) 010 
1 


(0) Y2=U (134 Palas.  Tatlos= Y Lilas 
1 


Po ronsorrans..” roo... .r.o...o .. 


Ya=T ¿Mio + Lale. Tolao= Y Lio 
3 
Estas ecuaciones representan la transformación T referida a una 
base dada, en el sentido de que T hace corresponder al vector £ de 
coordenadas (1, ..., a) el vector y=ÉT, cuyas coordenadas (y,. 
..., Ya) están dadas por las ecuaciones (9). 


Teorrma 1. Con referencia a una base dada er, ..., ta, del es- 
pacio vectorial V, cualquier transformación lineal T de V sobre si 
mismo es representable por un conjunto (9) de ecuaciones lineales 
homogéneas en las coordenadas. 


Los coeficientes «1, que intervienen Ca Ga +... Gr 
en las ecuaciones (8) y (9) pueden ser da Ora... an, 
dispuestos según la ordenación que se 
muestra a la derecha. Estos a, perte- Á= 
necerán al campo 77, si F es el campo y : . 
de los escalares del espacio vectorial En de Sari: tn 
dado. La disposición de estos » x 1 Coe- Ñ ) 
ficientes en un cuadro «l constituye una matriz cuadrada de orden n 
sobre F (*%%, o, como también se dice, una matriz nxn sobre [“. 
Da fila f-ésima de la matriz es: 


(10) Ai=(lu. Mus. Gal. 


(*) Si el lector desea considerar sólo el caso Importante en el que estos escala- 
res son los números reales, en todo el capitulo deberá leer «conjunto de todos los nú- 
meros reales», en vez «dle «campo Fa, 
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Esta es, simplemente, la ¡-ésima fila de (8) o. lo que es lo mis- 
mo, la ¿-ésima columna de (9) De modo análogo, los elementos a, 
con j fijo, dan la columna j-ésima de A, designada por 1”. Esta 
es también la fila j de (9); de modo que las filas de (9) son las co- 
lumnas de (8) (*). 

La matriz completa puede ser representada abreviadamente por 
A =|| a, |. Cada matriz está unívocamente determinada por las co- 
rrespondientes ecuaciones lineales homogéneas (9); por lo tanto, 


TeorExaA 2. Con referencia a una base dada ex, ..., ea de un 
espacio vectorial V,(Y), existe una correspondencia biunicoca en- 
tre las transformaciones lineales T de V y las matrices nxn so- 
bre F. La matriz lay || corresponde a la transformación (9) con 
coeficientes ay transpuestos. 


Por ejemplo, en el plano, la rotación, semejanza y homología 
dadas por (2), (3) y (4) corresponden respectivamente a las ma- 
trices 


ad sad) m>( 1) 


EJERCICIOS 


1. Explicar la interpretación geomótrica de cada una de las siguientes trans- 
formaciones lincales; 


ad y=x x=; D y=x,x=x; 
O y=x =0; Dd y =ky. 2*=kr+kay; 
Cc) y'=by, x'=cx, 


2. Considerar la transformación que transformu cada punto P en otro P* re- 
lacionado con el P del modo descrito a continuación; determinar. además. 
cuándo la transformación es lincal, y hallar sus ecuaciones: 
ad) P' está dos unidades a la derecha de P y una unidad encima (tras- 
lación). 

b) P' es la proyección de P sobre la recta de inclinación 1/2 que pasa 
por el origen. 

c) P' está en la semirrecta OP que une P con el origen, y a una distan- 
cla de O tal, que OP'=4/0P. 


(*) Nuestra decisión de ordenar los coeficientes «1, en el orden en que aparecen 
en (8), con preferencia al orden «transpuestos de (9), es puramente convencional, La 
hemos adoptado teniendo en cuenta la conveción usual para el producto de matrices 
(82) y nuestra costumbre de indicar la transformación €T a la derecha del vector. 
labríamos empleado la segunda ordenación sí la transformación se escribiese a la 
izquierda, como en T(£). 
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dd) P'seobticne del P por una rotación de 30* alrededor del origen, se- 
guida de un movimiento del tipo (4), pero paralelo al eje y. 
e) P'es el simétrico de P respecte a la recta x=3. 


3. Hallar las ecuaciones de las siguientes transformaciones en el espacio de 
tres dimensiones.¿Cuáles son lineales? 


a) Una transformación de semejanza. 

b) Un movimiento de cizalladura paralelo al eje x. 
c) Una reflexión en el plano x, y. 

d) Una traslación. 

e) Una rotación alrededor del eje y. 


4. Describir los efectos geométricos de las siguientes transformaciones linca- 
les del espacio: 


a) x'=ar, y =by, 7 =Cz; 
b 2=0, y'=3y, 2'=32; 
Cc) X=x+2Yy+57, Y =p, 2=2; 
Dd X=zr—Yy Y =x+Y, 2'=42. 


5. Prohar que la transformación lineal T de V, está poro deter- 
minada cuando se conocen jos transformados a,T, .... AaT, de n vectores a, 
lincalmente independientes. 


6. Hallar las matrices que representan las transformaciones lineales deter- 
minadas como sigue: 


Y (11D>(0.D y (—1. D>(, 2); 
YD (110>(4,0 y (0 D>(1, 2); 
0) (33(1,.0 y (3, 2>(1, —D; 
d) (1,0, 0) >(1, 2, 1), (0,1, 0)>(3, 1, D, (0, 0, 1) > (0, 0, 3). 


7. La imagen de un subespacio S de V debida a una transformación lincal T 
es el conjunto (S)T de todos los vectores ¿T, para £ en S. Probar que (S)T 
es también un subespacio. 


2. Operaciones sobre matrices 


13l álgebra de las operaciones lineales (matrices) comprende tres 
operaciones : la adición de dos transformaciones lineales (o matri- 
ces), la multiplicación de una transformación lineal por un escalar 
y la multiplicación de dos transformaciones lineales. La combina- 
ción más importante de dos transformaciones lineales T y U es su 
producto TU (se aplica primero 7 y después U, como en la teoría 
de grupos). Formalmente, £(TU) es, pues, una transformación de- 
finida como (£T)U para cada vector É. 

Por ejemplo, si el corrimiento H, de (4) va seguido por una 
semejanza Si que transforme (x', y) en '=kx', y'=ky, el efecto 
combinado de ambas es transformar (x, y) en "=kx+hay, y =p. 
El producto H,S, es asimismo lineal. 
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TEOREMA 3. El producto de dos transformaciones lineales es 
también una transformación lineal. 


Demostración. Por definición, un producto TU transforma un 
vector £ en un vector E(TU)=(£T)U. Por la linealidad de T y 
de U es, sucesivamente, 


(11) (c¿+dpTU=[cEM+d(TD]U=cETU)+d(y TU), 


lo que nos dice que TU satisface a la condición (7), característica 
de las transformaciones lineales. 

Lo anterior implica que las ecuaciones lineales y homogéneas 
cue representan a T y U pueden ser combinadas para obtener las 
ecuaciones lineales y homogéneas que representen a TU. Para con- 
cretar, sea T la transformación 


as T=Hutd, 4 (q zn ) 
Y =T7011+14022, a (zx 


con matriz Á, y apliquemos, después de ella, una transformación U, 
tal que (x', y') se transforine en (x2”, y”) con 


7 =3b,,+Y8b,1, al b ) 
1 . 11 , 21 B= 12 q 
as) y =%0'b,,+YD23, 


La transformación producto, que resulta por sustitución de (12 
en (19), es 
(14) 2'=(41b11+011b,)7+ (41,b,1, +420b,0Y, 
¡ y'=(4,10,12+0,110,)2+ (431011 +0:2b2M. 


La matriz de los coeficientes de la transformación producto se 
deduce de las matrices dadas A y B, por la importante regla 


(15) de Pa El e rare | 
Axa  Qx ba da adi, + 03d 11013 + 0 29ba2 " 


(o dicho con brevedad : «multiplicando filas por columnas»). Así, el 
. elemento de la primera fila y la segunda columna del resultado, de- 
¡pende sólo de la primera fila de A y de la segunda columna de B. 
Esta regla para multiplicar transformaciones lineales hornogéneas 
resulta muy cómoda, pues evita el uso de las variables. que es ne- 
cesario en las (14). 
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Para las matrices n xn se obtienen fórmulas análogas. Sea ET =9 
una transformación, dada por las ecuaciones (9) relativamente a la 
base €, ..., ta, y sea U una segunda transformación, que hace co- 
rresponder a y el vector ¿=7U según las ecuaciones 


(16) a=Ybx+...+Yada= Y Y; dy, k=1, 
3 
El producto TU transforma sucesivamente É£ en 7 y n en $. Las 


coordenadas zx de y se hallarán por sustitución de (9) en (16), obte- 
niendo 


a=( Nat)... + (atada = Y O) 10 = 
” » J 7 


= 2 X2Aybn=2,( z 41d) + .. P+LIal Ss 4r105x). 
r 1 


(17) 


Así resulta probado otra vez que la transformación 7'U es lineal. 
Su representación analítica está dada por las ecuaciones 21= z XiCix, 


en donde los coeficientes Cx son, según (17), 
(18) a=41bx+09D a+... +Oi0Un= y dnd, 


li=1, ..., 1; k=1,..., 2). 


La matriz || cx || de la transformación producto, dada por (18), 
es llamada matriz producto de A =|| as || por B=||ba |l, 


(19) l cx |]=!| 44 l]- [da ll, con cr= 3 ayby para todo i y k. 
1=1 


Teorema 4. Con referencia a una base dada de V, las trans- 
formaciones lineales T y U, representadas respectivamente por ma- 
trices A y B, tienen un producto TU, representado por la matriz 
producto AB. 


El producto de dos matrices se efectúa, pues, así : el elemento 
Cx de la fila ¿ y columna k es el producto de la fila ¿ de A (primer 
factor) por la columna k de B, entendiéndose que el «producto de 
una fila por una columna» es la suma de los productos de cada dos 
elernentos homólogos. 

La multiplicación de matrices es asociativa, ¡ pero no es preciso 
probarlo desarrollando los cálculos a partir de la definición (19)! 
Cada matriz producto «1B representa el producto de dos transfor- 
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maciones TU (Teor. 4). J2l producto de transformaciones es asocia- 
tivo, como se vió en $2 del Cap. VI, Por lo tanto, el producto de 
matrices es asociativo, lo que equivale a decir que (1BIC ABC). 
En correspondencia con la transformación idéntica, está la mu- 
triz idéntica nxn, 1, llamada también matriz unidad, la cual consta 
de sólo elementos 1 en la diagonal principal (que va del ángulo su- 
' perior izquierda al inferior derecha), siendo ceros los restantes. 
Como representa la transformación idéntica, tiene la propiedad de 
que JA=A=Al, siendo A cualquier matriz 1xua. Por ejemplo. 


E A o (nta: ia ts) 
o 1 da db) —X0-a,+1:a, 0-b,+1-b.) — Va, b, 
La multiplicación no es conmutativa, y así 
CILA 
0 1) A-1 0/ A—1 07” 
( 0 o »)- 0 0) 
=1 0 0 1) 11 07” 


(Sugerencia: ¿Qué transformaciones geométricas producen es- 
tas matrices sobre el cuadrado de Cap. VI, $12) 


No todas las matrices tienen inversa respecto a la multiplica- 
ción. En los productos 


( el (0 5) sn de Je 
0 0/ Ma, b; 0 0 
[he 3 (a 9) e he ca) 
0 07 Ma, d, 0 0 
la segunda columna es siempre 0, así que el producto nunca puede 
ser 1. Por lo tanto, toda matriz 2x2 cuva segunda fila consista en 


ceros, no puede tener inversa. 'Pampoco es válida la ley de simpli- 
ficación, puesto que hay numerosos divisores de cero, como en 


1 o) (o 0y _f0 0) ( Q Ay fo -)= O ( 
( 07 M3 2) lo 0/” 1 La) lo —1 la 0): 
Pasamos ahora a definir la adición de matrices. La matriz suma 


de dos matrices 1x2 se obtiene sumando los elementos homólozos 
de ambas, es decir, 


(21) lay llas Esla +a3 1 


(20) 
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cn 


Esta suma satisface las leves asociativa y conmutativa, porque 
los términos 4, las satisfacen también. La matriz que tiene todos 
sus elementos nulos, se comporta en la adición como la matriz cera. 
La matriz inversa de otra el, respecto a la adición, resulta antepo- 
niendo el signo menos a cada elemento de 1. Las matrices forman. 
pues, un grupo abeliano respecto a la suma. 

El producto escalar cd de una matriz A por un escalar e, se 
obtiene multiplicando por e cada uno de los elementos de .1. Es 
fácil demostrar las leyes usuales, 


TA=A, —(edA =cl dd, cl(A+B)=cA+cRK, 
(c+ dd =cA + dl. 


Teorema 5. Con la introducción de la adición y de la multi 
plicación escalar, todas las matrices nxu con elementos de un 
campo Y, formen un espacio vectorial sobre 1". 


Cualquier matriz [| a, || puede ser escrita como una suma Y dls, 


(A 
donde 2, es una matriz especial, cuyos elementos son todos ceros 
excepto el de la columna i y fila $, que es un 1. Estas matrices son 
linealmente independientes, luego forman una base para el espacio 
de las matrices 1x8. Ta dimensión de este espacio es 1?. 

Entre las transformaciones lineales 7 y U de un espacio Y. hay 
las dos operaciones co punienles: La suma T+U es la trans- 
formación que hace corresponder a £ el vector E(P + U)=€T 4 €U. 
El producto escalar cT' es la transformación EMM =c(EM. La suma 
T+U es lineal según (7), pues 


(c+ dm) (14 U) =(cE4 dp T > (ct dp E =cET 4 + dl Un. 


El producto cT es también lineal. Las ecuaciones lineales ho- 
mogéneas representantes de la suma Y + U se hallan sumando los 
segundos miembros de las ecuaciones de T y de U respectivamente, 
esto es, por la adición según (21) de las matrices correspondientes. 
Para una base dada, la correspondencia de estas operaciones es 
exacta : si P' y U se corresponden con las matrices «1 y B, entonces 
T¿Uod+B, Toca: el espacio vectorial de las transformacio- 
nes 7 es isomorfo con el espacio vectorial de las matrices 4. 

La multiplicación de matrices no sólo es asociativa: también 
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“es distributica respecto a la suma. Pues la matriz (1+.1B tiene 
sus elementos dados por las fórmulas del tipo (18), 


du= 2(a4+a; bn = z aba + 2 a, ¿Uno 


Esto quiere decir que dx es la suma de un elemento cx de 1B 
y el homólogo cx en 4*B, luego prueba la primera de las dos leyes 


(22 (A+ ANB=AB+A*B, A(B4+ BO =AB+AB*. 


Para los productos por un escalar d, se pueden también comprobar 
las leyes 


(23) (dAB=AMABY, —A(UB)=d(AB). 


Taas leyes (22) y (23) se sintetizan diciendo que la multiplica- 
ción de matrices es bilineal, pues combinando las primeras igual- 
dades de estas leyes, resulta que (d4 +d*4%B =d(4 B)4+d*(4*P). 
Y esta es exactamente la condición para que la multiplicación por B 
a la derecha sea una transformación lineal X >NXB sobre el espa- 
cio vectorial de todas las matrices nx1m. El resto de las leyes (22) 
y (23) aseguran que la multiplicación por A a la izquierda es tam- 
bién una transformación lineal. 

Resumiendo : 


TeEorREMA 6. 11 conjunto de todas las matrices n xn sobre un 
campo Y, es cerrado para la multiplicación; ésta es asociativa, 
tiene un elemento idéntico y es bilineal con relación a la adición 
y a la multiplicación escalar. 


Apéndice. La noción de transformación lineal puede también 
aplicarse a espacios de infinitas dimensiones. 


EJEMPLO 1. Sea Y el espacio constituido por todas las funcio- 
nes f(x) de una variable real .r y sea Y la transformación u «Opera- 
dora [f(0)]J=f(r.+1). Si 1 es la transformación idéntica, el ope- 
rador A=J—] es llamado un operador de diferencias; hace co- 
rresponder a f(x) la función f(r+1)—f(r). Ambos, J y A, son 
lineales, pues [cf(a)+ dy Y =c fa) +d[gldJ. Esta definición 
de linealidad es la aplicada antes, pero obsérvese que en este espacio 
infinito no podernos formular las cor pentientes ecuaciones linea- 
les homogéneas. Para una «(rd dada. la operación fm > alfa 
es también lineal. 
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EJempLo 2, Sea D el operador derivada, aplicado al espacio 
C(“ de todas las funciones f(x) que poseen derivadas de todos los 
órdenes, el cual transforma f(r) en f(x); D es un operador lineal. 
El teorema de Taylor se puede escribir simbólicamente como e>=7. 


EJEMPLO 3. Para las funciones f(x, y) de dos variables, exis- 
ten los correspondientes operadores lineales J,, Jy, D,, Dy, As, Ay. 
Asi, [f(e, YlJ¿=f(2+1, 9; [f(x, Y]D:=f(x, y); etc. 


EJERCICIOS 


1. Hallar los productos indicados, para las matrices 


bd oi 


a) AB, BA, A“+AB—2B; 

b) (A+FB—D IA —B+D—(A+2B) BA); 

c) DB, AC, AD; 

d) Comprobar la ley asociativa para los productos (AC)D, A(CD). 


2. Empleando el producto de matrices, hallar las ecuaciones de las siguien- 
tes transformaciones (notaciones de (2)-(5) de £1). 


a) UH; b) SxUb; c) R Up, con 6=45*; 
d) R H,U+v. con 6=30*; e) Si¡H,UrS1. 


3. ¿Cuándo es H,¿S1=SxH,? (Notación como en Ejerc. 2.) 
4. En el Ejercicio 4 del $1, designamos por Th la transformación descrita 
en el apartado (1). Calcular (usando matrices) los siguientes productos: 


a) ToTe; b TT; ce) ToTATo; d) TuTe; e) TeTyTy. 
5. Probar las leyes (23) y la segunda mitad de (22). 
6. a) Desarrollar (A+B); b) Probar que A?A3=A?A?, 


7. Demostrar la ley asociativa del producto de matrices directamente, a 
partir de (19). 

8. Considerar un nuevo «productos AxB de dos matrices, definido por el 
producto de efilas por filas». ¿Es asociativo? 

9. a) Calcular los productos BE,. BE,, BE,, E,E,, E,E,. donde 


121 0.01 10 xk a 0.0 
p=(; 3 2). E-=fo 1 0). E,= (9 1 o), E,= (s b o). 
14 6 100 0.01 00e 


b) SiA es una matriz 3x3, ¿cómo es AE, respecto a A? 
c) Describir los efectos causados por multiplicación de una matriz por 
E,; por E,. 


En los ejercicios 10-13, entiéndase que una matriz diagonal 
D=|| di || es una matriz que tiene todos sus elementos nulos, ex- 
cepto los de la diagonal principal (esto es, que d,=0 para ¡4]). 
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10. Probar que el conjunto de todas las matrices diagonales es cerrado para 
la multiplicación. ¿Este conjunto es un dominio de integridad? ¿Es un 
anillo conmutativo con unidad? 

11. ¿Cuál esel efecto de multiplicar una matriz nxn, A, por una matriz dia- 
gonal D? [Comparar Ejerc. 9, b).] 

12. Hallar todas las matrices permutables con la matriz E, del Ejerc. 9. (Su- 
ponemos que a, bd y c son distintos.) 

13. SiD es una matriz diagonal y todos Jos términos de la diagonal son dis- 
tintos. ¿qué matrices A son conmutables con D (estu es. AD=DA)” 

*14, Probar que todas las matrices conmutables con la matriz D del Ejerc. 1 
pueden expresarse en la forma al +0bD, 

15. Si A es una matriz nxn, probar que el conjunto C(A) de todas las matri- 
ces nx n conmutables con A es cerrado para la adición y la multiplicación. 

*16. Probar que cada matriz uxn, A, satisface a una ecuación de la forma 

Am+cm AM Ce ARO d=0, m<wn, 
*17. a) Sea A=|| ayy una matriz de números reales en la cual todos sus ele- 
mentos están acotados, o sta, que para algún M fijo, cada ] a, ] < M. 
Probar que los elementos de A* están acotados por nt-'Mx, 
b) Demostrar que la serie 1+A+4*/214+A*/3! +... es siempre conver- 
gente. (Esto puede utilizarse para definir la función exponencial es 
de la matriz A.) 


Xin los ejerc. 18-22, seguimos la notación del anterior Apéndice. 


18. a) Probar que D es lineal; b)> Demostrar que e*=J, 

19. Probar que D,D,=D,D.. 

*20. a) Simplificar z2D—Dx, zA—Ar, zA!—A'z. 
b) Simplificar 21D! — Dixl, xlAl — Alrl, 

*21, Definido el operador Y? de Laplace por Y*=D,*+D,", hallar zY?—V*?.y 
yl VN— (v?) Y, VU + yn — (1*+y*) Y. 

*22, Desarrollar Ar=(J— Dn por un «teorema del binomio», 


3. Matrices rectangulares 


Una matriz rectangular mxn, A, sobre un campo 1% es una dis- 
posición rectangular [| «y |] de números de P, que se distribuven 
en m filas (í=1,..., m) y n columnas (¡=1, ..., 1). La suma de 
dos matrices mxn y el producto de una matriz mxh por un esca- 
lar, se definen eomo en $2; de aquí resulta que el conjunto de las 
matrices mxa constituye un espacio vectorial (cfr. 'Peor. 5). 

Una matriz mxa, A=| ay ||, y una matriz 1x7. B=|1b1 [!, con 
el mismo valor de ». pueden multiplicarse : el producto 1B=| cn] 
es una matriz moxr cuyos elementos están dados por la fórmula 
Cx= Y Gba (en esta suma. j varía desde 1 hasta 1). Este producto 


de «filas por columnas» no podría definirse sin que cada fila de 4 
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tuviese la misma longitud que cada columna de B; por esto hemos 
supuesto que el número de filas de B fuese igual al de columna 
de A. Así, si m=1,1n=2, r=3, 


(2,, Ta! de de Bl ) =(2,01+Y342, L1U12+ Talz2, 1,013 + L 3033). 
21 22 23 

Las leyes algebraicas explicadas antes para las matrices cuadra- 
das, son también válidas para las matrices rectangulares, con tal 
que éstas tengan las dimensiones necesarias para que los productos 
sean posibles. 

Por ejemplo : la matriz idéntica mx, Ia, y la matriz idón- 
tica 1x2, la, satisfacen las 1gualdades 


(94) Ind =A=Al, (A cs mxo). 


Se deduce que la multiplicación de matrices es bilineal, como 
en (22) y (23). Fa ley asociativa es 


05) A(BC)=(AB)JC (A esmxn, Besnxr, C os rxs). 


Una vez más, el mejor método de prueba es acudir a la inter- 
pretación de las matrices rectangulares como transformaciones. Jua 
disposición rectangular mx, || a, |], da un sistema correspondiente 
de ecuaciones lineales homogéneas 


(26) Y=T Oy + IA Ina (j=1, ..., 1), 


que expresa las 1 variables y, en función de m variables 7. Geomé- 
tricamente, las x, pueden ser coordenadas de un vector É relativas 
a cierta base de un espacio m-dimensional V, mientras las y, son 
coordenadas de un vector y en otro espacio W de n dimensiones. 
Las ecuaciones (26) representan, pues, una transformación £T'=9 
del espacio m-dimensional Y en el n-dimensional W, y ésta es li- 
neal, pues (cÉ, +dEYT =c(£,T)+d(€,1). Recíprocamente, toda trans- 
formación lineal de Va en 3, puede representarse, respecto a ba- 
ses dadas de Um y W., por ecuaciones lineales homogéneas (26», 
deducidas de una matriz mxn, A. 

La transformación T de Y, en 1, puede multiplicarse por una 
segunda transformación lineal, U, sólo si U, operando sobre el es- 
pacio imagen W, de T, lo transforma en un tercer espacio S,. El 
producto TU transforma entonces 1, en $, y se representa por una 


220 ALGEBRA DE LAS MATRICES [Car. VIII 


“matriz mxr, que es el producto «.1B de la matriz mxmn represen- 
tante de T por la matriz nxr representante de U (Teor. 4). Xue- 
vamente resulta que el producto existe sólo cuando los dos factores 
tienen «común» la dimensión n. Ja ley asociativa para estas trans- 
formaciones implica la ley asociativa (25), 

La transpuesta A' de una matriz mxn, A, es una matriz Nx, 
4", con elementos ay =44 (i=1, ..., 1; j=1,..., M). La fila i de la 
matriz transpuesta «1' es la columna i de la matriz original «1, y 
viceversa. Se puede también obtener 1” por reflexión de A en su 
diagonal principal, o sea la de elementos an. Para calcular la tras- 
puesta C' de un producto .1B=C, observemos que 


Ox =Cu = Zu ba= 2 bid = z ban: 


el resultado es el elemento (i, k) del producto 13:41” (obsérvese el 
cambio del orden). Esto prueba la primera de las leyes 


(27) (ARy=BA, (A+ BY=A YB, (cAY=cd'. 


La correspondencia e «+ 4' conserva, pues, las sumas c invierte el 
orden de los productos, por lo cual es llamado, a veces, antiauto- 
morfismo ; puesto que (4.1, este antiautomorfismo se llama ¡n- 
colutivo, 

El uso sistemático de matrices rectangulares tiene ventajas for- 
males diversas. Tias coordenadas de un vector €, respecto a una 


base dada, en un espacio n-dimensional Y, escritas en una fila, 
aparecen así : 


(28) X=4(2%1, ..., 20, MX, matriz de una fla. 


Esto puede considerarse como un vector en V¿(F), o como una ma- 
triz de una fila. Con tal matriz, pueden formarse matrices pro- 
ductos, como en el caso particular calculado en la fórmula inme- 
diata anterior a (24). Tas ecuaciones de una transformación lineal 
Yy=X2,4 tiene la forma de un producto matricial : la matriz de 
una fila Y se obtiene como producto de la matriz de una fila X por 
la matriz A. La transformación lineal con matriz 1 (respecto a una 
base dada) es, por lo tanto, representada en la forma reducida 


(99) Y=X4  (X, Y. matrices de una fila). 
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La traspuesta MX” de una imatriz de una fila, es una matriz de 
na columna. La ecuación (29) de una transformación lineal podía 
ambién escribirse en función de inatrices de una columna, pues 
amando la traspuesta de cada miembre de (29) tenemos 1"=A4'X". 
5l producto interno 1,Y,+...+%Yn de dos vectores (Cap. VII, $7) 
s la matriz producto de una matriz de la fila.X por la matriz de 
na columna Y”, así que 


30) (X, Y)=XY" (XX, Y, matrices de una fila), 


La multiplicación de filas por columnas de dos matrices A y Z 
s, por lo que precede, una multiplicación de la fila í de la matriz Á 
or la columna k de la matriz B, así que la definición de producto 
mede formularse 


31) AB=cxl siendo ca=A,BO, 
'onde hemos empleado la notación 
32) Ai=fila ¿ de 4, BW =columna kk de B. 


En toda la fila i (C,, ..., Cia) del producto AB, intervienen sola- 
uente la fila ¿ de A y todas las columnas de B, o sea que es la ma- 
riz producto de «Al, por toda la B. Similarmente, la columna ) de 
1B se obtiene multiplicando la columna k de B por las filas de 4. 

En la notación de (32), estas reglas se forinulan 


33) AB1=A1B, —(ABIO9=ARBO, 


Estas reglas pueden hacerse mús sugestivas expresando a B 
:omo la fila de sus columnas, pues entonces 


34) — 4-BO BO... BO] [ABO ABO ... ABO |]. 


Estas columnas pueden también agruparse en conjuntos de co- 
umnas, formando submatrices. Así, una matriz 6x5, B, puede 
:onsiderarse como una matriz 6x2, D,=[B“) BC) ||, adosada a 
ma matriz 6x3, D¿=|| BOY BY B|, de modo que la matriz 
3x5 será B=|]|D, D, |]. Por (34), la regla de multiplicación es 
thora 


'35) A+] PD, D¿=[14D, AD, ||; D,. Da, bloques de » filas. 
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Estas dos fórmulas son casos particulares del método para mul- 
tiplicar matrices que han sido subdivididas en «bloques» o subma- 
trices. Es conveniente presentar otros ejemplos de este método : 


a ... da ... Ho j Fo. ..... bi A 
1 5 | | 
i Um + msm, Mm... Una | | ba, .... bar 
M, Ma Urra A 
: A E 
A | 


Supongamos las » columnas de una matriz «1 descompuestas en 
dos grupos, el primero formado por las s columnas de una subma- 
triz M, y el segundo por las restantes 1n—s colunmas, que for- 
marán la submatriz Mz. Hagamos una subdivisión análoga con las 
filas de la matriz B tal, que 13 aparezca como una matrizsxr, Ny, 
sobre una matriz (1n—s)xr, N,. La fórmula del producto para 
1B=C se subdivide en dos partes correspondientes 


(36) Cx= (41D +... +00) + (4110010001 +... +GimUax). 


ln el primer paréntesis aparccen sólo la fila i de la primera sub- 
matriz M, de el y la columna h de la submatriz superior N, de B. 
Por eso, este primer paróntesis es exactamente du, el elemento de 
la fila ¿ y columna k del producto M,N,. Análogamente, el segundo 
paréntesis de (36) es el término di del producto M¿N,. Por esto, 


ta=dx+dg, así que el producto total 1 es la matriz suma 
MIN, +M¿N,. Resulta, pues, 


(37) PM, Ma! 


N 
y! | = MN, + MAN2. 


Esta fórmula es una multiplicación de filas por columnas de 
bloques (submatrices), análoga en la multiplicación de filas por 
columnas de elementos. Un resultado semejante obtenemos para 
cualquier subdivisión de las columnas de Á, con una correspondiente 
subdivisión de las filas de B. Cuando filas y columnas están simul- 
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tineamente subdivididas, la regla para la multiplicación es una com- 
binación de (37) y (35), 


Ma al Ea 23 
38) . = 
o SINN 
= Eneida Me 
NA MaNu+MaiNa MaNii+ Mir No) 


Esto supone que en la subdivisión hecha, el número de colum- 
vas de M,, es igual al número de filas de N,,. Esta regla (38) es 
exactamente la regla de multiplicación de matrices 2x2, estable- 
cida en $2 (15), con la diferencia de que los elementos My y Ny 
son ahora submatrices o bloques y no escalares. Concluimos, pues, 
que la multiplicación de matrices divididas convenientemente en 
bloques se efectúa le mismo que la multiplicación ordinaria de ma- 
trices. 


EJERCICIOS 
1. Scan 
An. 0...0 io e 
a= (> a da) a=(i a 0) X=(1.—1. Y=d, 0. 


W Hallar XA, XB, YA, YB; 
b) Hallar 3A—4B, A+(14+0B, (X— (140 Y) (¡A-+5B); 
Cc) Hallar BA”, AB”, XAB', BA'Y. 


2. Una transformación T huce corresponder al (1, 1) el (0, 1, 2) y al (—1, 1) 
el (2, 1, 0). ¿Qué matriz representa a T? 

3. Demostrar que (A+ BY=A'4+B", (cAJ=cA". 

4. Hallar AB, RA, AC y BC, siendo 


2300 1000 0 1 
520.0 0100 10 
A=loo4 0): B=[ 1210) “=120 
00.02 33.01 0 2 


5. Sca I* la matriz (r+n)xn que se forma colocando una matriz identidad 
nxn, sobre una matriz rxn de ceros. ¿Cuál es el efecto de multiplicar 
cualquier matriz nx(r+n) por 1*? 


6. Demostrar la regla (38) para la multiplicación por submatrices. 


4. Inversas 


Las transformaciones lineales pueden dividirse en dos catego- 
rías, según que sean biunivocas o no lo sean. Por el Teorema 1 del 
Capítulo VI, sabemos que la transformación y=£T de un espacio 
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vectorial | es una correspondencia biunivoca £—>9 de Y consigo 
mismo si, y sólo si, existe una transformación inversa T”* definida 
formalmente. 


Der1xiCióÓN. Una transformación lineal T de un espacio rec- 
torial V se llamará «no-singulara o «regular», si existe una trans- 
formación T-* de V tal, que TI "*=T-""T=1, siendo 1 la transfor- 
mación idéntica, En el caso contrario, la transformación T se Ua- 
mará singular. 


Una transformación no singular T es una correspondencia bi- 
unívoca de Y con TV, que conserva las operaciones algebraicas de 
suma y producto escalar; es, pues, un isomorfismo del espacio 
vectorial Y consigo mismo. Por esto, a una transformación lineal 
no singular de Y se la puede llamar un «automorfismo» de 1, 

El método más directo para establecer las propiedades princi- 
pales de las transformaciones lineales, singulares y no singulares, 
es aplicar la teoría de la independencia lineal, desarrollada en el 
Capítulo VIT, utilizando una base fija €,, ..., e para el espacio 
vectorial V sobre el cual opera la transformación dada T. Respecto 
a esta base, T se representa como en (29) por las ecuaciones linea- 
les Y=XA, con una matriz cuadrada «1 =|| a, ||. 

Designemos por 4, =4T, a=4T. ..., Ga=47 los transforma- 
dos por T' de los vectores base. De las ecuaciones (9) de la trans- 
formación, se deduce inmediatamente (*) que las coordenadas del 
lk-ésimo vector transformado ax=«7' son los elementos de la fila k, 
Ax, de la matriz A. 

Por «resultante» de T7' entenderemos el conjunto de todos los 
vectores £T que se obtienen aplicando Y. Puesto que 


(39) ET =(870+...+4C0t0 7 =,0,+... FU pAn, 


el resultante de T está constituido por todas las combinaciones 
lineales de los vectores ax, o sea, que es el subespacio engendrado 
por los ax. Evidentemente habrá que distinguir dos casos posibles, 
según que los vectores ax (las filas de :1) sean o no linealmente in- 
dependientes. 


(*) Inversamente, coma los vectores base es... «y tenen por coordenadas las 
correspondientes Mas £,, ..., 1, de la matriz Eléntica L, la ecuación Y=XA4 y la re- 
gla (33) dan para las coordenadas de las «a, la expresión L,.1=4,. 
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Caso I. Si los a, son linealmente independientes, constituyen 
una base de V, por el Teor. 8, Cap. VIT. En este caso, cada uno 
de los vectores y de Y puede escribirse de un modo único como una 
combinación lineal de los az, 


J=2,0,+...+2o00=T (4714... +IalcT), 


y por lo tanto, 1 es el transformado (39) de un véctor, y sólo de uno, 
a saber, de £=%0,+...+Tato. T es, por consiguiente, una corres- 
pondencia biunivoca, y la transformación inversa n->É está dada 
por la fórmula 


(40) (2,0,+...4+ 7207 =27,0,+...+Tat0. 


Dicho de otro modo, las coordenadas 2,, ..., Ta del vector + res- 
pecto a la base a,, ..., as, son también las coordenadas del vector 
transformado 7T"*=É respecto a la base original. Por otra parte, 
respecto a cualquier base B,, ..., Ba, las sumas y los productos por 
escalares se calculan efectuando las operaciones correspondientes 
con las coordenadas, según las fórmulas 2,8,+yB4=X3 (2, +y1B, 
y cx B)=X(cxY8. En consecuencia, la transformación 7T-*=¿ 
de (40) transforma sumas en gumas y productos por escalares en 
productos por escalares, y será, por consiguiente, una. transforma- 
ción lineal. En resumen, si las filas de A son linealmente indepen- 
dientes, T tiene una inversa lineal T-* y es regular. 


Caso IT. Si las ax son linealmente dependientes, la cosa es 
muy distinta. En este caso, por definición, habrá escalares cx no 
todos cero, tales que 


010,4... +Co%4=(0,0) +... Cata) 1 =0, 


donde y=C,€, +... +Coto 70. Entonces, para cualquier transforma- 
ción U, lineal o no, (TU)=(yT)U=(0)U=(OT)U=0(TU); en 
consecuencia, una de las relaciones y(TU)=y, O(TU)=0 dehe ser 
falsa, lo que nos dice que TU no puede ser la transformación idén- 
tica 1. Por consiguiente, U no será jamás una inversa por la dere- 
cha de T. 

Además, en el Caso 11, el resultante de T está engendrado por 
los 2 vectores dependientes a,, ..., a, ; luego, por el Teorema 7 del 
Capítulo VIT, tiene una dimensión menor que 2. Por consiguiente, 
del resultante de T debe excluirse algún elemento £ de Y. Para 
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e En Ep lo Poe died pesado 
de YT, Ñ li quiso peral ss que dE a puede ep 
liadeniidad Does decir. Epa es era de E qee la izquierda. Dex 
testuliiieJ, las da- de ios Uooralinerle depumblentes, T no Tele 
ninverso ada dereeca 1 vere o lociarterda, sea éste lineal a too, 
y por la tirite, Po es stgular. 

Asi. el Caso Tes el de traristerinación reguor, y el Caso Dl, 0 
de transformación =Ingulos codependientemente de la elección «le 
base en PD. A eiusa del isomortisiio adilicativo entre branshor- 
maciones lineales y tuatrices, veros en el Caso [que 4 tiene una 
matriz nverst 1! tal, que 


Alo dre ho que A A OT 


mientras que en el Caso 11, .1 no tiene inversa por la derecha ni 
por la izquierda. lósto nos leva a llaumar «no singular» o «regular» 
a una matriz si, Y sólo sí, tiene ana inversa . 1? que satisface a las 
condiciones 41d. Sid tiene una inversa, también la Gene su trans- 
puesta, conto se ve transpomiendo los dos niermbros de 2111, con lo 
que obtenemos VAT TATI E Ny por tinto, 


140) A A 


Además, 1 tendrá un inverso Jempre que .) do tenga, así qn. 
la demostrado sobre la independencia de las filas de ¿Lose aplica 
¡igvilimente 0 lio independeneia de columnas. Les dos ensos pueden 
reunitse como sigue: 


TEOREMA 7. Sima Eras tormatción Enea T es trudar Lie 
ne omna dransformación lineal utersa y das las Cy columnas? de 
cwdqurer mabrizoN oque represente a Vo sen linealuende indejon 
dierdes. Si Dorso sudar ne ta ero por lu izquierda om: 
por la derechas y das fas y bimbica das codumeas ode cualquier 


mwuabriz A peppers Huida eli JP UY tuueutht nte depeamabientes. 


Corobarrea Lo Pta irarnsternst ta ea Yo sabre TS 


corras Va es e da se o sa se ax ista rnendes 
epa a . . . . . 
€; Í a e] 5te Le CS ute Sot a AA porto mandas . 


COROLARTO ar E A pr aihate Aldo dos Ces dao ae tes line 
ios ÓN la dentadas 0 portate y ¡ e Ñ . Samba boris, ia Pp ! 


A E E 
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Demostración, TU] significa que U es una inversa a la de- 
reeha de Toi quer esto. y por el teorema, TY no puede ser singular. 
Entonces <ahemos que su inversa fa la derecha U=T"* está deter- 
minada univoacamente, 


CorRoLarIo 3. Una matriz cuadrada A es no singular sí sus filas 
som hinealmente independientes y sólo en este caso. 


Demostración. Cada matriz «1 determina una transformación 
lineal correspondiente Y =X.1, que es no singular si la matriz Á es 
regular (y viceversa). El resultado se deduce entonces por las con- 
diciones del teorema. Una aplicación análoga del Corolario 2 de- 
mostrará : 


CoroLarlo 4d. Toda inversa de una matriz por la izquierda, es 
también inversa por la derecha y reciprocamente. 


Siodos matrices .l y BA tienen inversas, también lo tiene su pro- 
ducto : 


(437 (IB = BA" (¡nótese el orden !) 

Una transformación regular Y de Y, es un automorfismo, luego 
transformará líneas en líneas, planos en planos, etc. Dado un sub- 
espacio S de V,, el conjunto de todos los transformados ¿T de los 
vectores € de S es también un subespacio S”, pues cada combina- 
ción lineal CET dQOpP1= (e¿- dy T pertenece al conjunto $”. Viste 
espacio S' puede ser lhlunado el transformado S'=ST de S. Su di- 
mensión es siempre igual a la de $. 


VEOREMA S. Una transfermación lmnmeal no singular transforma 
vada subespacio en otro subespacio de la misma dimensión. 


Demostración. (SiS tene dimensión d, contiene dd vectores in- 
dependientes 4,, ..., G4. que forman parte de una base de VY,. Sus 
ndgenes 447, .... 447 están en NS y son independientes, por el 
Coralurio 1 del Teorema 7: luego el espacio transformado tiene 
dimensión E + d. El omismo razonamiento para 7 prueba que 
desd: duego de ao como queríatos demostrar. 

EY etlenda de Lo ndriz maversa de otra regular dada puede ha- 
cese tesojvieido eno cad e caso tn sistema eonveniente de ecuacio- 
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nes lineales. Escribamos las coordenadas de los vectores de la base 
como sigue : 


(44) 1,=(1,0,0,...,0),12=(0,1,0....,0),...,f.=(0,0,...,0,1). 


Entonces, en una matriz dada A =|| a, ||, cada fila A, resulta una 
combinación lineal A¡= Y al, de los vectores base. listas ecuacio- 


1 
nes pueden resolverse para las «incógnitas» 1, en función de las 44; 
el resultado dará una expresión lineal para cada l,, 


(45) I¡=CHA1+...+Cu4o= 2 Ciel ko 


Esta fórmula nos dice que la fila 1; de lugarj en la matriz identi- 
dad, es la fila j de una matriz C=|! cy || multiplicada por una ma- 
triz A, que ha. sido descompuesta en sus filas Ax. En otras pala- 
bras, 1=CA, o sea que C es la matriz inversa pedida : C=47!, En 
Capítulo X, $3, daremos otra construcción para 4”?. 
—2 
o) 
A,=1,4+21,—9l,, A2=—1,+31,, Ay =—21.+ 1 
+1. 
Estas tres ecuaciones simultáneas tienen una solución 1,=34,+ 
+242+64,, l2=4,+42+24,, l,=24,+242+545. 


Los coeficientes Cy de estas combinaciones lineales dan la ma- 
triz inversa ; efectivamente, se tiene 


392 6 1 2 —Y 32 64+6—12 —6+6 
11 2-1 3 0O|=|1—1 2+43— 4 —294+2] = 
2.2 5 0 —2 1 9-2 446—10 -—445 


y 


EJEMPLO. Para hallar la inversa de la ma- 1 
triz que aquí damos, se escriben sus filas como 


EJERCICIOS 


1. Hallar las inversas de las matrices A, B, C, D, del Ejerc. 1, $2. 
b 

) P ee de 
a robar que A ls d 
b) Hallar una fórmula para las inversas de una matriz 2x2 no singular. 
Hallar las inversas de las transformaciones lineales Ry, Ur. Sk, H, de $1. 


4. Hallar las inversas (si existen) de las transformaciones lineales del Ejer- 
cicio 4, $ 1. 


) es no singular si, y sólo si, ad — bc 40. 


ad 


5] 


110. 


1.1. 


S. 
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a) Si 6=45*, calcular la matriz de la transformación Rg"*UpRg (ver $1). 

b) Describir geométricamente el efecto de esta transformación. 

c) Hacer lo mismo para Rg"!H¿R y (con 6=45"). 

Si A satisface a A? — A+1I=0, probar que A”! existe y es igual a I—A. 

Hallar las inversas de las matrices E,, E, y E, del Ejerc. 9, $2. 

Hallar las inversas de las matrices A y B del Ejerc. 4, $3. (Sugerencia: 

Descomponer en bloques.) 

Se llama matriz triangular aquella en la que todos los elementos debajo 

de la diagonal principal son ceros. 

a) Obtener una fórmula para la inversa de una matriz 2x2 triangular. 

b) Lo mismo para una matriz 3x3 triangular. (Sugerencia: Ensayar una 
inversa triangular.) 

c) Probar que toda matriz triangular con ningún término nulo en la dia- 
gonal principal tiene una inversa triangular. 

Dados A, B, A”!, B”! y C, hallar las inversas multiplicativas de 


AO A C AO 
2) ls 3) b) ls 5) 0) (; li 


Probar que las matrices no singulares forman grupo respecto a la mul- 
tiplicación de matrices. 

Probar que una transformación lineal T no es singular si, y sólo si, ¿T=0 
implica £=0. 

Si un producto AB no es singular, probar que ambos factores A y B son 
regulares. 

Probar directamente, a partir de las definiciones, que la inversa de una 
transformación lineal es necesariamente lineal. 


. Probar. sin apelar a las transformaciones lineales, que una matriz A tiene 


una inversa a la izquierda si, y sólo si. sus filas son linealmente indepen- 
dientes. [Sugerencia: Deducirlo de (45).] 


. Probar el corolario 4 sin apelar «a las transformaciones lineales. (Suge- 


rencia: Demostrar que la inversa por la izquierda dada, tiene sus filas 
linealmente independientes.) 


Cuaternios 


Las leyes algebraicas válidas para matrices cuadradas se apli- 


can a otros sistemas algebraicos, tales como los cuaternios de Ha- 
milton. stos son cantidades que resultan de adjuntar a los ordi- 
narios números complejos con +i, otra cantidad, j, que representa 
otra raíz cuadrada de —1. No es posible construir un campo que 
contenga a ambos elementos 1 y j, pues en un campo una ecuación 
cuadrática, 2?=—1, puede tener a lo más las dos raíces +t. Por 
esto, no impondremos que la multiplicación de j por un número 
complejo sea conmutativa, sino que seguirá estas reglas : 


(46) 


=—1, (a + bj =3(a — di). 
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En función de los números complejos u=a+bi y de sus conju- 
gados u*=a— bi, la segunda regla se formula : uj=ju*. En par- 
ticular, ij=—¿i. Si llamamos k=ij, la regla (46) da una tabla de 
multiplicación para 1, i,j y k: 


(47) P=P=k*=—1, ij=—ji=k, jk=—kj=t, khi=-—ik=j. 
Llamaremos cuaternios a las cantidades zx, y, de la forma 
(48) LT=2.+1,1+T72 +25 k, Y=Y0+Y + Ya 4h, 


donde los coeficientes 7,, y,, son números reales; 7 e y pueden es- 
cribirse en forina más breve como 


(49) T=U +), Y=0,+0%, 


donde .,=2.+T,i, l¿=,+2y1, Y, Y 9, SON números complejos. Dos 
cuaternios son iguales si, y sólo si, son formalmente idénticos ; así, 
en (48), 2=y significa que 2=Y, para i=0, 1, 2, 3. 
Las operaciones algebraicas sobre los cuaternios x e y son tres : 
Multiplicación escalar: Para multiplicar » por el número real e 
se multiplica cada componente r, por C, O sea, 


(50) C1=C2,+ CT ¿+ CT] 4+CT4k. 


Adición: Se obtiene la suma de dos cuaternios por adición de 
componentes correspondientes, es decir, 


(51) 24+Y =[(L,+Yo) + (2, +) + (22 +Y2)] + (2, + ys)h. 


Multiplicación : Fl producto de x por y se obtiene multiplican- 
do las dos expresiones (48) usando la ley distributiva y la tabla de 
multiplicación (47) para los generadores ¿, j, k. Esta definición del 


producto puede expresarse mediante los coeficientes complejos de 
(49) así: 


(59) (4, +:3) (0, +02]) = (1,0, — 203) + (4,0, +0,0%)]. 


El resultado de efectuar estas tres operaciones entre Te y es 
siempre otro cuaternio. 

La multiplicación escalar y la adición están establecidas como 
si r e y fuesen vectores con las componentes respectivas 2 € Yi. 
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Por esto, los cuaternios x forman un espacio lineal vectorial Q so- 
bre el campo de los números reales, con una base 1, 1, j, k de cua- 
tro elernentos linealmente independientes. Por todas estas defini- 
ciones, el producto es distributivo para la suma, mientras que, por 
la definición (52), se puede comprobar que el producto es también 
bilineal y asociativo. Existe un elemento unidad 1=1+40i+0j+0k. 
Existe también un inverso a la derecha para todo 240. Para ha- 
llarlo se acude al llamado «conjugado» T=7,— 2, — 2, — Th = 
=4? —uyj, y a la «norma» N(x)=xx. Por (52), 


Te=(U, +09) (4? —19)) =40,% + 0305 


Pero el producto uu” de un complejo por su conjugado es real 
y no negativo. Así, 4,47 +4,03 es un escalar c 0, y (ler es el 
inverso a la derecha de z. 
Estas leyes algebraicas para cuaternios se comprenden en el 
> 


TrEorEMA 9. Los cuaternios satisfacen todos los postulados para 
un campo, excepto la ley conmutativa de la multiplicación. 


Todos las cuaternios r satisfacen «4 una ecuación cuadrática 
f(t)=0, con raíces x y r y con coeficientes reales, pues 


(—2 (— Dat? -—(24 04 rr= 1? —2rot + (0,0? +83). 


Un euaternio «puro» es, por definición, el que tiene el primer 
coeficiente cero. Según (18), el producto de dos cuaternios puros 
T Cy, es 
(24 Da Da he) (Yui + Ya] + Ya do) =— Tp — Ya — TY + 

+ (Las — TY Di + (23Y 1 — TY dj + (012 — 2Y DR. 


La parte «pura» de este resultado es llamada en física el «pro- 
ducto vectorial» (o producto externo) : 


(2, La, 23) x Y, Yzr Ya) =(L2Ys — Ls Ya, TY — TiYa) TiYa — Tar). 
En la media centuria de 1850-1900, gran parte del actual aná- 


lisis vectorial tridimensional solía expresarse en el lenguaje de los 
cuaternios. 


13, 
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EJERCICIOS 

Resolver xc=d para: a) c=i, d=1>); b) c=2-3, d=34+k. 

a) Demostrar que x*=-—1 tiene como soluciones una infinidad de cuater- 
nios x. 

b) Mostrar que esto no es contradictorio ccn el Teor. 3 del Cap. IV. so- 
bre el número de raices de un polinomio. 

Sean =1+i+j, b=14j4+k. 

a) Hallar a+b, ab, a—b, ia—2b, a, ax. 

b) Resolver ax=b, xa=b, 1"=b, br+(2j4+k)=a. 

Deducir de (47) la tabla de multiplicar (52). 

a) Demostrar que la norma Níx)=xx de xes x.+x +0 42,0 

b) Demostrar que IY=Y-T. 

c) Demostrar que N(NN(y)=N (xy). 

Demostrar que el inverso por la derecha de un cuaternio es siempre un 

inverso por la izquierda. 

Probar que la solución de una ecuación de cuaternios za=b está univoca- 

mente determinada si a :40. 

Si un cuaternio z satisface a una ecuación cuadrática z*+a,x+b,=0, con 

coeficientes reales a, y b,. probar que todo cuaternio q-'xq satisface a la 

misma ecuación cuadrática (si q 4 0). 

En el álgebra de cuaternios, probar que Jos elementos +1, +i, +3, +k. 

formán un grupo multiplicativo. (Este grupo, que podía ser definido di- 

rectamente, es el llamado grupo cuaternio.) 

Hallar en el grupo cuaternio los subgrupos normales de Índice 2. 

Probar que la multiplicación de cuaternios es asociativa. 

2) Los cuaternios z,+x,i+x,j+x,k con coeficientes racionales x; ¿for- 
man un álgebra de división (ver $ 6) sobre el campo de los números 
racionales? Probar la proposición. 


*b) Considerar la misma cuestión para los números complejos r, como 


coeficientes. (Nota: En este problema, el número complejo 4/—1 como 
cocficiente no €s el mísmo que la i del cuaternio.) 
Demostrar que el «producto vectorial» de dos vectores no es asociativo. 
Si los enteros a y b son ambos suma de cuatro cuadrados enteros, demos- 
trar que el producto ab €s también una suma de cuatro cuadrados. (Su- 
gerencia: Atender al Ejerc. 5.) 
Deducir todas las reglas (47, a partir de ¡"=j?=k*=ijk=-—1. 


Álgebras lineales 


Se llama sistema de números hipercomplejos (o álgebra lineal 


a un sistema algebraico que satisface las leves formales de la adi- 
ción, multiplicación escalar y multiplicación, válidas para matrices 
cuadradas. Los escalares que se usan pueden ser números reales, 
como en el caso de los cuaternios, o elementos de un campo F, como 
para la llamada «álgebra de las matriceso MA(F), constituida por 
todas las matrices nxn con elementos de F. 
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Derixición. Un álgebra lineal sobre un campo Y es un con- 
junto 9, el cual es un espacio vectorial sobre Y de número finito 
de dimensiones, que admite una multiplicación asociativa y bilineal, 


(53) a(By)=(aBry. (asociativa) 
(54) alcB + dy) =claf)+d(ay), (ca+df)y=c(ay) + d (By), 
(bilincal) 


entendiendo que estas leyes se verifican para todas las escalares e 
y d de E y todos los a, B, y de YU. El orden de es su dimensión 
considerado como espacio vectorial. Se dice que Y tiene un ele- 
mento unidad e si éste es tal que «ca=a=ae, para todo a en YU. Fl 
álgebra se llama un álgebra de división si, además de tener un ele- 
mento unidad e, contiene para cada a-0 un ar para el cual 
ada=c. 


Un célebre teorema de Frobenius (1878) establece que los cun- 
ternios constituyen la única úlgebra de división no conmutativa 
sobre el campo de los números reales. 


Eyemrro 1. Construyamos sobre los números reales un flgebra 
de «números duales» que tiene dos elementos básicos $ y e, los cua- 
les se multiplican según las reglas $e=«5=8, 82=0, e"=e. Con estas 
reglas podriamos hallar el producto de dos elementos cualesquiera 
de A, pues 


(a+ da (084 de =ac8? + adér+ bes + dde = (ad +0d08 + dde. 


Los postulados requeridos, tales como la ley asociativa de la 
multiplicación, se verifican, según puede comprobarse. Este ejem- 
plo, como el de los cuaternios, muestra que un álgebra queda defi- 
nida dando una adecuada tabla de multiplicación para los elemen- 
tos básicos. 

Esemero 2. Fl álgebra Mi(% compuesta por todas las matri- 
ces nxm sobre F, tiene como elementos base las matrices Ey, que 
tienen un 1 en el elemento (1, 7) y ceros todos los demás. Ta tabla 
de multiplicación para estas matrices es: 


lx= En, Enliu=0 GAR. 


EleEmpLO 3. Sea G un grupo finito, con elementos a,, ..., 
y multiplicación €1a,=0,. Si F es un campo, existe un álgebra 
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lineal % sobre F, que tiene los elementos de G como base, y en 
la cusil Ja multiplicación está determinada, por la bilinealidad del 
grupo G, 

(55) l2,0,+...+ 7422) (Y10t, + +. +00) =2 (2141) (aa). 


Este álgebra se llama álgebra del yrupo G sobre F. 


Esemero 4. El conjunto de todas las matrices nxn sobre F 
es un espacio lineal de dimensión n?. Por esto, las sucesivas poten- 
cias ], A, A?,A?, ... de una roatriz fija A, no pueden ser todas 
linealrasmte independientes. Si m es el más pequeño entero para el 
cual las potencias 1, A, ..., A” som dependientes, existe una ecuación 


(56) HA)=Í PH Cm APO ¿O AFC =D la en PF), 


en la que no es cero el coeficiente cn de A” y por lo tanto puede 
tomarse igual a 1. Esta ecuación es la llamada ecuación mínima 
para A, Consideremos el conjunto 6 de todas las matrices expre- 
sableg por polinomios en A con coeficientes escalares. Puesto que 
una suma o producto de polinomios es un polinomio, el conjunto 6 
es la subiálgebra de M,(F) engendrada por A. Puesto que la ecua- 
ción rinima puede usarse para expresar A” inediante potencias 
de Á con exponente menor, todos los polinomios en A pueden re- 
ducirse 4 polinomios de grado m—1 a lo mús. Por lo tanto, € 
es también un úilgebra linesl de orden (dirmensión) m sobre PF. 


Esemxrno 5. El conjunto de todas las matrices 2u x 2n, con dos 
bloques mx n de ceros, situados encima a la derecha y debajo a la 
izquierda, forman un álgebra, que es una subálgebra de MA(P). 
Para comprobar esto necesitamos ver solamente que el producto 
de dos matrices con la estructura antedicha es otra matriz con la 
mismí estructura. Esto se comprueba por las reglas del $3 para 
multiplicación por bloques, pues 


(57) (ES 0 11 0 ] e (aba o E 
O 4,10 Bal" X0-B,+4;:0 0:0+4,B,) — 
E El 
A¿B2)" 


Semejante resultado se obtendría con mayor número de bloques de 
diagonales, aunque no fuesen de igual dimensión. 
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DerivicióN. Dos álgebras UA y Y' sobre un mismo campo Y 
son isomorfas (o equivalentes sobre E) si hay una correspondencia 
biunivoca a<+>a' entre Y y Y que conserva las tres operaciones : 


(58) (a+ BY=a +8", (caY=ca', (aB)=a'f. 


Nuestros postulados para el álgebra de matrices son completos, 
en el siguiente sentido (análogo al del Teorema de Cayley, Capl- 
tulo VÍ, $5). 


TeEorEMA 10. Toda álgebra lineal de orden n con elemento tunt- 
dad, es isomorfa al álgebra de las matrices. 


Demostración. El álgebra Y es un espacio lineal de elemen- 
tos £. Asociemos a cada elemento a de Y la transformación T que 
se obtiene multiplicando por él a la derecha, de modo que ¿T =£a 
para cualquier £ de Y. Puesto que la multiplicación es bilineal 
como en (54), Tes una transformación lineal. Por otra parte, como 
existe la unidad e, «a=e8 implica a=8, así que dos elementos dis- 
tintos a y £ inducen transformaciones distintas T y U. Además, 
los postulados del álgebra dan 


¿(a+ B)=ta+ER, Elca)=c(ta), ElaB)=(£a)B, 


de modo que las transformaciones correspondientes son a+ f8 > 74 U, 
ca>cT, af > TU. Esto significa que la correspondencia a->T es 
un isomorfismo entre el álgebra dada y un álgebra de transforma- 
ciones lineales sobre YU. Pero las transformaciones lineales están 
representadas isomórficamente por matrices, luego queda demos- 
trado el teorema. i 

Para hacer explícitas tales matrices, elijamos una base €,, ..., €a 
de YA. La transformación 7' hará corresponder a cada « algún ele- 
mento determinado «a= X Cue Luego 


(Eu) T= (Zu) a= 2 YiCya= 9) T;Cy) 41. 
Respecto a estas coordenadas, la transformación lineal T tiene, 


pues, las ecuaciones 3,= Y aC, con una matriz C=||cy ||. El iso- 
1 


morfismo a+ C de YU con el álgebra de matrices C se llama se- 
gunda representación regular de Y (la «primera» resulta por pre- 
multiplicación con a y es un anti-isomorfismo). 


236 ÁLGEBRA DE LAS MATRICES [Car. VIII 


Para dar un ejemplo, consideremos el campo de los números 
complejos como un álgebra (conmutativa) de orden 2 sobre los nú- 
meros reales, con base 1, 1. Para a=1, 1-1=04+1-i, i+i=—1-140-1, 
así que la representación por matrices es 


1 0 , 0 1 : a _) 
13 (7 EJ i2(_2 ej astia [_; aj 


La matriz correspondiente a i satisface, en efecto, a la ecua- 
ción X?=—]. Estas matrices se emplean algunas veces para defi- 
nir los números complejos. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que el elemento cero, 0, de un álgebra lineal satisface a £-0 
=0=0-£ para todo f. 

2. ¿Es el álgebra de los números duales un álgebra de división? 

*3, ¿Cuáles de los sistemas siguientes son álgebras lineales? 

a) Un espacio vectorial V, con « f=0 para todo a y f. 

b) Un espacio vectorial V, con a«- fB=a para todo a y £. 

Cc) Todas las matrices mxn sobre un campo F., 

d) Todas las matrices nxn que tienen de ceros la diagonal principal 
(y los otros elementos son cualesquiera), 

e) Todas las matrices nxn triangulares (esto es, cuyos elementos debajo 
de la diagonal principal son todos nulos). 

4. Hallar una tabla de multiplicación para el álgebra de cuaternios, si los 
elementos base son a=1—i, B=1+i, y=j+k, $=j—k, 

5. SiP es una matriz no singular, probar que A >P-'AP es un automorfis- 
mo del álgebra matricial completa. 

6. a) Determinar las matrices correspondientes a 1, i, j y k, en la segunda 

representación regular del álgebra de cuaternios. 
b) Comprobar que estas matrices satisfacen la tabla de multiplicación 
dada para i,j,k en (47). 

7. Mostrar las matrices representantes de los números duales ¿ y e en la 
segunda representación regular. 

8. Demostrar que las transformaciones lineales que representan números 
complejos son los productos de transformaciones de semejanza por rota- 
ciones puras ($ 1). 

9. a) Sea YA un álgebra lineal con base a,, ..., en sobre F. Probar que el 
producto de dos elementos cualesquiera de 9] está unívocamente de- 
terminado cuando son conocidos (como en el caso de los cuaternios) 
los n* productos ajq¡=Xci(X)ax. Los escalares cy (X) son llamados 


k 
«constantes de la multiplicación» y también «constantes de estruc- 
tura». 


6] 


10. 


11. 
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b) En cualquier espacio vectorial, un producto está definido si se da el 
producto de dos elementos cualesquiera de las bases, a; y aj. Probar 
que este producto será asociativo si, y sólo si, (aaa, =a, (ajax), para 
todo t, j, k. 

c) Expresar esta condición asociativa en función de las «constantes de 
multiplicación» c;¡(*) de a). 

d) Hallar una condición similar sobre las constantes c;¡(*) para un álge- 
bra conmutativa. 

Hallar las constantes de estructura para el álgebra de números comple- 

Jos sobre los números reales, cuando las bases son a,=1+1, a,=1 —i, 

Probar que si Á es una matriz nxn conmutativa con todas las matrices 

nxn, es necesariamente una matriz escalar. (Sugerencia: A es conmuta- 

tiva con cada Ej.) 

Sí Y es un álgebra, demostrar que el conjunto Y de todos aquellos ele- 

mentos z en 9 que son conmutativos con todos los elementos de Y for- 

man una subálgebra de 9 (la cual es llamada cl centro de Y). 

Determinar, a menos de isomorfismos, todas “las álgebras lineales de or- 

den dos sobre el campo real. 


CAPITULO IX 
Grupos lineales 


1. Los grupos lineal y afín 


Todas las transformaciones lineales no singulares en un espa- 
cio vectorial n-dimensional V, (1) forman un grupo, porque los pro- 
ductos y las inversas de tales transformaciones son también linea- 
les y no singulares (Cap. VIII, Teor. 7). Este grupo será designado 
como grupo lineal (*) L,=L,(F). En la correspondencia biunívoca 
entre transformaciones lineales y matrices, los productos se corres- 
ponden con productos, asi que el grupo lineal L,(F) es isomorfo 
con el grupo de todas las matrices nxmn regulares con elementos 
en el campo 7. 

Las traslaciones constituyen utro grupo importante. Una tras- 
lación del plano desplaza a todos los puntos de él en una misina 
distancia y según una misma dirección. La distancia y la dirección 
pueden ser representadas por un vector k de magnitud y sentido 
apropiados. Ja traslación llevará entonces el extremo de cada vec- 
tor £ al extremo del vector £+x. Pues bien, en un espacio V,(F") 
llamaremos traslación a la transformación £>É+x, con k fijo. Con 
referencia a un sistema de coordenadas dado, las coordenadas y, del 
vector transformado serán Y, =2%,+k,, ..., Yu=Za+ kn, donde las li 
son las coordenadas de x. El producto de las dos traslaciones £> 3 
=E+x, y >i=79+4 es otra traslación, u saber, E >t=£+(x+M) ; 
se corresponde, pues, exactamente con la suma de los vectores x y A. 


(*) Se dirá grupo lineal completo cuando pueda haber confusión con alguno de 
sus subgrupos. 
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De modo semejante, la inversa de la traslación £> £+x esy >7—x, 
Así hemos demostrado un caso particular del teorema de Cayley 
(Capítulo VI) : 


TEOREMA 1. Todas las traslaciones É>€+x de V, forman un 
grupo abeliano isomorfo con el grupo aditivo de los vectores x de Va. 


Una transformación lineal T seguida de una traslación da 
(1) E¿Ey=éT4x  (T lineal, x vector fijo). 


Se llamará transformación afín H de V,() a cualquier trans- 
'ormación de esta forma. Las transformaciones afines (o afinidades) 
acluyen a las lineales (con x=0) y a las traslaciones (con T'=1). Si 
na transformación afín (1) es seguida de una segunda, y >9U+A, 
l producto será : 


(2) Es (ET +x)U+A=E(TU) + (xU+A). 


El resultado es también afín, porque xU+A es un vector de- 
erminado de Y,(F'). Cualquier traslación cs biunfvoca y tiene in- 
ersa, luego la transformación afín (1) será biunivoca si, y sólo si, 
o es su parte lineal 7. Su inversa será la transformación afín 
1>€£=9nT"* —kxT"*, que se obtiene resolviendo (1) respecto a £. 
Esto demuestra : 


Teorema 2. Todas las transformaciones afines no singulares 
de V,(Y) constituyen un grupo, que designaremos grupo afin An(M). 
En él son subgrupos el grupo lineal y el grupo de traslaciones. 


¿Cuáles son, nos preguntamos ahora, pS ecuaciones de una 
transformación afín referida a una base dada? La parte lineal T 
determina una matriz Á=|| as ||; las coordenadas del vector trasla- 
ción constituyen una matriz de una fila K=(k,, ..., ko). Ta afini- 
dad transformará el vector de coordenadas X=(x,, ..., 24) en un 
vector de coordenadas, 


n 
(3) Y=XA+K,  y= Exa +k;. 
1=1 
Una transformación será afín si, y sólo si, se expresa con rela- 


ción a alguna base, por ecuaciones lineales, aunque no homogé- 
neas, tales como (3). 
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El producto de la transformación (3) por Z=YB+L será : 
(4) Z=XMABI+KB4L  (K, L, matrices de una fila), 


fórmula que es correlativa de la (2), La misma regla de multipli- 

cación se aplica a la matriz de orden n+1 construída a partir de (3) 

orlando la matriz A, por una columna de ceros y por la fila K' se- 

guida de un 1, es decir, 

: . A 0 (0 es 1x1) 
(5) (Y=X4+5) 0 (y sl (K es 1x8) 


Porque, en efecto, la regla para multiplicar matrices vista en 
Capitulo VIII, $3 (38), da 


(6) A al B o) - AB+0-L dd 
k 1Mo 1)" lxB+1-L K.0+1:1)= 


der o), 
—XAKB4+L 1)” 


cuyo resultado es precisamente la matriz orlada que corresponde 
a la transformación producto (4). Las matrices regulares orladas 
forman un grupo (¿por qué?). Esto demuestra el siguiente 


TEOREMA 3. El grupo de las transformaciones afines no sin- 
gulares de un espacio n-dimensional es isomorfo con el grupo de 
todas sus matrices (n+1)x(n+1) regulares cuya última columna 
es (0, ..., 0, 1). El isomorfismo está dado explicitamente por la 
correspondencia (5). 


Cada transformación afín £H =£T'+x determina una transfor- 
mación lineal única T', y el producto de dos transformaciones afines 
determina, como en (2), el producto de sus correspondientes partes 
lineales. La correspondencia H >T representa el grupo de trans- 
formaciones afines regulares sobre el grupo lineal, y es un-homo- 
morfismo en el sentido de la teoría de grupos (Cap. VI, $12). En 
todo homomorfismo, los elementos que tienen por homólogo a la 
identidad forman un subgrupo normal; pero en este caso, las afi- 
nidades H con T=] son exactamente las traslaciones. Esto de- 
muestra : 


TEOREMA 4. El grupo de las traslaciones es un subgrupo nor- 
mal del grupo afin. 


2] 
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EJERCICIOS 


a) Representar cada una de las siguientes transformaciones afines por 
una matriz: 


Hi: I=324+6y+2, y=3y—4; 
H,y: Y=2x+y+3, yY=x—y+. 


b) Calcular los productos H,H,, H,H,. 

c) Hallar los inversos de H, y H,. 

a) Escribir explícitamente las ecuaciones de una transformación gene- 
ral afín del plano. 

b) Sin necesidad de utilizar matrices, calcular, por sustitución, el pro- 
ducto de dos transformaciones afines cualesquiera del plano. Mostrar 
entonces que el resultado confirma la fórmula 4. 

Dado el círculo x*+y*=1, demostrar que cualquier transformación afín 

del plano transforma este círculo en una elipse o en un círculo, 

Mostrar que cl grupo de todas las traslaciones de V,(F) es isomorfo con 

un grupo de matrices. 

a) Si J, es el campo de enteros mód, 2, hallar todas las matrices en 
LO). * 

b) Calcular la tabla de multiplicación para este grupo L,(J,). 

¿Cuál es el orden del grupo lineal L,(F) cuando F es el campo de enteros 

módulo p? 

Demostrar que la correspondencia A > (4-! es un automorfismo del gru- 

po lineal. b 

Sea G el grupo de todas las matrices A= bs i con ad 40, Mostrar que 

la correspondencia A >a es un homomorfismo. 

Representar el grupo de las matrices 3x3 triangulares regulares ($3, sl- 

guiente) homomórficamente sobre las matrices 2x2 triangulares regula- 

res. (Sugerencia: Proceder como en ejercicio 8, pero utilizando bloques.) 

Si dos campos F y K son isomorfos, demostrar que los grupos Ln(F) y 

L,(K) son Isomorfos. 

Sin < m, demostrar que L,(F) es isomorfo con un subgrupo de Lim(F), 

Demostrar que la identidad es la única transformación afín conmutable 

con cualquier otra transformación afín. (Sugerencia: Admitir el resultado 

del Ejerc. 11, Cap, VIII, $6.) 


. Si La(F) es el grupo lineal completo, demostrar que dos transformaciones 


afines H, y H, están ambas cn el mismo cogrupo a la derecha de L,(F) si, 
y sólo sl, OH,=0H, (¡O es el origen!)., 


- Demostrar que el grupo cociente An(F)/T,(F) es isomorfo con La(F), don- 


de An indica el grupo afín y T, el grupo de traslaciones. 


Los grupos ortogonal y euclídeo 


En la geometría de Euclides, la longitud desempeña un papel 


esencial. Vamos, por lo tanto, a fijarnos en aquellas transforma- 
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. ciones de un espacio vectorial euclídeo que conservan las longitudes 
de todos los vectores. 


DerinIicióN. Una transformación lineal Y se llama ortogonal st 
conserva el valor absoluto de cualquier vector £, asi que | ET |=]£]. 


En el plano, esto sucede ciertamente en una rotación, o en una 
rotación seguida de una reflexión ; de acuerdo con la fórmula (2) 
del Cap. VIII, estas dos transformaciones están representadas, res- 
pectivamente, por las matrices 


7) cos Ó sen le a sen al 


—sen Ó cos 0 sen Ú —<cos 0 


Estas dos matrices dan las únicas transformaciones ortogonales 
del plano real, según vamos a demostrar. Bajo cualquier transfor- 
mación ortogonal Y = XA, los vectores unidad «,=(1, 0) y e, =(0, 1) 
tienen por transformados 


dí Q; 


(1, 0) E e), a), (0, 1) le a) =(b,, by), 


cuyas longitudes deben valer 1. De acuerdo con la fórmula pitagó- 
rica de la longitud, esto significa 


(8) at+a=1, b,?+b,?=1. 


Sumando, el vector (1, 1) tieine como transformado (a, +b,, 1,+b,) 
de longitud 42, luego (a, +b,)?+ (a,+b,)?=2. Desarrollando, y en 
virtud de (8), nos resultará 


(9) ad, +43b,==0. 


En virtud de (8), hay un ángulo 0 con cos 8=a,, sen 0=4,. En- 
tonces es tg 0=a,/a, =—b,/b,, por (9), mientras que por (8) es 
b,=+c0s 0, b,= Fsen 6. Las dos posibilidades de signo dan exac- 
tamente las dos matrices (7). 

La inversa de una rotación de amplitud 8 es la rotación de arn- 
plitud —6, así que la matriz inversa es 


( cosó sen yl cos (—6) sen o 0 —sen 0) 


—sen 9 cos 9 —sen (—6) cos (—6) sen 0 cos Ú 
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¡La matriz que resulta es precisamente la transpuesta de la 
original ! Esta circunstancia será generalizada a las matrices nxn 
ortogonales. 


TEOREMA 5. Una transformación ortogonal T tiene, para cual- 
quier par de vectores, €, y, las propiedades siguientes : 


1) T conserva las distancias, 6 |E—9]=| ¿Ll —T |. 

2) T conserva los productos internos, 6 (£, )=(£T, 11). 

3) T conserca la ortogonalidad, $ € | n implica ET | nT. 

4) T conserva la magnitud angular, d cos Z(£, m=c0s Z(£T, yT) 


Demostración. Como T es lineal, la definición da 1). Como 
€ | 7 significa (€, y) =0 y puesto que los ángulos son expresables 
mediante productos internos [Cap. VIT, (28)] las propiedades 3) 
y 4) so deducen inmediatamente de 2). Pero para 2), de la bi- 
linealidad del producto interno resulta que (£+1, £+1m)=(£, E)+ 
+2(€, 1) +(n, 7). Esta ecuación permito expresar (€, n) mediante 
«ongitudes», pues siendo | £|=(£, E)”, resulta 


(10) E, m=l¿+nl—]£]—]11?. 


Ahora bien : la transformación ortogonal 7 deja invariantes las 
longitudos del segundo miembro de esta igualdad, luego también ol 
producto interno del primer miembro, lo cual demuestra 9). 

Rec[procamente, una transformación T que conserva todos los 
productos internos, debe conservar las longitudes, y por tanto ser 
ortogonal, ya que la longitud es expresable por un producto interno. 

Investiguemos ahora qué matrices corresponden a las transfor- 
maciones ortogonales lincales. Este problema es fácil, al menos con 
referencia a una base ortogonal normal. 


TEoREMA 6. Con relación a cualquier base ortogonal normal, 
una matriz A representa una transformación lineal ortogonal si, 
y sólo si, considerando las filas de A como vectores, cada fila tiene 
longitud unidad, y dos filas cualesquiera son ortogonales. 


Demostración. Cualquier transformación ortogonal debe, por el 
Teorema 5, transformar la base dada e, ..., en, en una nueva base, 
4i=4T,..., 4a=€T, también normal y ortogonal, Recfprocamente, 
supongamos que 7' tiene tal propiedad y seca £=%,0,+... + Toto UN 
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vector cualquiera ; su transformado será ET =2,0,+...+T,%.; 82- 
bemos, por el Teorema 15 del Cap. VIT, que la longitud está dada 
por la fórmula 


[El=(22+...+2)=|ET |, 


luego T' es ortogonal. Lia demostración se completa con la observa- 
ción (cfr. Cap. VIII, $4) de que la fila i-ésima de A, considerada 
como un vector, representa las coordenadas de a,=e«T relativas a 
la base original e,, ..., €n. 


DEFINICIÓN. Una matriz cuadrada A se llama ortogonal sí, y 
sólo si, cada fila de A tiene longitud 1, y dos filas cualesquiera son 
ortogonales. En fórmula, esto significa que A=]| aw || es ortogonal 
si, y sólo si, 


(11) Yanina =1 para todo 1, Y andy =0 si i7%)j. 
k=1 k=1 


Las condiciones (11) son exactamente las mismas que han sido 
desarrolladas en (8) y (9) para matrices cuadradas 2x2. Si repre- 
sentamos por Ás la fila ¿-ésima de la matriz Á, y por Af su trans- 
puesta, el producto interior de 4, por Ay es la matriz producto 
AJA (ver (30), Cap. VIIT), así que las condiciones (11) pueden 
escribirse como sigue : 


(115 A4i=1, A¡A¡=0 (14j). 


Designando 4' la transpuesta de A, las fórmulas (11') nos dicen 
que la matriz producto AA” (que se calcula multiplicando filas por 
columnas) tiene en el cruce de la fila ¿ con la columna ¡el elemen- 
to AJA =68, que ocupa el mismo lugar en la matriz idéntica 7 cuyos 
elementos diagonales son $,,=82,=...=%.=1, siendo nulos los res- 
tantes. Hemos demostrado, pues, 


TEOREMA 7. Una matriz A es ortogonal si, y sólo si, AA'=I. 


Este resultado siguifica que la transpuesta A” de una matriz 
. ortogonal Á es inversa por la derecha de A, luego por el Teor. 7 
del Cap. VITI, cualquier matriz ortogonal Á es regular, con A=4'. 
Por lo tanto, A'A =1. Esta igualdad puede expresarse diciendo que 
A'(4'Y=I] cuando 4' es ortogonal ; luego la transpuesta de cualquier 
matriz ortogonal A es también ortogonal. De esto se sigue que 
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una matriz .1 es ortogonal si, y sólo si, cada columna de Á tiene 
tongitud 1, y dos columnas cualesquiera son ortogonales, 


u 1] 
(12) Yautxu==1 para todo 1,  Hantdy=0 si ¡4j. 
X=! kz1 


Todas las matrices n xn ortogonales forman grupo, pues la in- 
versa A7* de una matriz ortogonal lo es asimismo [(47*!=(A%*], 
y el producto de dos matrices ortogonales Á y B es ortogonal 
(AB) = B'A'= Brd"* =(AB)"]. Este subgrupo del grupo lineal 
La(R*) se llama el grupo ortogonal O, ; es isornorío con el grupo 
.de todas las transformaciones ortogonales del espacio euclídeo con- 
siderado. 

Se llama movimiento rigido de un espacio vectorial euclídeo E, 
una transformación no singular U de 1 que conserve las distancias, 
esto es, que satisfaga a la igualdad |£U—nU|=|£—x9] para to- 
dos vectores £ y n. Cualquier traslación de E conserva los vectores 
diferencia | ¿—7 |, luego también su longitud, y, por lo tanto, es 
un movimiento rígido. Por consiguiente, si una transformación afín 
EÉSET+x es rigida, también lo es £>(n—x)=€T ; recíprocu- 
mento, si 7 es rígida, también lo es ¿>9=¿T+x. Pero, por el 
Teorema 5, una transformación lincal es rígida. si, y sólo si, es 
ortogonal. lin conclusión, una transformación afín (1) es un mo- 
vimiento rígido si, y sólo si, 'T es ortogonal. Sigue de aquí, como 
on la demostración del Teorema 2; ya que todas las transforma- 
ciones ortogonales forman un grupo, que la totalidad de las trans- 
formaciones afines rigidas constituye un subgrupo del grupo afín, 
llamado grupo euclídeo. ste constituye la base de la geometría 
euclídea (*). : 

Aparecen en gcometría otros grupos. Es muy conocido, por 
ejemplo, el grupo de las transformaciones por semejanza, consti- 
tuído por aquellas transformaciones lineales '' que alteran las lon- 
vitudes multiplicándolas por un factor nurnérico constante cr 40, 
lo modo que |£T']=c,] €]. YEs:fácil probar que efectivamente cons- 
bituyen un grupo, del cual es un súbgrupo el grupo ortogonal. Mús 
amplio aún es el grupo equiforme, constituído por las transposi- 
ciones afines £>£€T'4+x en donde 7' representa una transformación 
por semejanza. 


(%) Como cualquier transformación rígida es necesariamente afín, resulta que 
| grupo euclídeo es el grupo de todos los movimientos rígidos. 
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11. 


12, 


13, 


3. 
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EJERCICIOS 


Comprobar la ortogonalidad de las siguientes matrices. Si una de ellas es 
ortogonal, hallar su inversa. 


1/2 yY3/2 1/2 4/3/2 06 08 
a) . Db pa “0 
—Y 3/2 1/2 Y3/2 1/2 0,8 —0,6 


Hallar una matriz ortogonal con la primera fila múltiplo escalar de (5, 
12, 0). 

Demostrar que, si las columnas de una matriz ortogonal se permutan, la 
que resulta también es ortogonal. 


. A O 
Si A y B son ortogonales, demostrar que lo 5) lo es también. 


Multiplicar las dos matrices que siguen y comprobar la ortogonalidad 


del producto. 
1 0 0 
( cosg sen ) 
0 —sen 6 cos 0 


cosg4 seng 0 
—sen $ Cos y ) A 
0 0 1 

Demostrar que el grupo euclídeo es isomorfo con un grupo de matrices. 
Demostrar que todas las traslaciones constituyen un subgrupo normal del 
grupo euclídeo. 
Como demostración de 2) en Teorema 5, demostrar a partir de los prin- 
clpios que 4(£, p=] ¿+79 |? —]£—x|?. 
Demostrar geométricamente que cualquier transformación ortogonal del 
plano es una rotación o una reflexión (simetría respecto a un eje) seguida 
por una rotación. (Sugerencia: Una transformación lineal está completa- 
mente determinada por las imágenes de dos vectores perpendiculares uni- 
tarlos.) 
Demostrar que cualquier transformación de semejanza S puede escribirse 
en la forma S=cT como producto por un escalar positivo de una trans- 
formación ortogonal T, y esto de un solo modo. 
Dar condiciones necesarias y suficientes para que la matriz A represente 
una transformación de semejanza referida a una base ortogonal y normal 
(cfr, Teors. 6-7). 
a) Demostrar que todas las transformaciones de semejanza constituyen 

un grupo S,. 
b) Demostrar que O, es un subgrupo normal de S,. 
c) Demostrar que el grupo cociente S,./O, es isomorfo con el grupo mul- 

tiplicativo de los números reales positivos. 
a) Demostrar que las matrices nxn que satisfacen a AA'=1 con coeñ- 

clentes en cualquier campo, forman un grupo multiplicativo. 
b) ¿Cuántas matrices 3x3 «ortogonales» existen, con coeficientes en J,? 


Matrices diagonales y de permutación 


Entre los muchos grupos de matrices que es posible considerar, 


aparecen útilmente aquellos en que intervienen matrices de forma 
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«diagonal» o de otras formas sencillas. Una matriz D=||d, || se 
llama diagonal cuando ¿+3 implica d,,=0, esto es, cuando los ele- 
mentos no nulos de D estén situados en la diagonal principal (des- 
de el ángulo superior izquierda al inferior derecha). Para sumar o 
multiplicar matrices diagonales, basta con sumar o multiplicar los 
elementos correspondientes alineados en tales diagonales (¿por 
qué?). De aquí resulta que una matriz diagonal tiene una inversa 
si ningún elemento de la diagonal es nulo, y sólo en este caso. Por 
lo tanto, resulta : 


TEOREMA 8. Todas las matrices diagonales regulares forman 
un subgrupo del grupo lineal. 


Una matriz de permutación P es una matriz que tiene en cada 
fila y en cada columna un solo elemento igual a la unidad y todos 
los restantes elementos son nulos, 

Las matrices 3x3 de permutación son seis. Una de ellas es 1, 
y las restantes : 


0.1.0 100 001 0.0 1 0.10 
10 0]|,10 O 1], (0 1 0), [1 O 0), [0 O 1 
001 01.0 100 0.1.0 100 


En dos filas cualesquiera, los elementos 1 están en distinta co- 
lumna, luego las filas son ortogonales ; se deducc, pues, que toda 
matriz de permutación P es ortogonal, y P-*=P". P es una matriz 
de permutación si, y sólo si, la transformación correspondiente 
Y=XP efectúa una permutación de las unidades vectoriales 1,, ..., 
la. Por lo tanto, las matrices de permutación se corresponden de 
manera biunívoca con las n! permutaciones de n símbolos (Ca- 
AÁtulo VI, $7), y esta correspondencia es un isomorfismo. Hemos, 
dues, demostrado 


TEOREMA 9. Las matrices de permutación nxn forman un sub- 
jrupo del grupo ortogonal, que es isomorfo con el grupo simétrico 
le n letras, 

Veamos ahora otras importantes clases de matrices, Una ma- 
triz M se llama monomial si cada fila y cada columna tiene precisa- 
mente un elemento distinto de cero; así que estas matrices pueden 
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obtenerse sustituyendo los elementos 1 de una matriz de permuta- 
ción por otros elementos no nulos, como, por ejemplo, en 


0.05 07 0 la 
(13) Mi=|-2 0 0], M,= 0.0 3), M=( ol 
0.30 £0 0 => 


Una matriz cuadrada T=||t, ! se llama triangular si todos los 
elementos debajo de la diagonal principal son nulos ; es decir, si ty¿=0 
siempre que ¿>j. Una matriz S se dice estrictamente triangular 
cuando todos los elementos en o debajo de la diagonal principal 
son nulos. En el caso 4 x 4, estos dos tipos son, pues, los siguientes : 


q oros t 0 4.) 059 

_j0 u v. w 00 zx y 

(14) eS 00zx y] N 000z 
000z 0000 


donde las letras indican elementos arbitrarios. Finalmente, llama- 
remos matriz escalar la que puede escribirse en la forma cl, siendo 
1 la matriz idéntica. 

La distribución según cierto «patrón» de los elementos no nu- 
los de una matriz, no es el único medio de construir grupos de ma- 
trices. Cualquier grupo de transformaciones lineales puede ser re- 
presentado por el correspondiente grupo de matrices. Por ejemplo, 
el grupo del cuadrado consta de transformaciones lineales. Elija- 
mos como origen el centro del cuadrado, y tomemos los ejes para- 
lelos a sus lados. Si formulamos mediante las coordenadas (x, y) 
los movimientos R, R', H y D: (ver su descripción en Cap. VI,.$1), 
obtenemos sendas transformaciones con las siguientes matrices : 


0 — ¿ f1 0 le 0 O 1 
n> (2 A! 2 0 Eo H> 0 sl pa (2 a): 
y los otros cuatro elementos del grupo pueden representarse análoga-. 
mente. La tabla de multiplicación de este grupo, dada en Cap. VI, 
$4, puede ser calculada por simple multiplicación de las matrices 


correspondientes (¡ compruébese !). En otras palabras, el grupo del 
cuadrado es isomorío con un grupo de ocho matrices 2x2, 
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EJERCICIOS 


(Algunos ejercicios sobre matrices diagonales aparecen en Cap. VIII, $2.) 


1. a) Mostrar dos matrices 4x4 de permutación. 

b) Exhlbir tres matrices monomíiales que no sean ni diagonales ni ma- 
trices de permutación. 

2. Mostrar explícitamente el isomorfismo entre las matrices de permutación 
3x3 y el grupo simétrico. 

3. Seca $, el subespacio unidimensional de V, engendrado por el i-ésimo vec- 
tor básico e, Demostrar que una matriz regular D es diagonal si, y sólo si, 
la transformación lineal correspondiente Y =XD representa a cada espa- 
cio S, sobre sí mismo. 

4. Encontrar para las matrices monomiales una caracterización análoga a la 
del Ejerc. 3. 

5. a) Demostrar que una matriz monomial M puede escribirse de modo úni- 

co en la forma M=DP, donde D es regular y diagonal y P es matriz 
de permutación. (Sugerencia: Recordar Ejerc. 11, $2, Cap. VIII.) 
b) Escribir las matrices M, y M, del texto en las formas DP y PD. 

6. Describir la inversa de una matriz monomial M y hallar las inversas de 
M, y M, en (13), 

7. Si M es monomial y D diagonal, demostrar que M-'DM es dlagonal. 

8. Sl P es una matriz de permutación y D diagonal, describir la forma de 
la transformada P-'DP, 

9, ¿Cuántas filas tiene PA, según las de A? 

10. Una matriz A se llama nilpotente si alguna potencia de A es 0, Demostrar 
que cualquier matriz estrictamente triangular es nilpotente. (Sugerencia: 
Probar con el caso 3x3.) 

11, ¿Cuáles de los siguientes conjuntos de matrices son grupos multiplica- 
tivos? 

a) Todas las matrices escalares cl; 

b) Todas las matrices diagonales; 

c) Todas las matrices diagonales regulares; 

d) Todas las matrices de permutación; 

c) Todas las matrices monomiales; 

£) Todas las matrices triangulares; 

8) Todas las matrices estrictamente triangulares; 

h) Todas las matrices con ceros en la segunda flla; 

1) Todas las matrices en las que al menos una fila consiste en ceros. 


*12, ¿Cuáles de los conjuntos de matrices del Ejerc. 11 son subálgebras del 
álgebra de las matrices M,(F)? Si un conjunto es un subálgebra, deter- 
minar su orden. 


13. Representar el grupo de las simetrías del rectángulo como un grupo de 
matrices. 

Hallar las matrices que representan todas las simetrías del cuadrado, cal- 
culando. por el producto de matrices, los productos HR, RH, HD y DD', 


y comparar estos resultados con los de la tabla de multiplicación del $ 4 
del Cap. VI. 


14. 
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15. a) Demostrar que todas las transformaciones biunivocas y=(ax+b)/ 
/(cx+d) con ad % bc forman un grupo (llamado grupo homográfico). 
b) Demostrar que este grupo es isomorfo con el grupo cociente del gru- 
po lineal módulo el subgrupo de las matrices escalares no nulas. 
*c) Extender este resultado a matrices de tipo superior al 2x2. 
16. a) Demostrar que el conjunto de todas las matrices regulares de la forma 
(5 S con A rxr y Bsxs,es un grupo (r y s son enteros fijos). 


*b) ¿Cuál es el carácter geométrico de las transformaciones lineales de 
V,(R*) determinadas por una matriz de éstas, si r=2, s=1? 


4. Cambio de base 
En el plano, las ecuaciones 
(15) Y =7,+4, Y,=2,+b 


pueden interpretarse de dos mmodos : como una transformación que 
lleve el punto de coordenadas (7,, 7,) a un nuevo punto de coor- 
denadas (y,, Ya); o como un cambio de coordenadas, en el cual el 
punto P de coordenadas (7,, 2) con referencia a unos ejos de ori- 
gon O, está determinado por otras coordenadas (y,, ya) con rela- 
ción a otros ejes paralelos con un nuevo origen. [las coordenadas 
del nuevo origen, en el sistema primitivo son (—a, —b), porque 
(15) dará para coordenadas nuevas de este punto (—a+a, —b + b) 
=(0, 0).] 

Estas dos interpretaciones pueden llamarse activa (el punto se 
mueve) y pasiva (el punto permanece quieto). Un doble significado 
similar va envuelto en las restan- 
tes ecuaciones de transformación. 

Cualquier cambio de base im- 
plica un cambio de coordenadas. 
Por definición, las coordenadas de 
un vector con relación a una base 
son los coeficientes de la expresión 
lineal del vector en función de los 

Figura 1 de la base. Por lo tanto, dos bases 

€1> «+.» la Y %, ..., Y de un espa- 

cio vectorial dan dos conjuntos de coordenadas 2, y 2? para un mis- 
mo vector É, 


(16) Est, +. PL O= TT 01 +... FILA. 
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Consideremos, por ejemplo, el vector B=4c,+2e, en el plano 
de coordenadas (4, 2) respecto a la base e,, es. Los vectores 


(17) aj=2e,, 09=0+4 


forman también una base, y £ puede expresarse asi: B=a,+%az, 
de modo que las nuevas coordenadas, referidas a estos ejes «obli- 
cuos» (ver fig. 1), son 1 y 2. Para cualquier vector £=x?%a,+x*ta, 
con nuevas coordenadas 25, zf por la sustitución (17) resultará : 


E=c (Le) +29 (0 +0)=(02 422) 42%. 


Los cocficientes de e, y de e, son, por definición, las coordena- 
das antiguas z, de £, así que están dadas por las igualdades 


(18) 2=20 +2 L¿=24 


Las nuevas coordenadas pueden expresarse mediante las anti- 
guas resolviendo estas ecuaciones, y resulta 22 =x,, 2*=(x, — 77)/2. 
Estas expresiones para las nuevas coordenadas son exactamente 
análogas a las ecuaciones de una transformación lineal. 

Consideremos más generalinente una nueva base, expresada en 
función de la antigua mediante las ecuaciones 


(19) 01=( 4141 +... + Qinta= Y 446, (i=1, ..., nm). 
1 


La fila i de la matriz de coeficientes Á =|| a, | es la fila de 1ns 
coordenadas antiguas (41, ..., G10) del vector ay. Como estos vec- 
tores forman una base, las filas son independientes, y la matriz A 
es regular (Cap. VIII, Teor. 7). Sustituyendo (19) en la nueva 
expresión ¿=xfa, de un vector €, tendremos 


£=Yz7 (2440) = Y (27/44) 4. 
4 y) í í 
Los coeficientes de las e, son las antiguas coordenadas 
n 
(20) T=I 044... +2 ¿loy= Y 2144, J=1,..., n. 
1=1 


listas ecuaciones pueden escribirse en forma matricial X=X*4A 
o XA*=XA”!, exactamente como en las ecuaciones de una transfor- 
mación lineal biunívoca. 

La relación entre las ecuaciones para las «bases» (19) y para 
las «coordenadas» (20), puede establecerse de modo conveniente 
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utilizando las matrices de una fila a=(a,, ..., 47) y e=([61, ..., €a). 
Entonces, en (19) aparece la multiplicación de 4 por la transpues- 
“ta ee (matriz de una columna), o sea, a'=4c. Por transposición, 
esta fórmula de a=eA”. Las nuevas bases y coordenadas son, pues, 
expresadas mediante las antiguas como sigue : 


(21) Bases: a=eA”, Coordenadas: X*=XA”!. 


Lia matriz A”* de la segunda ecuación es la inversa de la trans- 
puesta de la matriz A” de la primera. Estos hechos se expresan 
diciendo que la transformación de coordenadas es contravariante 
de la transformación de las bases. Cualquier matriz regular Á pro- 
porcionará una posible base nueva para el espacio, a=e4', y asi- 
mismo cualquier ecuación X*=XB, con B=A"”* regular, represen- 
tará un posible grupo de nuevas coordenadas X?*. 

Podemos ahora establecer la doble interpretación de una ecua- 
ción matricial Y=XB, con B regular. Como activa, esta ecuación 
representa una transformación lineal no singular T, que transporta 
cada vector É con coordenadas X relativas a la base e, sobre un 
vector y de coordenadas Y=XB. Como pasiva, esta ecuación da 
las nuevas coordenadas Y de un vector £ con coordenadas primiti- 
vas X referidas a la base e ; estas nuevas coordenadas se toman con 
relación a una nueva base a expresada por a=«4A”, siendo A la jn- 
versa de la matriz B. Este resultado se puede enunciar así : 


Teorema 10. Cualquier sustitución no singular Y =XB sobre 
n variables X,, ..., Xa, puede ser interpretada como una transfor- 
mación lineal biunivoca o como un cambio de coordenadas, e inver- 
samente. En consecuencia, toda simplificación algebraica de una 
expresión dada, que puede conseguirse por una conveniente trans- 
formación del espacio V,.(F), puede asimismo ser conseguida por 
un conveniente cambio de coordenadas en tal espacio, y reciproca- 
mente. 


En un espacio vectorial euclídeo, la nueva base a,, ..., Qa 
de (19), será una base ortogonal y normal si, y sólo si, las filas de 
coordenadas (4;,, ..., Aim) son mutuamente ortogonales y cada una 
de longitud unidad, según las fórmulas usuales. Esto significa que 
la matriz A de los coeficientes es ortogonal (Teorema 6); en tal 
caso, también la inversa 47' es ortogonal e igual a 4. 
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CoroLnario. Un cambio de coordenadas, desde una antigua a 
ma nueva base ortogonal normal de un espacio euclídeo, corres- 
¡nde como en (21) a una transformación ortogonal del espacio, 
y reciprocamente. Por lo tanto, una transformación ortogonal y la 
elección de un nuevo sistema ortogonal y normal de coordenadas, 
tienen los mismos efectos, en el sentido del Teorema 10. 


Esta conclusión será aplicada en la próxima sección para la 
simplificación de funciones lineales. 

Para la geometría afín, los resultados son semejantes. Un nue- 
vo sistema de coordenadas se establecerá eligiendo como origen 
otro punto P, (que será extremo de cierto vector A) y como nueva 
base otros vectores independientes a,, ..., da. Las coordenadas de 
cualquier É relativas a este nuevo sistema son los números y, dados 
por £—A=Xywq,; dicho de otro modo, empleamos las componen- 
tes del vector £—-A que une al nuevo origen con el extremo de É. 
Las ecuaciones que expresan estas nuevas coordenadas en función 
de las antiguas, corresponden a una transformación afín biunívoca, 
y recíprocamente, las ecuaciones de una tal transformación pue- 
den ser interpretadas como ecuaciones de un conveniente cambio 
afín de coordenadas. 


EJERCICIOS 


1. Si los vectores indicados se toman como una nueva base vectorial del es- 
pacio, hallar las ecuaciones que corresponden a las coordenadas antiguas 
en función de las nuevas. En los casos a) y b) dibujar una figura. 


a a=(1,D, a,=(1, —1); 
b) a,=(2, 3), a,=(—2, —1); 
cd) a,=(1, 1, 0), a,=(1,0, 1), a,=(0, 1, 1). 


2. Si una nueva base f, se da indirectamente mediante ecuaciones de la 
forma e¡==/b1,8j, investigar las ecuaciones del correspondiente cambio 
de coordenadas. 

3. Presentar las ecuaciones para el cambio de coordenadas, debido a una 
rotación de los ejes en el plano. 

4. Discutir la traslación de coordenadas en el espacio afín. 

5. Dar una exposición detallada de las:correspondenclas biunivocas entre 
los cambios de base afines y las transformaciones afines. 

6. a) Demostrar que la correspondencia A > 6(A)=(A-') es un automorfis- 

mo del grupo lineal L,(F). 
b) Demostrar que 6*'(A)=A para todo A. 
c) En elcaso F=R*, ¿para qué matrices es 6(A)=A? 
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5. Equivalencia y formas canónicas. Invariantes 


Una importante aplicación de los grupos lineales es su empleo 
en la simplificación de polinomios lineales y cuadráticos. La idea 
citada se puede ilustrar con el conocido proceso de «completar el 
cuadrado» en el trinomio f(1)=ax*+bx+c, con a +0. Este proceso 
enseña que la sustitución y=x+b/2a transforma f(x) en el nuevo 
polinomio 
(22) g(y=ay?—dfjáa, con d=b*—dac. 


Ante tal circunstancia, diremos que f(x) equivale a g(y) me- 
diante la traslación (*) y=x+b/2a (o que f(x) y g(y) son equiva- 
lentes para el grupo de las traslaciones). En general, si aplicamos 
cualquier traslación 2=t+k a f(1)=ax*+bx+4+c, obtenemos 


he) =alz2— 1)? +b(2—k)4c=0a2*4 (b — 2ak)z + (ak? — bk +0). 


En el polinomio h(z) que resulta, el término lineal puede elimi- 
narse solamente cuando k==b/2a4, como al completar el cuadrado. 
Por lo tanto, el polinomio f(x) es equivalente, para el grupo de las 
traslaciones, a un solo polinomio ay?+h sin término lineal. Por esta 
razón diremos que ay*+h es una forma canónica respecto a las tras- 
laciones, 

Interesa también investigar los «invariantes» para esta equiva- 
lencia. Así, el discriminante d de f(x) está dado por d=b* —4ac. 
Si calculamos el discriminante d' del polinomio transformado h(2) 
con los coeficientes b'=b— ak, e'*=ak? —bk+c, se obtiene 


d'=b"” —4a'c'=b? —4akb + 4a*k? — 4a?k? + 4akb — 4ac=b*—dac. 


Por lo tanto, el discriminante es inalterable o invariante en las 
traslaciones. En función del discriminante, la forma canónica g(y) 
puede escribirse ay? —d/%a. 

Para definir en general la noción de equivalencia respecto a un 
grupo, consideremos dos polinomios f(X,, ..., Ta) y J(Y1, ..., Yu), 
cada uno de n indeterminadas, sobre un campo P. diremos que f 
es equivalente a g en un grupo dado G de transformaciones X > Y 


(*) Como 2=1+1, este resultado es válido bajo la hipótesis de que en el campo 
de los coeficientes de f(x) es 141 +0. Ahora blen, el campo 7, de los enteros módu- 
lo 2, muestra que existen campos en los que 1+1=0. Estos campos (que se llaman 
de característica 2) son excepcionales en muchas partes de la teoría de matrices y «de- 
terminantes, 
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del espacio n-dimensional VY.(F) si, y sólo si, existe en el grupo 
una transformación X> Y, que a la expresión de f le haga corres- 
ponder la expresión de g. Por ejemplo, f y yg serán equivalentes 
en el grupo lineal si, y sólo si, f resulta igual a g por efecto de una 
sustitución 1,=y,44, donde «1 =|| ax || es una matriz regular. 

Entre todos los polinomios de un tipo determinado, es posible 
seleccionar algunos polinomios más particulares y tales, que cual- 
quier polinomio del tipo en cuestión sea equivalente en un gru- 
po G a uno y sólo a uno de los polinomios seleccionados. Estos 
últimos constituyen las formas canónicas del tipo dado para el gru- 
po G. Es conveniente elegir las formas canónicas lo más sencillas 
que sea posible. 

También puede definirse de modo general la noción de «inva- 
riantc». Para cualquier polinomio f de un tipo dado, dispongamos 
en un orden determinado b,, ..., dm los cocficientes. Entonces una 
función Y (f) expresada en función de estos cocficientes, J(f) =J(b,, 
.:. Um), So llamará invariante de f en un grupo G, si J(f)=3(g), 
siempre que f y g sean equivalentes en el grupo. Se dico que los 
invariantes J,, ..., Jr constituyen un sistema completo de invarian- 
tes de un cierto tipo de polinomios, cuando para la equivalencia de 
dos polinomios f y g de este tipo, es necesaria y suficiente la igual- 
dad entre tales invarinntes, así que J,(f)=3,(9), ..., Ip =3Jr(g). 
Por ejemplo, en el caso de polinomios cuadráticos, para el grupo 
de las traslaciones, el primer coeficiente a y el discriminante d 
forman un sisterna completo de invariantes, pues cualquiera de 
tales polinomios es oquivalente a la forma canónica ay? — dl4a, se- 
gún (29), 

Para el grupo afín, consideremos el caso de los polinomios de 
forma lincal, 


(23) flt,, ..., ZTad=b,2,+...+b or +0, 


con coeficientes b, y c de un campo PF. Ixcluiremos el caso trivial 
de una constante suponiendo que algún coeficiente b, es distinto de 
cero. La traslación 1/=,+cC/b,, con 1í=%) si ij, hará desapa- 
recer el término constante c. Además, la transposición 2,'=2y, 
2 =x/ nos da una nueva forma en la que el coeficiente b, de x,' 
no es cero. Por lo tanto, podemos suponer en (23) que b,+0 
y c=0. Ahora bien, la transformación dada por las ecuaciones 


(24) Y=by7,+...+D,7 40,  Yi=Ta) -.-, Ya=Tn 
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reemplazará f por la función equivalente g(Y1, .... Ya)=Y1. La 
transformación expresada por (24) es afín, y es biunívoca por ser 
b,0. Por lo tanto, todas las formas lineales (23) son equivalen- 
tes, en el grupo afín, a la forma canónica g(y,, ..., Yn)=Y,. Ade- 
más, todas las formas (23) lineales homogéneas (con c=0) son equi- 
valentes para el grupo lineal a la misma forma canónica. 

Sobre cualquier campo F, distintas formas lineales (23) deter- 
minan distintas funciones lineales (cfr. Cap, IV, $2); los coefi- 
cientes de la forma vienen determinados por los valores de la fun- 
ción como f(1, 0, ..., O)=b,+c, ..., f(0, ..., 0, D)=ba+c, Í(0, ..., 
0)=cC. De igual modo, cuando c=0 la (23) es una función homogé- 
nea lineal f(€) del vector é de coordenadas 2,, ...,-Tn relativas a la 
base €,, ..., ea de Va(F). Por el Teorema 10, el precedente resul- 
tado sobre formas canónicas respecto al grupo lineal demuestra 
que, dada una función lineal homogénea f(€), se puede elegir una 
pueva base a,, ..., Aa tal, que la expresión de f mediante las nue- 
vas coordenadas sea f(£)=xw'. Esto significa que el conjunto S de 
todos los vectores £ que satisfacen a la ecuación f(£)=0 es, simple- 
mente, el conjunto de todos los vectores cuya primera coordenada 
xí=0, de modo que S constituye un subespacio (n — 1) dimensio- 
nal, engendrado por los vectores az, ..., An de la nueva base. Así 
hemos demostrado que si una función lineal homogénea bx, de 
n variables no es idénticamente nula, sus ceros forman un subes- 
pacio (n— 1) dimensional (llamado hiperplano) en V,(E). 

Para considerar bujo el grupo euclídeo las funciones lineales de 
un espacio euclídeo, es lo más conveniente adoptar la interpreta- 
ción pasiva. Como antes, con una traslación previa .haremos c=0 
en (23). La función lineal homogénea que resulta, f(£), tiene estas 
dos propiedades caracteristicas : 


(25) ME +EM=MED+ÍE), Hd =df(0, 


para dos vectores É£,, €, cualesquiera y cualquier escalar d. El hiper- 
plano f(£)=0 posee una base ortogonal normal a,, ..., a, que pue- 
de ampliarse (Cap. VII, $9, Lema 2) a una base ortogonal normal 
Q;, 4, ..., A, de la totalidad del espacio E. Con relación a esta 
base, cualquier vector £ puede expresarse como en (16), con coor- 
denadas x% , así que de (25) resulta 


NO) =f(2ta,+...+2ta)=ztfla)+...+Tefla.)=xifa), 
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pues, por la definición del hiperplano, cada f(az), ..., f(as) es cero. 
Como 4,, az, ..., A, constituyen también una base ortogonal nor- 
mal, podemos suponer que la constante f(a,) es positiva. Por lo 
tanto, cualquier función lineal homogénea f puede ser expresada 
con relación a una conveniente base ortogonal normal en la forma 
f(£)=dx*, donde d>0.. 
Este resultado (en pasiva) puede ser traducido como en el Teo- 
rema 10, y entonces afirma que cualquier f lineal homogénea es 
equivalente mediante una transformación ortogonal Y=XAÁ a una 
función de la forma g=dy,, con d>0. En el grupo euclídeo tam- 
bién ésta es la forma canónica de las funciones f no homogéneas. 
Supongamos que Y = XA + K es un movimiento rígido (con A =||a,, [| 
ortogonal), el cual transforma a f en una de las formas g=d'Y,. 
Entonces, por sustitución, mediante (3) y (23), tenemos 


2, +...+bot +4c=0 Y, =0 (2,0), +... + Zo0o, +K;). 


Comparando los coeficientes nos resultará b,=d'0,,, usí que ib? = 
=d”3,01,?. Pero la matriz Á es. ortogonal, luego -41?=1, según 
(11), y por tanto, 

d“=bP4+0b+...402, 


Si d' cs positivo, esta relación determina univocamente d' me- 
diante los cocficientes b, de la forma (23) dada. Por lo tanto, esta 
forma f es equivalente para el grupo cuclídeo a sólo una de las for- 
mas 9=dy, con d >0, así que estas formas son canónicas y el coe- 
ficiente d que aparece en ellas es un invariante : no puede ser al- 
terado por una transformación euclídea. La invariancia de d puede 
también probarse calculando directamente el efecto de cualquier 
transformación ortogonal, como en el siguiente Ejercicio 11. Estos 
hechos se resumen en el 


TEoREMA 11. En el grupo euclídeo, cualquier función lineal 
b,x¡+...+bax.+c es equivalente a una, y sólo a una, de las formas 
canónicas dy,, con d positivo; siendo, además, d= Vb ?+...+b,? 
invariante en este grupo. 


EJERCICIOS 


1. Hallar formas canónicas de todos los polinomios mónicos cuadráticos 
x'+bx+c, en el grupo de las traslaciones. 
2. Hallar formas canónicas de los polinomios ax*+bx+c en el grupo afín. 
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3. En Ejerc. 2 mostrar que d/a=b*/a —4c es un invariante afín. 

4. Demostrar que cualquier polinomio mónico de grado 3 es equivalente en 
las traslaciones a un polinomio en el que falta el término cuadrático. 

5. Si f(x) es cualquier polinomio de una variable, demostrar que el grado 
de $ y el número de raíces reales son ambos invariantes en el grupo afín. 

6. Para un polinomio con n variables, mostrar que los coeficientes de los 
términos de grado más elevado son invariantes en el grupo de las trasla- 
ciones. 

*7. Mostrar que cualquier polinomio cúbico real es equivalente bajo el gru- 
po afín a una de las formas canónicas a(z"+zx+0), ala! —zx-+c), x*+d, 
con a> 0, 

8. Hallar una forma canónica para las funciones lineales homogéneas, en 
el grupo de las semejanzas. 

9. Tratar la misma cuestión: a) En el grupo diagonal de transformaciones 
Y, =02Z,, .... Ya=drA; b) En el grupo monomial de todas las transforma- 
ciones Y =XM con matriz monomial. 

10. Demostrar que cualquier función f(£) con las propiedades (25) es homo- 

.  génea y lineal cuando se expresa mediante las coordenadas. 

11. a) Demostrar que cualquier función lineal homogénea puede escribirse 

en forma de matriz, como f=BX', donde B es la matriz de una fila 
(D,» ...» Dn). 

b) Utilizando las matrices, calcular el coeficiente c; de la función trans- 
formada g=C,Y, +... +CrYn equivalente a f en una transformación or- 
togonal X=YA, 

c) Demostrar, a partir de estas fórmulas, que d,?+...+bp=c,*+...-+Cp? 
(es decir, que d* es un invariante). 

*12, Hallar las formas canónicas de la forma cuadrática 1"+bx+c en el gru- 
po de traslaciones, cuando b y c son elementos en el campo J, de los en- 
teros mód. 2. 


6. Formas cuadráticas y matrices simétricas 


Las cinco próximas secciones se dedicarán al estudio de las for- 
mas canónicas de las funciones cuadráticas, en distintos grupos de 
transformaciones. El más simple problema de este tipo aparece re- 
lacionado con el estudio de las cónicas planas con centro (elipse 
e hipérbolas referidas a ejes oblicuos). Tales cónicas tienen por 
ecuación 42?*4Bxy+Cy?*=1, cuyo primer miembro es una «forma 
cuadrática». Estas formas cuadráticas (expresiones hormnogéneas de 
segundo grado en las variables) aparecen en muchas otras cuestio- 
nes : en las ecuaciones de las cuádricas del espacio, en la ecuación 
proyectiva de las cónicas en coordenadas homogéneas, en la fórmu- 
la para el cuadrado de la longitud de un vector | XlP=(2,*+2x,?+ 
+... +22), en la fórmula (m/2) (u? +0? 41?) de la energía cinética 
de un cuerpo moviéndose en el espacio con velocidad de componen- 
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tes 4, v y 1, y en geometría diferencial, al formular la longitud 
de un arco ds en coordenadas esféricas, ds. =dr*+r*de?* +1? sen ed6?, 
pudiéndose agregar muchos otros ejemplos. 

Comencemos con unas nociones preliminares sobre matrices : 
una matriz Á se llama simétrica si es igual a su transpuesta, A'=4 ; 
o, dicho de otro modo, || a; || es simétrica si ayas para í, j cuales- 
quiera. Una matriz C se llama hemisimétrica si C'=—C, Para des- 
componer cualquier matriz B en una parte simétrica y otra hemi- 
simétrica, escribiremos 


(26) B=(B+B)2+(B— B)2=8+4+K, 


donde S=(B+B'”/2, K=(B—B'2. Por las reglas para calcular 
la transpuesta resulta (B+B'"Y=B'+B"=B'"+B, así que S es si- 
métrica y IK hemisimétrica. No es posible ninguna otra descom- 
posición del mistno tipo, B=S,+HK,, con S, simétrica y K, hemi- 
simétrica, pues tal descomposición dará B'=S/+K¡'=S,—K,, 
B+B'=28,, B—B'=2K, y S,=S, K,=K. Las fórmulas (26) se 
aplican siempre que 2=1+1:4+0, pero caen en defecto para las 
matrices sobre el campo de los enteros módulo 2, donde 1+1=0. 
En conclusión, cualquier matriz puede expresarse de modo único 
como la suma de una matriz simétrica y otra hemisimétrica, su- 
puesta que sea 14140. 

Para obtener una matriz a partir de una forima cuadrática, tal 
como 51?+61y+2y?, escribamos ésta de modo que aparezcan los 
dos términos en zy e yz, como 5x*+43xy +31y+2y?. El resultado 
puede cscribirse como producto de matrices 


| 
o 0(3 25) «(Ei arca 


El coeficiente 6 y ha repartido equitativamente entre "xy e yz, 
así que la matriz 2x2 que resulta es simétrica. 

Una interpretación matricial semejante se aplica a las formas 
en n variables, Una forma cuadrática (homogénea) es, por defini- 
ción, cualquier polinomio Y Y t,b,7, cuyos términos son todos de 

1.013 


segundo grado. Esta forma puede escribirse así: XBX', como pro- 
ducto de matrices. Si la matriz B de los coeficientes es hermmisimé- 
trica, dy=—by, y la forma es idénticamente nula. En general, 
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escribamos la matriz B como B=S+K, según (26); entonces la 
forma resulta 


XBX'=X(S+ K)X'=XSX'+4XKX'=XSX' (K hemisimétrica) 
Por lo tanto, si 141-340, cualquier forma cuadrática puede ser 
expresada univocamente (ponemos Á en vez de S) como sigue : 


(27) p> y 242 =XAX”, —A=||a || simétrica. 
=1 


vo 


Si_ un vector £ tiene coordenadas X=(2,, ..., ta), cada forma 
cuadrática determina una función cuadrática Q(£) =XAX' del vec- 
tor €. Un cambio de base en el espacio dará las nuevas coordena- 
das X* relacionadas con las antiguas por una ecuación X=X*P, 
con P regular. Mediante las nuevas coordenadas de É, la función 
cuadrática resulta 


QU) =XAX'=(X*P)A(X*PY=X"UPAPIX" ; 


esto es, una nueva forma cuadrática de matriz PAP". La nueva 
matriz es simétrica como Á ; (PAP'Y =P*A'P'=PAP', 


TEOREMA 12. Una transformación de coordenadas reemplaza * 
una forma cuadrática de matriz A por una forma cuadrática de 
matriz PAP", siendo P regular, 

Paralelamente a'esta interpretación «pasiva» está la correspon- 
diente «activa» : toda transformación lineal no singular del espacio, 
Y=XP-*, hace corresponder a la forma XAX' la forma Y(PAPJY". 

Algunas veces se dice que dos matrices A y B son congruentes 
cuando (como en este caso) es B=PAP" para alguna matriz P re- 
gular. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que A'A y AA' son siempre simétricas. 
2. Demostrar: si A es hemisimétrica, A* será simétrica. 
3. Representar cada matriz de Ejerc. 1, $2, Cap. VIII en la forma S+K. 
4. Hallar la matriz simétrica asociada a cada una de las siguientes formas 
cuadráticas: 
a) 2x*+3xy+6y?; 
b) 8xy+4y!; 
0) 2i4+2xy+ 4324 3y 4 yz+ 72; 
d) 4xy; 


e) 214+42y+4y* 421242" +4y2. 
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5. a) Demostrar: si S es simétrica y A ortogonal, entonces A-"SA es simé- 
trica. 
b) Si K es hemisimétrica y A es ortogonal, entonces A-'KA es hemi- 
simétrica. 
6. Estudiar la simetría de la matriz AB—-BA en los siguientes casos: 
a) A y B son simétricas ambas; b) A y B son ambas hemisimétricas; 
c) A es simétrica y B hemisimétrica. 
7. Demostrar: si A y B son simétricas, entonces AB es simétrica si, y sólo 
si, AB=BA. 
8. a) Demostrar: sobre el campo J, (enteros mód. 2) cualquier matriz hemi- 
simétrica es simétrica. 
b) Presentar una matriz sobre J, que no sea una suma S+K (crf, (26)). 
9. Sean T y U transformaciones lineales sobre un espacio vectorial euclídeo 
con una base ortonormal dada. Demostrar que la matriz representando 
a U es la transpuesta de la matriz representando a T si, y sólo si, 
(ET, 9 =(£, qU) para cualquier par de vectores É y ny. (Esta propledad 
puede utilizarse para definir las transformaciones «simétricas» en un es- 
paclo euclídeo de infinitas dimensiones.) 


7. Formas cuadráticas bajo el grupo lineal 


El conocido proceso de «completar el cuadrado» puede utilizarse 
para la simplificación de una forma cuadrática mediante transfor- 
maciones lineales. Para dos variables, el proceso da 


azx*+2bxy + cy? =a[2* + 2(b/a)xy + (0*/a?)y?] + [c— (0*/4)]y?= 
=a[2+ (b/a)y]*+ [e — (0*/a)] y?. 


Los términos entre corchetes sugieren el cambio de variables 
r'=x + (bja)y, y'=y. La forma que resulta con esta transformación 
lineal es az'?4 [c— (0*Ja)]y” ; el término rectangular ha sido eli- 
minado. 

Este razonamiento exige que a40. Si a=0 pero c0, vale 
una transformación semejante. Finalmente, si a=c=0, la forma 
original es 2bxy, y la correspondiente ecuación 2bxy=0 representa 
una hipérbola equilátera. En este caso, la transformación t=x'+y", 
y=x' — y reducirá la forma a 


2b(a'+y) (1 —y)=2b(2? —y 7; 


este resultado contiene sólo los términos cuadrados. (Sugerencia : 
¿Qué interpretación tiene la transformación empleada, respecto a 
los giros de los ejes de la hipérbola ?) 
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Un método análogo de investigación preliminar puede aplicarse 
a las formas con más de dos variables, 


Lema. Por una transformación lineal no singular, cualquier 
forma cuadrática Xxx, no idénticamente nula, puede reducirse a 
una forma con primer coeficiente a,, 40, excepto cuando 14+1=0. 


Demostración. Por hipótesis, hay al menos un coeficiente 
au0. Si éste es un término diagonal au 40, podemos convertirlo 
en el nuevo coeficiente 4,40 por transposición de las dos varia- 
bles x, y 1 (la cual es una transformación no singular, pues su ma- 
triz es una matriz de permutación). En otro caso, todos los térmi- 
nos diagonales serán cero, pero habrá dos índices ¿-4j, con a, 40. 
Permutando las variables podemos suponer 4,,-40. Por la simetría 
de la matriz cs 412=43,. La forma cuadrática dada será, por tanto, 
012T,T, + (7,1,0,+...=20,27,2,, más términos en los que aparecen 
otras variables. Lo mismo que en el caso de la hipérbola equilá- 
tera, la transformación 


T1=Y1— Ya, Ta=Yi+ Ys) Ti=Ys) +.» Ta=Yn. 


reduce lo precedente a la forma 2a,,(y,? —ya?), con el primer coefi- 
ciente 2a,, +0. Esta transformación es regular, pues por elimina- 
ción es fácil ver que tiene una transforinación inversa 


Y, =(2,+23)/2, Ya=(2,—2)/2, Ys=Ts3, ..., Ya= Ta. 


(Preguntamos : ¿en qué punto del razonamiento se utiliza la 
- hipótesis de que 1+1%40?) 

Pasemos ahora a «completar el cuadrado» en una forma cuadrá- 
tien. Según el lema, supondremos 4,,3£0, así que la forina puede 
escribirse a,,(2x,b,7)), donde biy=ay/[a,, y di=1. Por la simetria 
de la matriz, los términos en que aparece x, son 


a 2 2 a 2 
1,423 b,1,2,= (2,+ A! by) e bz) . 
1-2 3-2 1-2 


La formación de este «cuadrado perfecto» sugiere la transfor- 
mación 


a 
Y=2,1+ Ddyly, Ya=Ta) ...) Ya=Ta; 
122 
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con lo que y, aparece sólo en y,?. La forma original se ha conver- 
tido ahora en ,,4,+XY;CxYx, donde los Índices j y k varían desde 
2 hasta n. Este sumatorio es, pues, una forma cuadrática en 1 —1 
variables ya, ..., Ya; a ésta se le puede aplicar el mismo proceso, 
y reiterarlo hasta que alguna de las formas cuadráticas residuales 
que van apareciendo, tenga nulos todos sus coeficientes. Por lo tan- 
¡0, tenemos 


TEOREMA 13. Por una transformación lineal no singular de las 
variables, una forma cuadrática Q sobre tun campo con 14+1=3X0, 
puede ser reducida a una forma diagonal cuadrática, 


(28) dy +daya +... +dy?, cada d, 0. 


lil número r de los términos diagonales no nulos es un inva- 
riante llamado caracteristica de la forma dada Q. 


Sólo falta por demostrar la invariancia de r; esto es, hay que 
demostrar que la reducción de una Q dada a forma diagonal nos 
dará siempre el misino número 7 de elementos no nulos. Á este fin 
consideremos la forma como una función Q(m=d, y +... +dyr? 
del vector y de coordenadas (Y,, ..., Yr, Yrer» -».» Ya), Con relación a 
ima base e, ..., €, y busquemos uquellos vectores a que tienen la 
ropiedad 


(99) Q(y+4a)=0Q(7), para todo y en Va. 


La expresión (28) de Q() emplea sólo las 7 primeras coordena- 
das; por lo tanto, cualquier vector a=(0, ..., 0, Oroz, ..., Mn) Con 
sus primeras 7 coordenadas nulas cumple automáticamente la (29). 
Recíprocamente, si a=(a,, ..., da) satisface a (29), será 


Q(1+4) — Q(1) =3d,(y + a)? — Xd y? =3d,a? +23day =0. 


Esto debe cumplirse para y, cualesquiera. Juego con todas las 
Y:1=0 quedará da? =0; si sólo yy40, dará 2d,a,y,=0, luego a,=0 
para cada j=1, ..., 7. Por lo tanto, todos los vectores que cum- 
plen (29) tienen a,=...=4,=0, 

Por lo tanto, los vectores a con la propiedad (29) forman un 
subespacio (n—r) dimensional S, engendrado por la base €r.;, ..., €a. 
Pero la propiedad (29) define este subespacio de modo invariante, 
ya que es independiente del sistema particular de coordenadas. 
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Luego la dimensión n—r de este subespacio es la misma en cual- 
quier sistema de referencia. Esta dimensión (la nulidad de Q) de- 
termina a su vez la característica 7T=n — (n— 1). 

La reducción de formas cuadráticas puede, por el Teorema 12, 
ser formulada como una reducción de las correspondientes matrices 
simétricas. Esto da el siguiente resultado : 


Cororario 1. Para cualquier matriz simétrica A, con elemen- 
tos en un campo en que 141 +0, existe una matriz regular P tal, 
que PAP" es diagonal. El número de elementos diagonales no nu- 
los en PAP' es el mismo para todas las matrices diagonales obteni- 
das así a partir de la A. 


Si la característica r de la forma cuadrática es igual a n, nú- 
mero de las variables, la matriz diagonal D=PAP'” tendrá todos 
los elementos diagonales no nulos, luego será regular. Asimismo 
A=P-"'D(P')*, por ser un producto de matrices regulares, será re- 
gular. Con esto demostramos 


COROLARIO 2. Una forma cuadrática XAX” con n variables X, 
tiene característica n cuando la matriz A es regular, y sólo en este 
caso. 


Por este motivo, una forma cuadrática de característica n es 
llamada regular o no singular. En todo caso, solamente el número 
r de términos de la forma (28) está determinado, pero no lo están 
sus coeficientes. Distintos modos de reducción de la forma pueden 
dar diferentes conjuntos de coeficientes. Por este motivo, la forma 
(28) no es única (o canónica) en un campo general F de coeficientes. 
Veamos ahora las especiales circunstancias que se presentan en un 
campo F particular, esto es, en el campo real. 


EJERCICIOS 


1. Sobre el campo de los números racionales, reducir cada forma cuadrá- 

tica del $ 6, Ejerc. 4, a forma diagonal. 

Reducir 2x*+xy+3y* a forma diagonal sobre el campo de enteros mód, 5. 

3. Sobre el campo de enteros mód. 5 demostrar que cualquier forma cua- 
drátrica puede reducirse por transformaciones lineales a la forma Xd,y,*, 
con cada coeficiente d¿;=0, 16 2. 

4. Sobre el campo de los números racionales, mostrar que la forma cuadrá- 
tica x,*4+x,* puede transformarse en las dos formas diagonales distintas 
9y?+4y, y 22,*+82,?, 


pd 
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5. Hallar una P tal, que PAP sea diagonal, siendo 


0.10 
AS A o): b) a= (> ali o) A= ( 0 2). 
0.20 


6. Hallar todas las transformaciones lineales que transforman ly forma real 
cuadrática 2,1+...+2zn* en y 1+...+Yn. 


8. Formas cuadráticas reales bajo el grupo lineal 


En la geometría analítica se describen las secciones cónicas me- 
diante formas cuadráticas cuyos coeficientes pertenecen al campo 
de los números reales. En este campo, cada coeficiente d, de una 
forma diagonal Xd,yy? puede simplificarse más, mediante la sustitu- 
ción y =d1/?y,, con la que el término dy? se reduce exactamente 
a Yi”. Esta sustitución puede hacerse sólo cuando d,> 0, condición 
precisa para el cálculo de la raíz cuadrada de di. Si d, <0, no tiene 
raíz cuadrada real, En este caso sustituiremos y =(—d)'/?y,, con 
lo que dy? se convierte en —yi”?. Haciendo la transformación aná- 
loga con todas las variables podremos reducir la forma cuadrática 
al tipo Z+y*. En esta suma podemos permutar las variables de 
modo que los cuadrados positivos sean los primeros. Esto demuestra 


TrorEMA 14. Cualquier forma cuadrática Q sobre el campo de 
los números reales, puede ser reducida por una transformación li- 
.neal no singular de las variables, a la forma 


(30) QQ =2+...4 29 — Zp  — ...— 21. 


TrorrMa 15. El número p de cuadrados positivos que apare- 
cen en la forma reducida (30), es un invariante de la forma dada ; 
es decir que depende sólo de la forma, y no del método seguido para 
reducirla (Ley de inercia, de Sylvester). 


Demostración. Imaginemos que existiese otra forma reducida 
31) QU) =Y +... +Yo— Yan — ..— Ye, 


con q términos positivos. Como ambas son obtenidas de Q por 
transformaciones lineales regulares, (30) y (31), podrían transfor- 
marse una en otra pór una transformación regular. Podemos con- 
siderar las ecuaciones de esta última transformación como un cam- 
bio de coordenadas (por pasiva); entonces (30) y (31) representan 
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la misma función cuadrática Q(€) de un vector con coordenadas z, 
relativas a una base, y coordenadas y, relativas a otra base. 

Supongamos que q <p. Entonces Q(£) > 0 siempre que Zp..= 
=...=2:=0 en (30). Las £ que satisfacen a estas 7 — p ecuaciones 
forman un subespacio $, de n— (r—-p) dimensiones (en este sub- 
espacio, las n — (r —p) coordenadas Son 2,, ..., Zp, Zrez> -»., 20). De 
un modo semejante, (31) da Q(£) <0 para cada ¿+0 con coorde- 
nadas Y. =-..=Ya=Yr1=...=Ya=0. Estas condiciones determinan 
un subespacio S, de 7— q dimensiones. La suma de las dimensio- 
nes de los espacios $, y S, es n—[(r—p)+(r—q)=n+(p —q)>n. 
Por lo tanto, $, y S, tienen algún vector É no nulo en común, pues 
según el Teorema 9 de Cap. VIT, la dimensión de la intersección 
S,-—S, es positiva. Para este vector común £, será Q(€) > 0, por 
(30), y Q(£) <0, por (31), lo que es manifiestamente contradic- 
torio. La suposición q > p lleva a otra contradicción semejante, así 
que q=P, como queríamos demostrar. 

Este resultado nos enseña que cualquier forma real cuadrática 
puede ser reducida mediante transformaciones lineales a una, y sólo 
una, forma del tipo (30). Las expresiones +21" de este tipo son, 
pues, las formas cuadráticas canónicas en el grupo lineal. En cuan- 
to a esta misma forma canónica está determinada univocamente 
por la llamada signatura (+, ..., +, —, ..., —) que es una suce- 
sión de p signos positivos y T—p signos negativos, siendo r la ca- 
racterística de la forma. 

El conjunto de signos está determinado por 7 y por la diferen- 
cia s=p — (7 —p)=2p —r entre el número de signos positivos y el 
de negativos. Algunas veces se llama signatura de la forma al en- 
tero s. En todo caso r y s forman un sistema completo de invarian- 
tes numéricos, puesto que dos formas son equivalentes si, y sólo si, 
se reducen ambas a la misma forma eanónica (30). 


TeoreEMA 16. Dos formas cuadráticas reales son equivalentes 
para el grupo lineal si, y sólo si, ambas tienen la misma caracte- 
rística y la misma signatura. 


Una forma cuadrática Q en n variables se llama definida posi- 
tiva si su forma canónica 2,?+...+2.* consta de 1 cuadrados positi- 
vos. Como una suma de cuadrados de números reales sólo es cero 
si lo es cada uno de los términos, una Q definida positiva torna un 
valor Q(£) > 0 siempre que £40. No es éste el caso cuando en la 
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forma canónica (3) faltan algunos términos (30) o aparecen algu- 
nos términos negativos, Por otra parte, la propiedad Q(é)>0 es, 
naturalmente, independiente de las coordenadas empleadas para de- 
terminar €; lo mismo se aplica a la forma original Q =XAX', 


Teorema 17. Una forma real cuadrática Xxayx, es definida 
positiva si, y sólo si, Xxx, >0, excepto para X,=...=X.=0. 


Una matriz simútrica A se llama definida positiva cuando su 
forma correspondiente XAX' es definida positiva. Por definición, 
esto sólo ocurre cuando la forma es equivalente a la canónica 
2 +... +2." con 1 como matriz. Por el Teorema 12, esto significa 
que A=PIP", y tendremos el siguiente resultado : 


TrEoreMA 18. Una matriz real simétrica A es definida positiva 
si, y sólo si, existe una matriz regular y real P tal, que A=PP”. 


Una forma cuadrática XAX' determina en un espacio n-dimen- 
sional una figura, lugar de los puntos X tales, que XAA'"=1. La 
forma canónica (30) significa que una conveniente transformación 
lineal regular puede reducir este lugar al de ecuación 


ZO Al —Á Zo —Á 2 =11. 


Por ejemplo, en el plano, las ecuaciones reducidas de caracte- 
rísticas 2 son 


vy=l, v—y=l, —e—y=1, 


que representan respectivamente un círculo, una hipérbola equilú- 
tera y un lugar vacio (esto es, sin puntos reales). La única forma 
de característica O da 0=1. Las únicas ecuaciones de caracterÍsti- 
cas 1 son 2*=1 (que representa las dos líneas z= +1) y —2*=1 
(lugar vacío). En el próximo capítulo demostraremos (Teorerna 9) 
que cualquier transformación lineal no singular del plano puede ser 
representada como producto de corrimientos, compresiones y refle- 
xiones. Por lo tanto, cualquier cónica con centro az? + bxy+cy?=1 
puede ser reducida a una de las formas enumeradas por una suce- 
sión de corrimientos, compresiones y reflexiones. Geométricamente, 
este resultado es razonable ; una elipse puede comprimirse según la 
dirección del eje mayor hasta dar un círculo; pero, naturalmente, 
no habrá transformación lineal que reduzca al círculo ?4+y*=1 la 
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hipérbola equilátera -*—y*=1. Tal es el significado geométrico de 
la invariancia de la signatura. 

La signatura es también utilizable al estudiar el máximo o mií- 
nimo de las funciones de dos variables. Sea z=f(x, y) una función 
cuyas derivadas primeras fx' y fy' se anulan para 2=2,, Y=Yo. Por 
lo tanto, en el desarrollo de Taylor de z en potencias de h=(2%— 2,) 
y k=(y — Yo), faltarán los términos de primer grado. Este desarro- 
llo (supuesto convergente) es 


f(=.+h, y +k)=f(xo, Yo) + (12) ah? +2bHk +ck"] +...; 
siendo los coeficientes 
G=fru (Lo, Yo), D=fiy (Lo, Yo), C=fyx (Lo, Yo). 


Para pequeños valores de h y de k, los términos importantes 
son los del corchete; en él se encuentra una forma cuadrática en 
h y k con coeficientes reales. Si esta forma tiene característica 2, 
puede expresarse mediante unas nuevas variables convenientes, 
como +h'”+k'”. Si ambos signos son más, los valores de f(x,+h, 
Yo +k) exeederán siempre al de f(t,, yo) y 2 presentará un mínimo 
relativo. Si los dos signos son menos, 2 tendrá un máximo. Si un 
signo es más y otro menos, la forma cuadrática puede tomar va- 
lores positivos o negativos, así que (%,, yo) no es ni un máximo ni 
un mínimo, sino un llamado punto de silla. Estos distintos puntos 
notables de f son distinguidos por la signatura de la forma cuadrá- 
tica. Los resultados son análogos en el estudio de los puntos nota- 
bles en las funeiones de tres o más variables. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar: una forma cuadrática homogénea con coeficientes complejos 
es siempre equivalente en el grupo lineal (utilizando coeficientes comple- 
jos) a una suma de cuadrados 2,*+... +27? 

2. Demostrar que dos formas cuadráticas en n variables con coeficientes 
complejos, son equivalentes en el grupo lineal si, y sólo si, tienen ambas 
la misma característica. 

3. Reducir las siguientes formas cuadráticas reales a la forma canónica de 
Teorema 14. Hallar la característica, nulidad y signatura de cada forma. 
a) 91,4+12x%,x,+791,*; 
bd) 2x,—12x,2,+18x,*; 

Cc) —22,*—42,2,+22%,4+120,2,+62,2, —2,?. 
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4. Describir los lugares geométricos que corresponden a los varlos casos 
posibles de forma canónica de la3 formas cuadráticas reales en tres di- 
mensiones. 

5. a) Enumerar todos los tipos de formas cuadráticas no singulares en cua- 

tro variables. 
b) Describir geométricamente dos por lo menos de los lugares corres- 
pondientes en V,. 

6. Demostrar que az*+bxy+cy* es definida positiva si, y sólo si, 4ac— b? > 0. 

7. Una forma cuadrática se llama semidefinida positiva si su característica 
es igual a:su signatura. Enunclar y demostrar para estas formas un teo- 
rema análogo al 17. 

8. Hacer lo mismo para el Teor. 18. 


9. Formas cuadráticas bajo el grupo ortogonal 


¿Cómo puede simplificarse una forma cuadrática real median- 
te transforinaciones ortogonales? Una transformación ortogonal 
Y=XP cambia XAX' en Y(P-AP-")Y"; por ser P ortogonal, la 
nueva matriz puede escribirse (*) P"4AP-"=P-AP, 

En el plano, una transforinación ortogonal (rotación o reflexión) 
de una elipse no puede dar nunca un círculo. A lo más se podrán 
llevar los ejes de la elipse a una posición típica. El eje focal viene 
caracterizado como el mayor de los diámetros. A esta propiedad de 
máximo se le puede dar otra forma; para hacerlo, consideremos 
una función real cuadrática Q(£) =ax*4+cy? con a<c y sin término 
en 2y. Entonces Q(É) < cx*+cy?=c(x*+y?) : esto significa que el 
valor máximo de Q para todos los puntos del círculo unidad 
2*+1y?=1 es c; este máximo lo alcanza Q en el punto y=1, =0 
Inversamente, este último hecho asegura la falta en Q del término 
en Ty. 


Lema. Si una función cuadrática real Q=ax*+bxy+ey* cal- 
culada sobre los puntos del círculo x?+wy*=1 presenta un mdximo 
para x=0, y=1, debe ser b=0. 


Demostración. Q es una función (bivalente) de la variable z, 
donde y está dada implícitamente por 2?+y?*=1. Derivando ésta, 
2x1 +2y(dyldx)=0, así que y'=dyldx es yy=—zly. La derivada de 
Q será, pues, 


Q'= (ax? +2bxy +cy?)'=2ax +2by+2bxy'+2cyy. 


(*) Dos matrices simétricas A y PAP, con P ortogonal, son llamadas a veces 
ortogonalmente congruentes. Ambas son equivalentes en el grupo de todas las trans- 
formaciones 4 7 PAP del conjunto de matrices A. 
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Sustituyendo el valor de y” y poniendo y=1, 2=0, resulta 
Q'=2b, pero en el máximo, y=1, x=0, la derivada debe anularse, 
luego 2b=0, c. q. d. 

Admitamos ahora que cualquier forma real cuadrática Q(£)= 
=Y z T¡0¡T, presente un máximo A, para el conjunto de los pun- 

1 


tos que pertenecen a la hiperesfera unidad xP?=1. Esto es, que 
“entre todos los vectores £ de longitud unidad, hay uno É, en el 
- cual Q(É) toma su. valor máximo A, (*). Como la longitud de É£, 
es 1, podemos tomar a,=É, como primer vector de una nueva base 
normal ortogonal a,, ..., 4, (Lema 2, $9, Cap. VID). En función 
de las nuevas coordenadas Y,, ..., Yn de É relativas a esta base, la 
forma cuadrática se expresa ahora como Q(€) =34yb,,y, con una nue- 
va matriz de coeficientes b;y. El valor A, máximo de Q está dado 
por el vector a, con coordenadas (1, 0, ..., 0); luego, por sustitu- 
ción, vemos que este valor máximo es b,,. Ahora bien, el mismo 
máximo obtendremos aunque nos limitemos a considerar sólo aque- 
llos vectores cuyas coordenadas son nulas excepto y, y otra de 
ellas, y, por ejemplo. Por lo tanto, y,=1, yi=0 será el múximo 
de la forma b,/Y,+2b,Y,Y:+ buy, con la condición y,*+y*=1. 
El lema (con x reemplazado por y) demuestra que en tal caso el 
coeficiente b,y es cero. Aplicando este razonamiento a los casos 
i=2, ..., n resulta que en la expresión de Q mediante las coorde- 
nadas y, deben faltar todos los términos rectangulares en que inter- 
venga Y, y por lo tanto 


(32) 015 =A yr + z EYibuga, B=|| bw | =B 


El primer coeficiente A, no es un vector, sino un escalar (el 
máximo de Q(£) para |£|=1). 

La diferencia Q*(£)=Q(€) —A,y,? igual al sumatorio que apa- 
rece en (32), es también una forma cuadrática, con las n— 1 va- 
riables Y, ..., Yu. Estas variables son coordenadas del espicio S,.-, 
engendrado por los (n— 1) vectores básicos a,, ..., An. En este 
espacio (que es el complemento ortogonal del vector É,) puede ser 
aplicado el mismo proceso para escoger una nueva base ortogonal, 


. (*) -En el cálculo elemental se «da por supuesto que existe el máximo A. Una 
prueba sencilla de que en efecto es así, vuede ser dada en estas líneas: Para 3 4=1, 
Q es acotado, luego tiene un extremo superior A, (por la propiedad básica de los nú- 
meros reales, Cap. III). Como Q es continua y la hiperesfera es un conjunto cerrado, 
el extremo superior debe ser accesible con algún vector €: 
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produciendo el máximo de Q*(£) para |£|=1; esto destaca otro 
término diagonal de la forma. Finalmente, se encuentra una base 
de ejes principales, para la cual es 


(33) Q(É) =4,2,"4+4222+...+Anza?, Ap >A2 >... > Az. 


Sean 2,, ..., Za las coordenadas de É relativas a la base a,, Ba, 
Ys, «.-, la cual ha sido construída paso A” paso por sucesivas inves- 
tigaciones de máximo, El primer vector a, da para Q(É) un máxi- 
mo A, condicionado por |£|=1. El segundo vector básico B, es un 
vector elegido en el espacio ortogonal a a,; esto es, 9=8, dará 
para Q(n) un máximo Az entre los vectores y para los cuales 
|n]=1 y (7, a,)=0. El tercer vector de la base y, da un máximo 
para Q(%) entre todos los vectores |7|=1 ortogonales a a, y f»; 
y así sucesivamente. lstos sucesivos problemas de máximo pue- 
den visualizarse (en forma inversa) sobre un elipsoide con tres ejes 
distintos a>b>c>0. El menor de los ejes principales c es el 
diámetro mínimo, 11 siguiente eje principal b es el diámetro mí- 
nimo de todos los que son perpendiculares al antedicho c, etc. 

Los coeficientes Aj de (33) pueden, pues, caracterizarse como 
soluciones de ciertos problemas de máximo que dependen sólo de Q 
y no del sistema de coordenadas. El único caso en que es posible 
una ambigúedad en el proceso de reducción, es cuando el primer 
máximo, o alguno de los sucesivos, es nlcanzado por dos ó más vec- 
tores distintos £, y yo de longitud unidad. También en este caso se 
puede demostrar que A, es única. 

Según el Corolario del Teorema 10, el proceso de reducir Q por 
elección de una nueva base ortogonal normal de coordenadas, es 
equivalente a la reducción de Q por transformación ortogonal de los 
variables, y por lo tanto, 


Teorema 19. Por una transformación ortogonal de variables, 
cualquier forma cuadrática real puede ser reducida a la forma dia- 
gonal (33). 


En el Cap. X, $9, demostraremos que esta forma es canónica, 
es decir, que Q es equivalente por el grupo ortogonal a una, y sólo 
a una, de tales forinas. Además, el cálculo explícito de la transfor- 
mación ortogonal que reduce Q a esta forma canónica, se lleva a 
cabo del modo más eficiente con el empleo de las raíces caracteris- 
ticas, discutidas en dicho capítulo, 
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En el plano, las formas canónicas son simplemente A,1?*4+4,y? ; 
con ellas se relaciona la usual ecuación típica de una elipse 
(A, > A, > 0) y la de la hipérbola (A, >0, A, <0); los coeficientes 
determinan la longitud de los ejes. En el espacio tridimensional, 
una observación análoga se aplica a los tres coeficientes A,, Az, A,. 
Si son los tres positivos, el lugar Q =1 es un elipsoide. Si uno es 
negativo, un hiperboloide de una hoja; si dos son negativos, un 
hiperboloide de dos hojas. Si los tres son negativos, un lugar vacío. 
Se notará en todo caso la significación de la signatura y de la ca- 
racterística. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar que para cualquier matriz real simétrica A, existe una matriz 
ortogonal P tal, que P-'AP es diagonal. 

2. Demostrar que cualquier matriz hemisimétrica A tiene la forma A= 
=P-"BP, con P ortogonal y B*? diagonal. 

3. Reducir las siguientes formas cuadráticas a forma diagonal por trans- 
formación ortogonal, siguiendo el método dado: 


a) 5x* —6zxy+5y*; b) 224443 xy —2y?. 

4. Ala forma cuadrática 9x,* — 9r,* +18:c,* se aplica la transformación orto- 
gonal: 
31,=2Y, — Y,+2Y,, 3,=—yY,+2y,+2y,, 31,=2Y, +28, — Y 


Para la forma Q en y,, Y, y, que así resulta, demostrar directamente que 
el vector (2/3, 2/3, —1/3) dará el máximo valor 18 para Q cuando 


Y +y +y =1. 
Comprobarlo por el cálculo. 
* 5, Si el vector (1, 0, ..., 0) da el valor máximo para 32,87, condicionado 
í 
por Yx,'=1, demostrar por el método de los multiplicadores de Lagrange 
1 


que 4,¿=4,,=0 para jY1. 

6. a) Demostrar que las coordenadas Y, y, del vector que reduce a un 
máximo la forma cuadrática az*+2bxy+cy?, con la condición x*+ 
+y*=1, satisface a y, /x,=[(c—a)+ Y (0— 0 +40"/2b, si b:40. 

b) Demostrar que las dos elecciones de signo en esta fórmula determi- 
nan vectores ortogonales. 


10. Cuádricas bajo los grupos afín y euclídeo 


Consideremos ahora una función cuadrática no homogénea arbi- 
traria de un vector de coordenadas 7Z.,, ..., Ta, 


(34) f(€) = $ Y TilyT ¡+ Y LAI +C, (, 1» k=1, 2. mn). 
1 3 k 
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La misma puede escribirse f(£)=X4A"+BX"+c, donde A=|]| a, || 
es una matriz simétrica y B=(b,, ..., da) una matriz de una fila, 

En el caso más sencillo de una función de una variable f=ax* + 
+bx4c se observa que una traslación z=y+k deja inalterado el 
coeficiente a del cuadrado, pues 


(35) — f=aly+k)4b(y + k)+0c=ay* + (Qak + b)y+ak*+bk+c. 


Un cálculo análogo vale para »n variables; una traslación 
X>Y=X—K (K matriz de una fila) da 


NEO =(Y +I0A(Y +KY+B(Y+K)+c= 
=YAY'4 KAY'+YAK'+KAK'+ BY'+BK'+c. 


El producto YA XK” (matriz fila x matriz x matriz columna) es un 
escalar, luego también lo es su transpuesta KA'Y"=KAY”; por 
tanto, de 


(36) E) =YAY'+ (QKA+B)Y'4 KAK'+BK'+c 
fórmula exactamente análoga a la (35). Esto demuestra que 


Lema. En cualquier traslación permanece invariable la matriz 
Á de la parte homogénea de segundo grado de una función cuadrá- 
tica £(€). 


Por otra. parte, una transformación lineal homogénea X=YP 
cambiará f(€) en Y(PAP)Y'+(BP)Y'+c; on esta función cuadrá- 
tica, la nueva matriz de los términos cuadráticos es PAP", oxacta-" 
mente como en el caso de la transformación de una forma homo- 
géónea. . 

¡Se trata ahora de reducir la función real f(€) por un movi- 
miento rigido, de ecuaciones X=YP+K (P ortogonal)! Según la 
observación anterior, la transformación ortogonal P se empleará 
sólo para simplificar la matriz A de los términos cuadráticos, exac- 
tamente como para una forma cuadrática homogénea. Como en $9, 
encontramos (con nuevos coeficientes by) 


f(50)=A 2 +...+A020 + bd 2, +... +baZa+C. 


Las by asociadas con las A, no nulas pueden eliminarse ahora 
por el simple método de «completar los cuadrados», como en (22) 
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de $5, mediante la traslación y,=2,+0D,/2A,. Ahora, permutando 
las variables para que las A, no nulas figuren las primeras, obte- 
Demos 

fE)=A y +...+Argo + Dor Zoro baza HC. 


Si la parte lineal de esta función no es precisamente la constan- 
te c', puede transformarse en dy,., mediante una conveniente tras- 
lación y transformación ortogonal, como en $5, Teor. 11. Esta 
transformación no afecta en absoluto a las r primeras variables. 

El resultado es una de las formas 


(37) FE =A Y +...+AYr + dYre:, 
(38) FO =A Y" +... +A Y +0, 


donde A, >A2> ... > Ar, ninguna A4=0, d>0. 


TEOREMA 20. En el grupo euclideo de los movimientos rigidos, 
toda forma cuadrática (34) es equivalente a una de las dos for- 
mas (37) o (38). 


Estas formas reducidas que acabamos de obtener son canónicas 
en el grupo de los movimientos rígidos. Para demostrarlo, admita- 
mos el resultado, que será probado en Cap. X, de que la forma 
diagonal del Teorema 19 para una forma homogénea, es única. Si- 
gue de aquí que, para las formas (37) y (38), la característica r y 
los coeficientes A,, ..., Ar están determinados univocamente, pues 
son, simplemente, la característica y la diagonal de los coeficientes 
que corresponden a la matriz simétrica A, y estas cantidades son 
invariantes en las transformaciones ortogonales A >PAP' a que se 
somote Á. Las cantidades d y c' son también invariantes. Se trata, 
precisamente, de los invariantes de la función lineal g(z)=br+1'Zr1 + 
+...+do2.+0', y esta función lineal está unívocamente determina- 
da como el valor de f sobre el subespacio para el que es y,=...=Yr= 
=0. Este subespacio puede describirse, en términos invariantes, 
como el conjunto de todos los vectores a tales, que f(£+a)=f(É) + 
+f(a) para cualquier vector £. 

Para las transformaciones afines X=YP+ K, con P regular, se 
aplica un razonamiento análogo. Reduciendo la parte cuadrática a 
forma diagonal, los coeficientes pueden ahora ser tomados iguales 
a +1, como en $8, La parte lineal se tratará después como en $5. 
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TEOREMA 21. Por una transformación afin (o por un cambio 
afin de coordenadas) cualquier función cuadrática real en n varia- 
bles puede reducirse a una de las formas 


(39) Y ++ Yo — Yo — 2. Y + Yo, (r<n), 
(40) Y +. Yo — Yo UQE YC, (r <n). 


Como los términos cuadráticos no son alterados por la trasla- 
ción, la característica r y el número p de términos positivos deben 
ser invariantes, por la loy de inercia (Teorema 15). 


EJERCICIOS 
1. Clasificar en el grupo cuclídeo las formas 
a) 4r24+4y*+8y+8; 
b) 9x* —4xy+6y*4+3214+2/524+4 4/5 y+122+16. 
e. 
2, Clasificar en el grupo afín las formas 
a) 24+4y*+92*+4xy4 6224 12y24+87+16y+2424-15; 
b) x*—6Bxy+10y!+2xz — 202? — 10y2 — 407 — 17; 
Cc) 244214432 +474+42 — 6y+8; 
d) —2x* —3y? —72*+2xy — 8yz — 6xz — 41 — By — 142 — 6. 
3. En la función cuadrática XAX'+BX'"+c, con la matriz A regular, demos- 
trar que los términos lineales pueden suprimirse por una traslación. 
4. Calcular el efecto de una transformación arbitraria afín, sobre una fun» 
clón cuadrática XAX'+BX'+c, 
5. Generalizar la clasificación atín de la función cuadrática dada en Teo- 


rema 21, a las funciones con cocficientes en cualquier campo en el que 
1+1:%0. 


* 11, Matriz unitaria, matriz hermítica 


Pasando ahora al campo de los números complejos, reemplaza- 
remos las precedentes transformaciones ortogonales de las formas 
cuadráticas reales por las transformaciones «unitarias» de ciertas 
formas «hermíticas». Un número complejo c=a+ib se define como 
un par ordenado de números reales (a, b) o como un vector de com- 
ponentes (a, b) en el espacio de dos dimensiones V,(R*). La nor- 
ma o valor absoluto |c| del complejo es precisamente la longitud 
de este vector real 


(41) [c]?=]a4+1b |.=0*4b*=(041b) (a —¿b)=ce*, 
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donde c* denota el complejo conjugado a-—ib. Con el mismo fun- 
damento, un vector y con rn componentes complejos (c,, ..., Ca), 
donde c,=G,+10,, puede considerarse como un vector con 2n com- 
ponentes (4,, ..., a, D,, ..., ba) en un espacio real de doble número 
de dimensiones. La longitud de este vector real está dada por 


(42)  ](C,, ..., Ca) ]?=(a,4+0b,) +... + (02? + da?) = 


= 2 (a, +10,) (a, —1b,)=c,c* +... + CaC; 
21 


Como cada producto c,c; =a,?4by? > 0, esta expresión tiene la pro- 
piedad esencial de ser definida positiva : la suma real A! c,¡cj es po- 


sitiva, excepto cuando todas las c, son nulas. En este Aspecto, (42) 
se asemeja a la usual expresión pitagórica de la longitud de un 
vector real. Así pues, adoptaremos (42) como definición de la lon- 
gitud del vector complejo K=(C,, ..., Ca). Lia fórmula Xc,cf puede 
escribirse en notación matricial como producto KK* donde K* es 
el vector cuyas componentes son las conjugadas de las de K. 


DEFINICIÓN. En un espacio vectorial V.(C) sobre el campo C 
de los números complejos, sean £ y n dos vectores con coordenadas 
X=(X1, ..., Xa) € Y =(y1, ..., yn) respectivamente ; introduzcamos 
un producto interno, mediante la fórmula 


(43) (E, M=zcy?+...+22y*=XY" 


La longitud de É es entonces |£|=(E, £)”?. 
Como en el caso del ordinario producto interno pueden demos- 
trarse las propiedades básicas 


Lineal : (c¿+ dy, Y=cl¿é, D+d(n, Y, 
Semisimétrica: (£, m=(n, €*, 
Positiva : Si £40, (£, €) es real y positivo. 


La semisimetría implica claramente una semilinealidad en el 
segundo factor: (É£, cy+d)=(c9+ dí, E*=c*(9, H*+d UE, 0*= 
=C*(£, 1) 4+d*(€, Y), así que 


(44) (£, cn+dO=c*(E, m+d*(E, Y. 
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Si se desea, pueden adoptarse las propiedades lineal, semisimé- 
rica y positiva como la definición axiomática del producto interno 
(€, mn) en un espacio vectorial abstracto sobre el campo de los núme- 
ros complejos ; el espacio se llama entonces espacio unitario (com- 
parar con el espacio vectorial euclídeo abstracto de Cap. VIT, $8). 

Dos vectores É£ y $y serán ortogonales (£ | 1) cuando sea 
(€, m=0. Por la semisimetría, € | y implica y 1 €. Un conjunto 
de n vectores a,, .:., aa en el espacio (n-dimensional) será una base 
unitaria normal del espacio, si cada vector tiene longitud unidad 
y si cada dos son ortogonales : 


(45) Ja, [=...=Ja|=1, (a, aj=0 (2%). 


Tal conjunto de vectores es evidentemente una base, en el sen- 
tido ordinario de la palabra. Los vectores de la base original e,=(1, 
0, ..., 0), ..., €a=(0, ..., O, 1) constituyen una de estas bases; 
y como en el $9 del Cap. VIT, se pueden construir bases distin- 
tas y demostrar 


"Teorema 22. Cualquier conjunto de m<n vectores mutua- 
mente ortogonales y de longitud uno en un espacio unitario, for- 
man parte de una basc unitaria normal del espacio. 


En particular, cualquier vector de longitud uno, puede ser to- 
mado como primer vector de alguna base unitaria normal. 

Una transformación T del espacio es unitaria si conserva las 
longitudes | £T |=|£|. Como en el Teorema 5, se deduce que uno 
transformación unitaria conserva los productos internos y la orto- 
gonalidad. Las ecuaciones Y =XU representan una transformación 
unitario si, y sólo si, la matriz U satisface a la condición U*U=1, 
donde U* se deduce de U cambiando cada elemento de ésta por 
su conjugado (comparar con Teorema 7). Lias matrices U con esta 
propiedad se llaman unitarias; como en el Teorema 6, cualquier 
fila de U tiene longitud uno, y dos filas de U son ortogonales. El 
conjunto de todas las transformaciones (o matrices) unitarias for- 
ma un grupo. 

Las formas cuadráticas son ahora reemplazadas por formas 
«hermíticas», de las cuales el ejemplo más simple es la fórmula 
Sag?* para la longitud. 

En general, una forma hermitica es una expresión 


(46) Yzhyr,=XHX", H= [ hu 1 
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cuya matriz de coeficientes H tiene la propiedad H*=H. Una 
matriz H con esta propiedad se llama hermítica; en el caso espe- 
cial de ser los términos hi, reales, la matriz hermítica es simétrica. 
La forma (46) puede ser considerada como una función h(É)= 
=XHX* del vector É de coordenadas 2,, ..., Ta relativas a cierta 
base. El valor XHX* de esta función es siempre un número real. 
Para demostrarlo, bastará ver que tal número es igual a su conju- 
gado (o, también, a su conjugado transpuesto). Pero como H es 
hermítica, 


(XHX*")"=(X*H*X**"Y=X'H"X"=XHX", 
como decfamos. 


Una transformación unitaria Y=XU, X=YU-"=YU" aplicada 
a una forma hermítica dará 


XHX*"=(YUMDH(YU*)"=YU2H(UY*=Y(U*“HUO)Y*. 
La matriz de los coeficientes U-"HU es también hermítica, 
(U*HU)*"=U"H"(U-*)"=U-"HU, ya que U*=U*". 


Se produce exactamente el mismo efecto sobre la forma cuando 
la referimos a un nuevo sistema unitario normal de coordenadas, 
ya que dará para £ unas nuevas coordenadas Y relacionadas con las 
antiguas X por una ecuación Y=XU con matriz U unitaria. 

Interpretando de este modo la sustitución, se puede referir una 
forma hermítica a sus ejes principales. Los nuevos ejes serán esco- 
gidos por sucesivas propiedades de máximo, exactamente como en 
la reducción de una forma cuadrática real a sus ejes principales me- 
diante transformaciones ortogonales. El primer eje a, se elige como 
el vector de longitud uno que hace máximo a h(£) ; se puede enton- 
ces hallar una base unitaria normal a la que pertenezca a,, por el 
Teorema 22. Para esta base desaparecen todos los términos rectan- 
gulares x,27 para ¡41. Como los valores de la forma son siempre 
reales, los sucesivos máximos A son asimismo números reales. Este 
proceso demuestra el siguiente teorema de los ejes principales : 


TEORExMA 23. Cualquier forma hermitica XHX" puede redu- 
cirse a una forma diagonal real, 
(47) YHY*=Ayy* + A2Yay 1 +... + ALYaYi 


por una transformación unitaria Y =XU. 
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Este teorema puede traducirse en otro relativo a la matriz H 
de una forma dada, como sigue : 


TEOREMA 24, Para cada matriz hermitica H existe una matriz 
unitaria U tal, que U*HU=U*HU es una matriz diagonal real. 


Los métodos del Cap. X demostrarán también que los coeficien- 
tes diagonales A, de (47) son únicos. 


EJERCICIOS 


1. ¿Cuáles de las siguientes matrices son unitarias o hermíticas? 
(1+0/2 (1—/2 3  1—i 14 
lime 1+ ei (is ya) ( 1): 
2. Hallar una base unitaria y normal para el espacio de vectores ortogona- 
les a (1/2, 1/2, (14+1)/2). 


3. Demostrar qle | hy [| es hermítica si, y sólo si, hi =Bg para todo i y j. 


4. Demostrar que cualquier matriz A de números complejos puede escribir- 
se en forma única como A=H+S, donde H es hermítica y S hemihermí- 
tica (S*"=—8S), 

5. SiG es una matriz de números complejos tal, que la expresión XGX" 
es slempre real para cualquier complejo X, demostrar que G es hermí- 
tica. (Esto es la recíproca de una propiedad de las matrices hermiíticas 
demcstrada en el texto.) 

6. Demostrar que todas las matrices nxn unitarias forman un grupo (lla- 
mado grupo unitario). 

7. Demostrar el carácter líncal, hemisimétrico y positivo del producto in- 
terno (£, »). 

8. Demostrar con detalle el Teorema 22, sobre base unitaria y normal. 

9. a) Establecer con detalle cl análogo de Teor. 5 para transformaciones 

unitarias. 
b) Lo mismo para Teor. 6. 
c) Lo mismo para Teor. 7. 

*10. Demostrar un lema semejante al del $9 para una forma hermítica en 
dos variables con un máximo en x=0, y=1. (Sugerencia: Dividir cada 
variable en sus partes real e imaginarla.) 

*11. Dar una demostración detallada del teorema de los ejes principales para 
formas hermíticas. 

12. Reducir la forma xy*+x*y a sus ejes principales. 

13. Sean D y D, diagonales, y U y U, matrices unitarias. Demostrar que 
existen una matriz diagonal D, y una matriz unitaria U, tales, que 
U-'DU+U,-*D,U,=U,-'D,U,. 
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* 12. Funciones y figuras 


Desde un punto de vista geométrico, una función cuadrática 
[(€)=XAX'+ BX'+c se utiliza para definir una figura o lugar, que 
se obtiene igualando la función a cero. Esta figura está constituída 
por el conjunto de aquellos vectores £ que satisfacen a la ecuación 
1(€£)=0. En el espacio de dos dimensiones, la figura obtenida es, 
simplemente, una sección cónica. En el espacio tridimensional re- 
sulta una superficie cuádrica, y en general se obtendrá una hiper- 
cuádrica (o hipersuperficie cuádrica, como se dice también). Una 
transformación afín Y=XP + K aplicada a la ecuación de esta hiper- 
superficie equivale, sencillamente, a efectuar la misma transforma- 
ción sobre los puntos de la figura, obteniendo así una nueva figura, 
imagen o transformada de la original. 


Es evidente que los resultados obtenidos en $10 para la clasjfi- 
cación de funciones cuadráticas equivalentes darán una clasificacion 
similar para las correspondientes figuras geométricas. Observemos 
primero que una ecuación f(£)=0 y su producto por un .escalar 
c/(£)=0 dan idéntica figura. Esto permite simplificar las formas 
canónicas obtenidas en $10, tales como y, —yx+c=0. Si cy 0, 
esta ecuación representa el mismo lugar que la (c”*)y,? — (c"*)y,? + 
+1=0; cuando c>0, ésta puede reducirse por la transformación 
afín y =VC2,, Y1=vVC2z, a la forma 2,+—2,?+1=0, mientras que 
si c<O0, la transformación y=wV—cz, da el resultado análogo 
2, —2,4+1=0. En general, este proceso se puede aplicar para sus- 
tituir, por 1 o por 0, la constante c que aparece en (40) de $10. Por 
lo tanto, en un espacio n dimensional afín, sobre el campo de los 
números reales, cualquier hipercuádrica es equivalente en el grupo 
afín a la figura determinada por alguna de las ecuaciones de los 
siguientes tipos : 


(48) YO+ + Yo — Yoo — Y + Yrn =0 
(49) Y+. Y — Yon — ..— Y + 1=0 
(50) YO +... +Yo — Yon — +. — Yr=0 


donde (0<p<r<nm, con 7<n en el caso (48). 
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Por ejemplo, en el plano, los posibles tipos de figuras con 
r>0 son 


r=2 r=1 
1*+y*+1=0 lugar vacío «*+4=0 parábola 
1*—y*+1=0 hipérbola —a*+y=0 parábola 
—a*—y* +1=0 círculo 2*4+1=0 lugar vacio 
2*+y*=0 un punto —u*+1=0 dos rectas paralelas 
2?*—y*=0 dos rectas incidentes z?=0 una recta (doble) 


—a*—y?*=0 un punto, 


Obsérvese en particular que dos formas canónicas diferentes, 
24441 y 2741, pueden dar la misma figura (csto es, la figura 
que no tiene ningún punto real). 

La noción de equivalencia afín en las superficies cuádricas es 
también un ejémplo de la importante noción de equivalencia de 
figuras cn un grupo de transformaciones. las equivalencias en el 
grupo euclídeo se llaman congruencias; por ejemplo, dos triángu- 
los del plano son congruentes si hay un movimiento rígido que lleve 
el primero sobre el segundo, De igual modo, dos triángulos son 
semejantes si existen una transformación por semejanza y una tras- 
lación que los lleve a coincidir. De modo que la relación de seme- 
janza es exactamente una equivalencia en el grupo equiforme. Tam- 
bién dos líneas rectas s y t son paralelas si existe una traslación 
que lleve s sobre t. Estos ejemplos pueden considerarse como ca- 
sos particulares de la siguiente definición única : 


DerinicióN. Sea G un grupo de transformaciones de un espa- 
cio S. Dos figuras de S son equivalentes en G si, y sólo si, existe 
en G alguna transformación T que a la primera figura haga corres- 
ponder la segunda. 


En esta definición, una figura f significa, simplemente, un con- 
junto de puntos P del espacio, y la transformación T' lleva a f sobre 
la figura equivalente f=fT, que consiste en todos los puntos PT, 
con P en f. La relación «f es equivalente a f» es reflexiva, simé- 
trica y transitiva : reflexiva, porque la transformación idéntica del 
grupo G representa a cada f sobre sí misma ; simétrica, pues si T 
transforma f en f', T”* pertenece a G y transforma f'en f; transi- 
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tiva, porque ¡T'=f, fU<=f" implica que la transformación producto 
dé [TU:=f. Por lo tanto (Cap. VI, $14), la relación de equivalen- 
cia ea (G proporciona una Clasificación del conjunto de todas las 
figuras. 

Da anterior definición de equivalencia en un grupo se aplica 
a cualquier espacio. J3l espacio puede ser el conjunto de todos los 
enteros z ; el grupo, el conjunto de todas las traslaciones 2>14N; 
la figsra, un par de números enteros. Dos figuras (a, b) y (c, d) 
serán. equivalentes en este grupo si, y sólo si, b—a=d—c. O bien, 
el espacio puede ser la superficie de una esfera, y el grupo, el con- 
junto de todas las rotaciones de una esfera sobre sí misma ; en tal 
caso, lá equivalencia» de triángulos es/éricos coincide con la «con- 
gruencia» ordinaria. Otros ejemplos geométricos de equivalencia 
aparecerán en $14. 


EJERCICIOS 
l. a) Envmerar todos los tipos posibles de superficies cuadráticas en el es- 
pacia t:idimensicnal. 
bx Dar una breve descripción geométrica de cada tipo. 

2. Clasidcar: a) elipses, b) parábolas. y («) hipérbolas bajo el grupo equi- 
forme (53, al ¡Amal). Hallar en cada cas) un sistema completo de inva- 
riantes numéricos. 

3. Jn un espacio vectorial V¿(F) llamarernos cuña a la figuta formada por 
dos vectores linealmente independientes £' y y. Demostrar que dos cuñas 
cualesquiera son equivalentes ¡para el ¡grupo lineal. 

4. Demostrar que dos subespacios vectoriales son equivalentes bajo el grupo 
lineal si, y sólo si, tienen la misma dimensión. 

5. Clasificar las superficies cuadráticas de lun espacio euclideo n-dimensio- 
mal, para €l grupo de los movimientos rígidos (utilizar el Teorema 20). 


*13 Subespacios afines 


En el espacio de los vectores reales de dos dimensiones V¿(R*), 
los subespacios vectoriales propios son rectas que pasan por el ori- 
gen. Cualquier recta L que no pase por el origen, puede ser trasla- 
dads a obra recta que pase por él, de rnodo que L es equivalente en 
el grupo de traslaciones a un subespacio lineal del espacio vecto- 
rial. Esto sugiere el estudio general de los conjuntos equivalentes 
eo las añnidades de los subespacios lineales que pasan por el ori- 
gen. Tales conjuntos son llamados subespacios afines. Así, un sub- 
espccio afín MH en wa espacio vectoria: V,(FP) es un conjunto que 
resulta de un subespacio lineal S, ¡pur una transformación afín 
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ESET+A. Sabemos que la transformación lineal T solamente 
cambia el subespacio lineul S, en otro subespacio lineal S; luego 
cualquier subespacio afin M puede ser obtenido por una traslación 
¿>£+l aplicada a un subespacio lineal S. Ahora bien, M=8S+A 
consistirá en todos los vectores trasladados £+A para £ en S. Dire- 
mos que S+A es «paralelo» a S y su dimensión es, por definición, 
la dimensión de S. La diferencia de dos vectores de M está en $, 
luego M determina univocamente un subespacio lineal paralelo $. 
La traslación por A, sin embargo, no está determinada de modo 
único : si 4=a4+A es cualquier vector de S +A, entonces a y ÁA dan 
el mismo subespacio afín S+4=S+A. Como cualquiera de estos 
subespacios se obtiene sumando un elernento fijo al subgrupo adi- 
“tivo S del grupo Y, el suespacio S+A puede definirse como la clase 
de restos según S (Cap. VI, $9) que contiene a A. 

Una recta cs un subespacio afín S, +A de una dimensión, obte- 
nida por traslación del subespacio vectorial S, de una dimensión. 
Si S, ticne base e, consiste en todos los productos te de e por esca- 
lares t; así que la recta S,+A consiste en todos los vectores te+4 A 
(e y A vectores fijos, t escalar variable), 

Dos vectores distintos a y f (esto es, sus extremos) están sobre 
una recta única. Pues en una recta S,+A puede tomarse para A 
uno de los dos vectores, a por ejemplo. Yl subespacio paralelo S, 
debe contener a la diferencia 4$—a 0 como una base, así que 
S,+a consiste cn todos los vectores £=a +t(B—a). Si €, a, A tie- 
nen coordenadas 2;, G1, b;, estas ecuaciones pueden escribirse 2= 
=4+t(b,—1), i=1, ..., 1. Estas son Jas ecuaciones «paramétri- 
cas» de la recta que une los dos puntos dados. Si n=2 y 1 %a,, 
resulta 

t= (2, —2)](b, —a,) = (2, —a7)](b,—a,), 


que es la conocida fórmula que da la geometría analítica para la 
recta que une los puntos (a,, as) y (b,, da). 

Un plano ordinario se caracteriza frecuentemente por la siguien- 
te propiedad : si conticne a dos puntos de una recta cualquiera, con- 
tiene a todos los puntos de ella, La misma propiedad es válida para 
un subespacio afín de cualquier dimensión sobre cualquier campo. 
Porque, dados dos vectores a=a,+A, B=P,+A en un subespacio 
S+A, la recta de Jos vectores 


E¿=a+t(8—a)=0a.,+A+t(B, —a,) 
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pertenece evidentemente a S+A para todo t. Vamos a demostrar 
que. si en el campo de las coordenadas es 1+1-+0, la recíproca es 
cierta, esto es, ; 


'PEOREMA 25. Un subconjunto M no vacio del espacio V,(F) es 
un subespacio afin si, y sólo si, la recta que une dos puntos de M 
está contenida por completo en M (supuesto que 1+1:40 en Fi. 


Demostración. Dado M con la propiedad enunciada, nos pro- 
ponemos, ante todo, construir un subespacio vectorial «paralelo» 
que: pase por el origen. Escogido un vector A de M, traslademos 
según A, y denotemos por S=M —A el conjunto resultante de todas 
las diferencias y —A, con y en M. Para probar que M=S+A es un 
subespacio afín, bastará demostrar que S es un subespacio vecto- 
rial. Como las rectas se trasladan a otras rectas, la hipótesis sobre 
35M asegura la propiedad análoga para S : la recta que une dos vec- 
tores de S yace en S. Para cualquier a en S, la recta que une 0 
(en S) con a yace en $, el cual contiene, por lo tanto, a todos sus 
múltiples escalares ca. Si S contiene a a y a f, contendrá a 28 
w %a, luego también a toda la recta £=2a+t(28 —2a), que ellos 
determinan (¡hágase la figura!). En particular, para t=3/2 con- 
tendrá £=2a4+(B8—a)=f+a, que es la suma de los dos vectores 
dados. Heros demostrado así que S es cerrado para la suma y el 
producto por escalares, luego es un subespacio vectorial, como que- 
rÍamos demostrar. Obsérvese, sin embargo, que 14+1-40 es condi- 
ción necesaria porque interviene el coeficiente 1/2. Así, el teorema 
no es válido para una «geometria» afín sobre el campo de los ente- 
ros módulo 2. 

En el plano real, el punto medio (x, y) del segmento que une 
(z,, y1) con (2,, ya) está dado por 2=(2,+2)/2, y=(y, +Y3)/2. Por 
analogía, el «punto medio» de los vectores É, y É, se define como 
E, == (1/2) (£, + £,), suponiendo que 14140 en el campo de escala- 
res. En una transformación afín, el punto medio de los transfor- 
rmados 97,, 92 de €,, É, será : 


(7 + 72)/2= (ET +x+€,T + )/2= [C, + €£,)/2] T+x. 


Por lo tanto, el nuevo punto medio resulta ser el transformado del 
punto medio original. Esto demuestra 
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TEOREMA 26. Una transformación afin de un espacio V,(F) 
hace corresponder los puntos medios con los puntos medios (su- 
puesto 14140 en Y). 


En el caso particular del espacio vectorial euclídeo, puede de- 
mostrarse mucho más, El segmento rectilíneo de extremos a, f se 
llamará paralelo al de extremos y, ¿cuando para algún escalar c no 
nulo se verifica la igualdad (3— y) =c(f8 —a). El escalar c se llama 
la razón entre los dos segmentos, ya que coincide con la razón ordi- 
naria para segmentos de un plano, pues para las longitudes de estos 
vectores se encuentra que |¿—y|=|c||f —a]|.* Además, en una 
transformación afín (1) que lleve aaa”,faf',8a8yyay, 
un cálculo directo muestra que ($ —y)=(8—yT =c(B —a)T = 
=c(fB'—a'). Esto demuestra 


Teorema 27. Una transformación afín de un espacio vectorial 
euclideo conserva el paralelismo entre segmentos rectilineos y deja 
invariante la razón entre las longitudes de los mismos. 


Inversamente, este resultado significa que todas las longitudes 
paralelas a una dada quedan multiplicadas por la misma constante. 
Naturalmente, las distancias en direcciones diversas pueden quedar 
multiplicadas por constantes distintas, como se ve si pensamos que 
las afinidades incluyen corrimientos, compresiones y dilataciones. 


Apéndice. La propiedad del Teorema 27 puede ser utilizada 
para definir directamente la transformición afín [sin intermedio 
de las transformaciones lineales, como en nuestra definición (1)]. 


TEOREMA 28. Una transformación E >£€H de un espacio vec- 
torial es afín si, y sólo si, cada par de segmentos rectilineos parale- 
los se transforma en otro par de segmentos paralelos y la razón 
entre las longitudes de los segmentos de cada par es la misma. 


Demostración. Si H tiene la propiedad enunciada, B—a= 
=C(8 — y) implicará BH —aH =c(8H —yH). Utilizaremos el trans- 
formado OH del vector cero para definir una nueva operación T' 
poréT =£H —OH. Como aquí OH representa una traslación, bas- 
tará probar que T es lineal. Primero consideremos el producto por 
un escalar, c£. La relación c¿— O=c(é— 0) implica por la hipó- 
tesis que (c£¿H — OH =c(£H —0H), o que (cg)T =c(£T). Para el 
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caso de una suma £+7, observemos que el paralelogramo de É y 7 
tiene como lados opuestos los segmentos t£+", E) y (n, O), parale- 
los y de razón 1, pues (£+ 1) — £=1-(9 —0). Por hipótesis, H con- 
serva esta razón, luego 


(E+smpH—¿H=19H—0H), (EsmT—¿T=y9T. 


Estas dos conclusiones prueban que 7' es lineal, c. q. d. 


EJERCICIOS 


1. Para cada uno de los siguientes pares de puntos, hallar la ecuación para- 
métrica de la recta que les une y representarla en la forma S,+A (esto 
es, hallar el espacio S.). 

a) (2, 1D y (5, 0); 

Dd) (4, —2) y Q, —S); 

c) (1,3, 2) y (—1, 7, 5); 
d) (4, 5, —D y (0, 5, 5); 
e) (1, 2,3, 4) y (4, 3, 2, 1). 

2. Representar la línea entre (1, 3) y (4, 2) en la forma S+A, con cuatro 
valores distintos de A. Dibujar una figura. 

3. Demostrar: por tres vectores a, fB, y (esto es, por sus extremos) no ali- 
neados, pasa un solo espacio bidimensional afín (jun plano!), Demostrar 
que los vectores de este plano tienen la forma (=a+s(8B — a)+t(y — a), 
con s y t escalares variables. 

4. Hallar las ecuaciones paramétricas (en la forma de Ejercicio 3) para el 
plano (si existe) determinado por cada una de las siguientes ternas de 
puntos: 

a (113,2, (4,1, —D, (2,0, 0); 
BD (111,0), (1,0, 1, (0,1, D; 
c) (2, —1, 3), (1,1, D, (3, 0, 4). 

5. En cada parte del Ejercicio 4, hallar una base para el subespacio lineal 
paralelo que pasa por el origen. 

6. Enunciar y demostrar un teorema análogo al Ejercicio 3, para subespa- 
cios de dimensión cualquiera. 

7. Demostrar que el Teorema 25 es falso para el «espacio» vectorial de dos 
dimensiones sobre el campo de enteros mód. 2. 

*8. Demostrar que en una transformación afín de V,(F) que deje fijos tres 
puntos no alineados, deben quedar fijos todos los puntos del espacio. 

9, Por definición, un hiperplano en Vn(F) es un subespacio afín de dimen- 
sión n— 1, 

a) Demostrar que el conjunto de todos los vectores £ cuyas coordenadas 
satisfacen a una ecuación lineal Ya,r,=c es un hiperplano, supuesto 
í 


que los coeficientes a, no son todos nulos, 
b) Probar que, recíprocamente, cualquier hiperplano tiene tal ecuación. 
c) Hallar la ecuación del hiperplano que contiene a (1, 0, 1, 0), (0, 1, 
0, D, (0, 1, 1, 0), (1, 0, 0. 1). 
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10. Demostrar que cualquier subespacio afín puede representarse por ecua- 
ciones lineales no homogéneas, análogamente al Ejercicio 9. 

11. Sea V un espacio vectorial sobre un campo Ordenado F. Llamaremos 
«centroide» de los puntos É,, .... Er, con los respectivos «pesos» M,, ..., Mp, 
al punto ¿=(m,£, +... + m;¡£,),/M, donde M=wm, +... + my. Demostrar: 
a) cualquier transformación afín transporta al centroide sobre el nuevo 
centroide; b) cualquier transformación que conserva los centroides es 
afín. 


14. Otras aplicaciones geométricas 


La equivalencia en el grupo afín (que según parece no fué co- 
nocida por Euclides) tiene gran número de interesantes aplicacio- 
nes elementales. En el grupo afín, dos triángulos cualesquiera son 
equivalentes. Para dermostrarlo, bastará probar que un triángulo 
cualquiera afy es equivalente al triángulo equilátero de vértices 
O=(0, 0), B.=(2, 0) y yo=(1, V3) (ver fig. 2). Por una traslación, 
el vértice a puede llevarse al ori- 
gen O, los otros dos vértices ocu- 
parán las posiciones f' y y. Como 
estos vectores fi" y y son lineal- 
mente independientes, existirá 
una transformación lineal x28'+ 
+YY > 28B0+YYo que lleve f' a Ba, 
y a yo. El producto de la trasla- 
ción por esta transformación li- 
neal llevará a afy sobre OBoro, 
como deseábarmos. 

Así, cualquier triángulo es 
equivalente a uno cquilátero. Pero 
en este último, las tres medianas, 
por simetría, deben cortarse en 
un mismo punto (centro de gra- 
vedad). Una transformación afín 
transforma los puntos medios en 
puñtos medios. Esto demuestra la Figura 2 
propiedad elemental de que las 
tres medianas de un triángulo cualquiera se cortan en un punto. 
Además, se ve en seguida que el punto de intersección de las me- 
dianas en un triángulo equilátero las divide en la relación 1:2; 
luego la misma propiedad vale para cualquier triángulo (Teor. 27). 
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Por otra parte, una elipse es equivalente afín a un círculo. Pero 
cualquier diámetro pasa por el centro del circulo, y tiene tangen- 
tes paralelas en sus extremos; y además, el diámetro conjugado, 
que es el paralelo a estas tangentes, biseca todas las cuerdas para- 
lelas al diámetro dado. Se deduce de aquí que las mismas propie- 
dades valen para cualquier elipse, pues una transformación afín 

conserva el paralelismo y hace corresponder 
tangentes con tangentes (pero se observará que 
los diámetros conjugados en una elipse no son 

ortogonales). 
Las equivalencias pueden emplearse para 
sustituir unas figuras por otras más simples 
Fígura 3 pero equivalentes. Así, eualquier triángulo es 
equivalente afín de otro equilátero de lado 1; 
cualquier elipse es equivalente afín al círculo de radio 1 con centro 
en el origen ; cualquier vector £340 es linealmente equivalente al 
vector unidad (1, 0, ..., 0), y así sucesivamente. Cuando esta forma 
sencilla equivalente está determinada de modo único, se le llama 
canónica. Más explícitamente, dado cualquier tipo de figuras, se 
dice que una selección de ellas es un conjunto de formas canónicas, 
si cada figura del tipo en cuestión es equivalente a una, y sólo a 
una, de estas formas canónicas. Este concepto es análogo al de la 
expresión canónica de una forma cuadrática en un grupo, tal como 

se trató en $5. : 

Para los triángulos isósceles, por ejemplo, es evidente que cada 
uno es equivalente por el grupo euclídeo a uno, y sólo a uno, de los 
triángulos isósceles que tengan la base sobre el eje X y la altura 
sobre el eje Y (positivo). Dos triángulos distintos en esta posición 
particular no pueden ser equivalentes en el grupo, así que este con- 
junto de triángulos constituye un sistema canónico para el conjunto 
de todos los triángulos isósceles. 

Los triángulos isósceles equivalentes pueden ser descritos por 
completo mediante dos «invariantes» numéricos, la longitud de la 
base y la de la altura. En general, un invariante tiene también 
aquí la misma significación que para una forma cuadrática ($5): 
Sea una regla (es decir, una función) que a cada figura de un tipo 
dado le asigne un número único J(f). Si para cualquier transfor- 
mación T de un grupo dado G es J(f)=J(fT), la función J(f) se 
llama un invariante de f en (o para) el grupo G. Por ejemplo, la 
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longitud de un seginento es invariable en el grupo euclídeo, ya que 
dos segmentos son equivalentes en este grupo si, y sólo si, tienen 
la misma longitud. En general, los invariantes Y,, ..., Jr de una 
clase de figuras constituyen un sistema completo de invariantes si 
dos figuras f y f' de la clase son equivalentes cuando tengan los 
mismos invariantes, J,(f)=J,(f), ..., JHf)=JAf), y sólo en este 
caso. (Ejemplo : dos triángulos son equiformes si, y sólo si, sus 
ángulos son iguales a pares.) 


EJERCICIOS 
1. Demostrar que cualquier paralelogramo es equivalente afín de un cua- 
drado. 
2. Dar una demostración afín de que las diagonales de un paralelogramo 
se bisecan. 


3. a) Hallar una transformación afín que transforme el triángulo de vér. 
tices (0, 0), (0, 1) y (1, 0) en el triángulo cquilátero con vértices (1, 0), 
(—1, 0), (0, y3). 
b) El mism8 problema, si el primer triángulo tiene vértices (1, 1), (1, 2) 
y (3, 3). 

4. Describir geométricamente una sucesión de traslaciones, rotaciones, co- 
rrimientos y compreslones, que transforme un triángulo de posición ar- 
bitraria en un triángulo equilátero dado. 

B. Demostrar por métodos afines que en un trapecio las dos dlagonales y la 
línca que une los puntos medios de los lados paralelos pasan por un 
mismo punto, 

6. Demostrar que cualquier paralelepípedo es equivalente afín de un cubo. 

7. Demostrar que las cuatro diagonales de cualquier paralelepípedo tlenen 
el punto medio común. (Es el centro de gravedad.) 

*8. Demostrar que en un elipsoide los centros de gravedad de las diversas 
familias de secciones planas paralelas están en una línea recta. 

9. Hallar un sistema completo de invariantes para una elipse en las trans- 
formaciones de semejanza. 

10. Hallar un sistema completo de invariantes de un triángulo para el grupo 
cuclídeo. 

11. Hallar las formas canónicas y un conjunto completo de invariantes para 
las figuras planas de cada uno de los siguientes tipos, tanto en el grupo 
euclídeo como en el grupo equiforme: a) triángulos rectángulos; b) pa- 
ralelogramos; c) rectángulo. 
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CAPITULO X 
Característica y determinante de una matriz 


1. La característica y Jos sistemas homogéneos 


Tn general, el dominio de una transformación (o función) T se 
define como el conjunto de los elementos originales, esto es, aque- 
llos a quienes T se aplica, mientras que se llama resultante de T 
al conjunto de sus representaciones o «imágenes» (esto cs, la hna- 
gen del dominio por “7, 

Cuando 7 es una transformación lineal homogénea de un espa- 
cio vectorial Y sobre un nuevo espacio vectorial YY, el resultante 
(conjunto de tados los ¿Tj, no puede ser un subconjunto arbitrario 
de TT. 


Lema 1. Una transformación limeal de un espacio vectorial Y 
da como resultante otro espacio vectorial (y por lo tanto, un sub- 
espacio de W). 


Demostración. Como AED) >= (CET y ET 49 UT =(E+ pT, el con- 
junto de elementos «imagen» es cerrado para las dos operaciones 
sobre los vectores. 

La transformación 7. referida a las respectivas bases flel es- 
pacio im-dimensional U y del de-dimensional 14%, vendrá represen- 
tada por una ecuación lineal Y NX. 1, como en Cap. VTTT, (QM, Se 
lasnará resultante de la matriz A (que es moco al resultante de 
esta transformación : en otras palabras, se lama resultante de 1 
al conjunto de todos los vectores X1, para cualquier Na (rr, 
tm. La Y transforma cada X en su correspondiente 


Y-MXN1-(Frto co Aa) as o da 


1] CARACTERÍSTICA Y SISTEMAS HOMOGÉNEOS 291 


así que el resultante de A consiste en todas las combinaciones linea- 
les de las filas 41=(41,, ..., (in) de A. Es, por consiguiente, el sub- 
espacio de V,(F) engendrado por las filas de +1. 


DerixiciónN. Se llama característica de una transformación li- 
neal T o matriz A, al número de dimensiones de su resultante. 


Como el número de dimensiones de un subespacio es el máximo 
número de sus elementos linealmente independientes, la caracte- 
rística de A es también el número máximo de filas de A lineal- 
mente independientes. Por este motivo, la característica de Á que 
ahora hemos definido se llama a veces caracteristica por filas, para 
distinguirla de la caracteristica por columnas, que es el número 
máximo de columnas de A lincalmente independientes. Ésta coin- 
cide, desde luego, con la característica por filas de la transpuesta 4' 
de A (a partir del Cor. 3 del Teor. 14 no será preciso mantener esta 
distinción). 

Coneepto dual al de resultante de una matriz o de una transfor- 
mación lineal es el de su espacio nulo. 


DEFINICIÓN. El espacio nulo de una transformación lineal es el 
conjunto de todos los vectores É tales, que El =0. El espacio nulo 
de una matriz A es el conjunto de todas las matrices de una fila N, 
que satisfacen a la ecuación lineal homogénea NA=0. 


lima 2. El espacio nulo de una transformación lineal (o ma- 
triz) es un subespacio de su dominio. 


Demostración. Si E¿T'=0 y yT'=0, también para todo c y c' será 
(cr cy TI =cEM + (yT 1 =0+0=0. 


Por lo tanto, c£¿+c'y pertenece al espacio nulo, el cual es, por 
lo tanto, un subespacio Jineal. 

La dimensión (lineal del espacio nulo de una matriz 4 o de 
una transformación lineal 7, se lluna nulidad de A o T. Nulidad 
y Característica están relacionadas por una ignaldad fundamental, 
válida en las matrices y en las transformaciones lineales, A cansa 
de la correspondencia entre ambos conceptos, bastará exponer la 
demostración en el caso de las matrices. 
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TEOREMA 1. Caracteristica+ Nulidad = Dimensión del dominio. 


Así, para las matrices mxmn, la característica (por filast más la 
nulidad (por filas) es igual a m. Y para una transformación lineal 
de VY,(1") en sí mismo, característica + nulidad=nx. 


Demostración. Si la nulidad de 7 es s, el espacio nulo N ten- 
drá una base a,, ..., a, de s elementos, la que puede extenderse 
a una base 4,, ..., %,, B,, ..., Br para todo el dominio de T. Como 
cualquier a/1'=0, los vectores B¡T engendran la resultante R de T. 
Además, 2,(B,T)+... +7: (8:7)=0 implica que 12,8,+...+2,8, per- 
tenece u N, así que 2,=...=2,=0. Por lo tanto, los vectores f/T' 
son independientes y forman una base de R. Resulta así que la 
dimensión s +7 del dominio es la suma de la dimensión s de N con 
la r de R,c.q.d. 


TEOREMA 2. Para que una matriz mxn, A, sea regular, es ne- 
cesaria y suficiente cualquiera de las dos condiciones siguientes : 
a) Característica de A=n; b) nulidad de A=0. 


Demostración. Por el Teorema 1, a) y b) son cquivalentes en- 
tre sí. Podemos, pues, limitarnos a demostrar a). Pero a) equivale 
a afirmar que el resultante de Á es todo el espacio Va(1) de matri- 
ces de una fila. Esta condición, a su vez, equivale a la regularidad 
de A, como se ha demostrado en Cap. VITI, Teor. 7, 

Las nociones de característica y nulidad son importantes en la 
teoría de las ecuaciones lineales homogéneas. Consideremos un sis- 
tema de tales ecuaciones 


(1) Ai (m ecuaciones, 
Tilim+ Taldam+ o... + Zallam =0. n incógnitas) 


Si representamos los coeficientes a; en orden transpuesto me- 
diante la matriz 4=| ay ]|, se tendrá para (1) la forma abreviada 


(1 XA =0., 


13l espacio nulo de A es entonces exactamente el conjunto de 
todas las soluciones de (1), es decir : el conjunto de todas las solu- 
ciones (1) es un subespacio del espacio vectorial. De aquí se des- 
prende inmediatamente un corolario. 
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TEOREMA 3. Si la matriz transpuesta A de los coeficientes de 
m ecuaciones lineales homogéneas con n incógnitas tiene caracteris- 
tica r, todas las soluciones podrán expresarse como combinaciones 
lineales de n—r soluciones linealmente independientes. Luego si 
A tiene nulidad s=n—r, el subespacio de las soluciones de XA=0 
tiene una base constituida por s soluciones. 


CoroLario. n ecuaciones lineales homogéneas con n incógni- 
tas xi tendrán una solución distinta de x,=...=x"=0 si la matriz 
de los coeficientes es singular, y sólo en este caso. 

Las ecuaciones lineales homogéneas son susceptibles de una 
interpretación geométrica directa. Una sola ecuación 


(9) 21014... + Tola =0, alguna a 0, 


tiene una matriz de coeficientes nx1, de característica 1, así que, 
por el Teorema 3, las soluciones forman un subespacio (n— 1)- 
dimensional, del espacio V.(FP) de todos los vectores (%,, ..., Ta). 
Para el caso del plano, o del espacio ordinario, esto es un hecho 
muy sabido en la Geometria Analítica. En cualquier Va, un sub- 
espacio lineal (n — 1)-dimensional se llama hiperplano. 

Por lo tanto, los vectures (74, ..., Za) que satisfacen a m ecua- 
ciones simultáneas X4,=...=XAm=0 determinan una figura que 
es la intersección de m hiperplanos H,, ..., Him que pasan por el 
origen O. Para cualquier subespacio S, la d[Hm+8] es (n—Don, 
luego la identidad dimensional del Teor. 9 del Cap. VIT puede es- 
cribirse así : 


(3) d[Hn—8] =d[S] —d[Hn+8] +d[Hm]>d[S] —1. 


Por inducción sobre m obtenemos d[H,—... —Hn] >n —m. 
Esto significa que m ecuaciones lineales homogéneas con n incóg- 
nitas tienen por lo menos 1 —m soluciones linealmente indepen- 
dientes. 


EJERCICIOS 


1. Hallar las resultantes, espacios nulos, características y nulidades de las 
transformaciones dadas en $1, Cap, VIII, Ejercs. 1 a)-1 d) y 4 a) -4 Db). 

2. Construir una transformación de V, sobre sí mismo cuya resultante esté 
engendrada por los vectores (1, 3, 2) y (3, —1, 1). 

3. Construir una transformación de V, sobre sí mismo que tenga como €s- 
pacio nulo el engendrado por (1, 2, 3, 4) y (2, 2, 4, 4). 


11. 


n 
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Hallar una base para el conjunto de las soluciones linealmente indepen- 
dientes de cada uno de los cuatro sistemas de ecuaciones que siguen: 

a) x+y+32=0, 23+2y4+62=0; 

D) r+y+2=0, y+z+t=0; 

Cc) x+2y—4z=0, 3x+y—22=0; 

d) x+y+z+t=0, 204+3y—24+t=0, 3x4+4y+2t=0. 

Resolver el Ejerc. 4, si las igualdades se hacen congruencias mód. 5. 
Demostrar que las características por filas de un producto AB no exce- 
den a la característica por filas de B. 

Si la matriz nxn A es regular, demostrar que, para cualquier matriz 
nxn B, las matrices AB, B y BA tienen la misma característica. 
Demostrar que característica (A+B) < característica (A) + característi- 
ca (B). 


Dadas las características de A y B, ¿cuál es la característica de (a 0)? 


Completar la demostración por inducción de la expresión que sigue a (3). 
¿Por qué es (3) una desigualdad y na una igualdad? 

Si T es una transformación lineal de V, con resultante R, mientras que S 
es cualquier subespacio de Va que contiene a R, demostrar que T da ori- 
gen a una transformación lineal T* de S. Demostrar que la característica 
de T* no supera a la de T. 


Matrices equivalentes por filas 


La técnica para resolver sistemas de ecuaciones lineales descrita 
Cap. 11, $3, puede ser parafraseada para conseguir un método 


e calcular la característica de cualquier matriz mx 1 sobre un cam- 


10 


arbitrario F. Si A es regular, esta paráfrasis da también un 


aétodo para calcular la inversa de 4. 


El método práctico se reduce al uso reiterado de tres tipos de 


peraciones elementales con las filas de una matriz A: 


a) El intercambio de dos filas cualesquiera. 
b) La multiplicación de una fila por un escalar c 40 de rr. 
c) La adición de una fila con otra (*). 


La operación de sumar a una fila A, el producto de la fila i 


or el escalar c, es una combinación de estas «operaciones elemen- 
ales» ; primero se multiplica la fila ¿ por c, luego se suma esta 
eva fila ¿ a la fila j, finalmente se multiplica la nueva fila i por c”. 


(*) Dicho con más exactitud: ce) Reemplazar la fla Aj de A por la suma 4A¡+4; 


£ las fllas J-ésima e i-ésima, con ¿+ 4. 
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Derixicióxn. Dos matrices mxn, A y B, se llaman equiva 
mtes por filas si B puede obtenerse a partir de A por una suce- 
¡6n de operaciones elementales entre sus filas. 


El efecto de cada operación elemental puede deshacerse por 
tra operación del inismo tipo, así que la relación de equivalencia 
or filas es simétrica (si B equivale a A, A equivale a B). El ca- 
icter reflexivo y el transitivo son patentes. 

Con operaciones sobre filas se puede siempre reducir una ma 
iz a una forma triangular. Dada A, elijamos, si existe, alguna 
la en la que el primer elemento b no sea nulo, y permutemos 
ss filas para colocarla en primer lugar. Multiplicando la primera 
la por b”* tendremos el primer elemento reducido a 1. Todos los 
tros elementos de la primera columna pueden ser reducidos a cero, 
amando a su fila un múltiplo conveniente de la primera, así que 
y matriz toma uva de estas dos formas : 


¡=(0, C), con C mx(n—1) y 0 mxl, o bien 
(o ) 
v= o Cc)» con 


B VA 0 C 
mxn 1x(n—i1) (m—bx1 (m—1)x (m—1))” 


Repitamos este proceso para el bloque C. Tomaremos como pri- 
era fila de C la que tenga el primer elemento no nulo (si la hay), 
aduciremos a l este elemento y a U los restantes elementos de la 
rimera columna de C. El resultado final será una matriz con los 
eros repartidos, como, por ejemplo, en la siguiente matriz 4x7: 


0 1 di dí dí díe d,, 
0.00 1) die de da 
000 0 1 de dy 
000 0 0 0.0) 


ln cada fila, el primer elemento no nulo que interviene es un 1 
el número de ceros que le precede es muyor en cada fila que en 
' precedente. Una matriz de esta forma se llama escalonada. Con 
> anterior hemos demostrado 


TEoREx:MA 4, Cualquier matriz es equivalente por filas a una 
tatriz escalonada. 
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La característica de una matriz escalonada D puede leerse con 
una mirada. Supongamos que D tiene r filas D,, ..., D, no total- 
mente nulas y que hubiese alguna relación lineal c,D, +... + crD,=0 
entre ellas. En esta relación no podría intervenir D,, porque su pri- 
mera coordenada es 1 y en las restantes filas es cero. Luego c,=0. 
La relación reducida c,D,+...+crD¿=0 no podría tener a D, por 
la misma razón ; por lo tanto, c,=...=Cr=0, y las filas son inde- 
pendientes. Igualmente se ve la independencia lineal entre las r 
columnas, cada una de las cuales contiene un elemento 1 de los 
ahora considerados; y como cada columna tiene a lo más 7 ele- 
mentos no nulos, las columnas son, en esencia, vectores de un es- 
pacio r-dimensional, así que no puede haber más de r columnas 
linealmente independientes (Teor. 7, Cor. 2, Cap. VID). Así he- 
mos demostrado 


TeEorEMaA 5. Una matriz escalonada con r filas no nulas tiene 
característica (por filas y por columnas) igual a r. 


_Demostraremos pronto (Teoremas 10 y 14) que dos matrices 
equivalentes por filas tienen la misma característica por filas y la 
misma característica por columnas. Por lo tanto, para computar 
la característica (y la característica por columnas) de cualquier ma- 
triz A, basta formar la correspondiente matriz escalonada D (como 
en el Teor. 4) y contar el número de las filas no nulas de D. 

Para probar que dos matrices equivalentes por filas tienen la 
misma característica, es conveniente interpretar las operaciones 
elementales entre filas como premnltiplicaciones por factores con- 
venientes. Por ejemplo, dos filas de una matriz pueden permutarse 
multiplicando la matriz dada por la que se obtiene permutando las 
filas de la matriz idéntica 7, como 


( o) a, 0) 18 os toa) _ ds ho) 

1 0 b, b, a 1-a,+0-b, 1-a,+0-b, e a, a : 
Para sumar la segunda fila a la primera, o para multiplicar la 

segunda fila por c, hagamos lo mismo con el factor identidad de 


la izquierda : 
CE E 


(o ll m)= (0 ss) 
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Resultados análogos son válidos para las matrices n xn; los pre- 
factores empleados para representar estas operaciones se llaman 
matrices elementales. 


DrrinicióN. Una matriz elemental nxn, E, es cualquiera de 
las matrices que resultan de la matriz idéntica Y aplicándole una 
operación elemental entre filas. 


'Tenemos así tres tipos de matrices clementales, que pueden 
describirse como sigue: Designemos por lx la fila k-ésima de la 
“matriz idéntica /. Con esto, el intercambio en 1 de las filas de 
orden i y j dará una matriz elemental H= Hi cuyas filas Fx serán 


(4) Hi=1,, lt =1,, Hi=Ix (E ». 


Ejemplos de matrices elementales son 


ro%00 1.000) 1000 
0.0.0 1 0100 1100 
00 1 of foo 3.0|" [jo 0.10 
0100) 0.001 0.0.0 1 
Ha, 14+2K3, Pu. 


Análogamente, al multiplicar en 1 la fila £ por un escalar e, 
resultará la matriz M cuyas filas Mi serán 


(5) Mi=cl, Mi=h  (k%10,. 


Si ly es la matriz que tiene un elemento 1 en el cruce de la 
fila ¿ con columna t, y los restantes elementos nulos, esta matriz 
M puede escribirse así: M=1+(c—1)En. Finalmente, la opera- 
ción elemental de adicionar la fila ¿a la fila j, aplicada a 1, dará 
la matriz elemental Py cuyas filas Fi están dadas por 


(6) Pj=1,+1,, Fi=Lh (k H ). 


Teorema 6. Cada operación elemental entre las filas de una 
matriz mxn, A, es resultado de una premultiplicación por la co- 
rrespondiente matriz elemental E. 


Esto puede probarse fácilmente por cálculo directo del produc- 
to EA, como en el precedente caso 2x2. Consideremos, por ejem- 
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plo, la operación elemental de adicionar las filas iy jde 4. Las 
filas Fx de la correspondiente matriz elemental Fy=PF están dadas 
por (6). Las filas de cualquier producto E.1 se obtienen a partir de 
las filas del primer factor, por la fórmula (33) del Cap. VIII: 


(FA), =FsA =(1,+ 14 =l,4 +14 =(1A)+ dA), 
(PA )h= FA =ÍL4 =(JA dk (k4]). 


Estas igualdades muestran que las filas de /' se obtienen de 
las de JA=A por adición, de la fila ¿-ésima a la fila j-ésima. Ys 
decir, esta operación elemental transforma Á en PA, como asegura 
el Teorema 6. 


CoroLaRlo 1. Una matriz elemental E es regular. 


Demostración. E se obtiene de 1 por cierta operación. Tia ope- 
ración inversa corresponde a alguna matriz elemental E* y trans- 
forma E en 1. Por el Teorema 6, ésta transforma a E* en E*I1, 
de modo que E*E=1. Como E tiene inversa a la izquierda, no es 
singular. 


CoroLario 2. Si dos matrices mxn son equivalentes por filas, 
será B=PA, con P regular. 


Pues, por el Teorema 6, es B=E,E».,...E,4, siendo las E, ele- 
mentales, y por ende, regulares. 


EJERCICIOS 


5 2 7 1.01 
1. Demostrar la equivalencia por filas de | —3 4 1]y[o0o 1.1) 
—-1 —2 —3 00.0 


NOoo 


2. Reducir cada una de las siguientes matrices a la forma escalonada equi- 
4 — 


valente por filas: 
5 
—2 
2 » 
3 
2 —3 


1 —1 3 —$ 6 —3 1 
a) 2 4 1], db) 3 1 1 ) 4 
0 32 4-2 87 * 7 
—6 
3. Hallar las matrices escalonadas equivalentes por filas de cada una_de las 


2 —1 2 i 1 —i 144 
0 2 4 1 — i 2—i 
MAD (UE 
5 2 i 2i 3i 
matrices dadas en Ejerc. 9 a)», Cap. VIII, $2, y Ejerce. 4. Cap. VIIL $3 


ha ES ma LS 
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4. a) Presentar todas las matrices elementales 3x3, 

b) Dibujar un diagrama que represente cada matriz elemental nxn de 
la forma (4)-(6). 

5. Hallar la inversa de cada una de las matrices clementales 4x4, H,,, 
14+2E,,, F,, que aparecen en el texto. 

6. Demostrar el Teor. 6 por cálculo directo en el caso de las matrices 3x3, 

* 7, Demostrar que cualquier operación elemental entre filas del tipo a) pue- 

de efectuarse por una sucesión de seis operaciones de los tipos b) y c). 
(Sugerencia: Probar con matrices 2x2.) 


3. Equivalencia por filas y matrices inversas 


Sea A una matriz nxnm regular, y sea D la correspondiente 
matriz escalonada (Teorema 4). Por el Corolario 2 del $2, D=PA 
es el producto de dos matrices regulares, luego también será regu- 

lar, Por lo tanto, según el Teorema 5, D debe 
1 dí... din | ser triangular ; todos los elementos de la dingo- 


0 1 de | nal principal serán iguales a 1, los elementos 
UN ] inferiores serán nulos y los situados encima se- 
a ] rán cualesquiera, como aquí se indica. Estos 
o . últimos, es decir, los situados sobre la diagonal 
00 1 principal, pueden ser eliminados por nuevas 


operaciones entre las filas. Por ejemplo, los ele- 
mentos de la última columna pueden ser eliminados sumando a 
cada fila un múltiplo conveniente de la última. Yl resultado final 
será la matriz idéntica ; así hemos dernostrado 


Teorema 7. Una matriz cuadrada es regular si, y sólo si, es 
equivalente por filas a la matriz idéntica. 


Como las operaciones entre filas pueden llevarse a cabo con pre- 
multiplicaciones por matrices elementales Es, cualquier matriz re- 
gular Á puede reducirse a 1] como en 


BE, Ejá=l. 


Multipliquemos a la derecha por A”* los dos miembros de esta 
igualdad, y resultará 
(mM) EE. ... E,I=A7. 


La matriz a la izquierda cs el resultado de aplicar a la identi- 
dad 1 la sucesión de operaciones E,, ..., E,. Esto demuestra 
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TEOREMA 8. Siuna matriz cuadrada A se reduce a la identidad 
por una sucesión de operaciones entre sus filas, la misma sucesión 
de operaciones aplicada a la matriz identidad 1 da como resultado 
la matriz inversa de A. , 


Resulta de aquí un método práctico para construir la inversa : 
dada cualquier matriz A, se puede proceder a una sucesión de ope- 
raciones racionales que darán una inversa de A oreducirán Á a una 
matriz equivalente singular. En este último caso, A no tiene inver- 
sa. Para matrices de orden superior al 3x3, este método resulta 
más cómodo que el deducido de la teoría de determinantes, que es 
el que suele aplicarse para hallar A“* (cfr. $6). 

Digamos al paso, que cualquier matriz regular P es la inversa 
de otra matriz regular (P-*)*; por lo tanto, puede escribirse como 
en (7), como un producto de matrices elementales. Combinando esto 
con el Corolario 1 del Teorema 6, obtenemos el siguiente resultado : 


TEOREMA 9. Una matriz cuadrada P es regular si, y sólo st, 
puede expresarse como un producto de matrices elementales, 


(8) P=E.E., ... F,. 


CoroLARIO 1. Dos matrices mxn, A y B, son equivalentes 
por filas si, y sólo si, B=PA para alguna matriz regular P. 


Pues B es equivalente por filas a A si, y sólo si (Teor. 6), 
B=E,E..,... E,A, siendo las E, elementales. Y, por el Teor, 9, 
esto equivale a B=PA, con P regular. 

- El Teor. 9 tiene una interpretación geométrica simple en el 
caso de dos dimensiones. Las únicas matrices elementales 2x2 son 


A 


AO 


Las correspondientes transformaciones lineales del plano son, como 
en Cap. VIIT, $1, 
(H,,) una reflexión del Le en la recta inclinada 45% que pasa 
por el origen ; 
(Ma, para c positivo) una compresión (o dilatación) paralela al eje z 
oal eje y; 
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(M,, para c negativo) una compresión seguida de una reflexión en 
los ejes; 

(7) un corrimiento de cizalla sobre uno de los ejes. 
Esto da 


Coronario 2. Cualquier transformación lineal biunivoca del 
plano puede representarse como producto de corrimientos sobre un 
eje, dilataciones (o compresiones) en una dirección y reflexiones. 


Hemos obtenido, pues, un fundamental resultado geométrico, 
mediante razonamientos algebraicos sobre matrices. Un resultado 
- análogo puede. lograrse para el espacio de tres o más dimensiones. 

La matriz mxn, A, tiene como resultante, según vimos en $1, 
el conjunto de todas las combinaciones lineales de las filas de A. 
Ahora bien, cualquier operación elemental entre filas no hace más 
que reemplazar una fila de Á por una cierta combinación lineal de 
todas ellas; luego el resultante engendrado por las filas de la ma- 
triz equivalente PÁ está contenido seguramente en el resultante 
de Á ; como la relación de equivalencia es sirnétrica, el resultan- 
te de A estará también contenido en el de PA ; por tanto, 


TEOREMA 10. Las matrices equivalentes por filas tienen el 
mismo resultante y la misma característica. 


Investigación de una base. Dados m vectores en Va(N), se 
rata de hallar una base para el subespacio S engendrado por estos 
vectores. Escritos los vectores como filas de una matriz mxn, A, 

_la reduciremos a lo forma escalonada D. Las filas no nulas engen- 
dran el resultante S de A, por el Teorema 10, y son independien- 
tes, por el Teorema 5. 

De igual modo puede establecerse un criterio para establecer la 
independencia de varios vectores dados, Sean éstos m vectores de 
V,(F) ; los escribiremos como filas de una matriz mxn y la redu- 
ciremos a forma escalonada 1). Los vectores serán independientes 
si, y sólo si, D no tiene ninguna fila de ceros. Si no son indepen- 
dientes, la característica de D da el número máximo de los vec- 
tores linealmente independientes en el conjunto dado. 

Los métodos de reducción que acabamos de explicar, utilizando 
las operaciones elementales con filas, implican exclusivamente ope- 
raciones racionales en el campo de los elementos de la matriz. 
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Por ejemplo, si los elementos de una matriz Á son números racio- 
nales, mientras el campo F es el de todos los números reales, las 
operaciones elementales pueden conducirse exactamente como si el 
campo contuviese sólo a los números racionales. En cualquier cam- 
po se llega a la misma forma escalonada y, por lo tanto, al mismo 
número de filas independientes. 


TEOREMA 11. Si una matriz A sobre el campo Y tiene todos sus 
elementos pertenecientes a un campo más restringido F", la carac- 
terística de A relativa a F es la misma que la característica de A 
relativa al campo menos amplio F". 


Las operaciones descritas en la equivalencia según filas son 
exactamente las mismas utilizadas para resolver sistemas de ecua- 
ciones (Cap. 1I, $3). Para mostrar esta analogía, consideremos m 
ecuaciones Y 41:2,=b,, con n incógnitas x, (i=1,...,m;¿j=1,..., 1. 


Los coeficientes de las incógnitas forman una matriz mx8, A =]layll, 
mientras que los términos constantes b, constituyen una matriz de 
una columna P'. El sistema de ecuaciones puede escribirse en for- 
ma matricial AX'"=73", donde X' es la columna transpuesta del vec- 
tor X=(%,, ..., Tn). Si la columna B' de constantes se agrega a la 
matriz Á, se formará una matriz [| A, Bl] de tipo mx (m+1), a 
la cual se llama matriz del sistema, y es igual, como decimos, a la 
matriz de los coeficientes ampliada con la columna de los términos 
constantes. Las operaciones entre las filas de esta matriz ampliada 
se corresponden con las transformaciones del sistema dado en otro 
equivalente, y, por lo tanto, dos sistemas de ecuaciones AX'=B' y 
A*X'=B"' tienen las mismas soluciones X' si sus correspondientes 
matrices son equivalentes por filas. 


EJERCICIOS 


103 120 
1. Hallar las inversas de [| 2 4 1 y 102), 
130 0 1 2 


2. Hallar las inversas (sí existen) de las matrices del Ejerce. 2, $2. 

3. Comprobar en V, la independencia de los siguientes vectores y encontrar 
una base para los subespacios que ellos engendran: 
2) (2, 4,3, —1, —2, D, (111,2,1,3,1) (0, —1, 0, 3, 6, 2); 
Do (2,1,3,—1,4,—D, (1, 1, —2, 2. 3, 3), (1, 5,0, 4, —1, 7. 

4. En el Ejerc. 3, encontrar una base para el subespacio engendrado por los 
vectores a) y b), tomados en conjunto. 


1 


*9, 


14. 


15. 
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Resolver el Ejerc. 1 de $4, Cap. VII, por el método de equivalencia por 
filas. 

Hallar las características y bases para los resultantes de las matrices si- 
guientes: 


123 1 2 1 2 1 2457 

a) 6 3 :). b) 3 2 3 2|, c) ( 1 2345], 

345 —1 —3 0 4 1 2.021 
0 4 =1 — 


Escribir cada una de las matrices que siguen como producto de matrices 
elementales; 


2) le A ) b) (: a) €) la primera matriz de Ejerc. 1. 


Representar la transformación Y=2x— 5y, y'=—3%+y como un produc- 
to de corrimientos, compresiones y reflexiones, 

Para un espacio tridimensional, establecer y demostrar algo análogo al 
Corol, 2 del Teor, 9. Utilizando Ejerc. 7, $2, interpretar el resultado, 
Demostrar que cualquier matriz 2x2 regular puede representarse como 


0 1 1 1 co 
producto de las matrices 1 Al e 1) y (o 7)» sonae cX%0 


es un escalar cualquiera. ¿Qué significa cste resultado, geométricamente? 
Demostrar que la característica de un producto no excede nunca a la 
característica de cada factor. 

Demostrar que un sistema de ecuaciones lincales AX'=B" tlene una solu- 
ción si, y sólo si, la característica de A es igual a la de la matriz orlada 
4, B'1. 

Sea AX'=B' un sistema de ecuaciones lineales no homogéneas con una 
solución particular X'=X,'. Demostrar que cualquier otra solución X' 
puede escribirse como X'=X,'+Y”, siendo Y' una solución de la ecuación 
homogénea AY'=0, y recíprocamente. 

Demostrar que si un sistema de ecuaciones lineales con coeficientes en 
un campo F no tlene soluciones en F, tampoco las tienc en un campo 


más ampllo. 
a) ¿Puede una matriz ser equivalente por filas a más de una matriz 
escalonada? 


b) Hallar una forma canónica de las matrices en la equivalencia por 
fas. 


Equivalencia en general y formas canónicas 


Las operaciones con las columnas de una matriz son análogas 


a las operaciones con las filas. Asi, en una matriz A designaremos 
como operación elemental entre columnas cualquiera de las tres si- 
guientes : a) el intercambio de dos columnas; b) la multiplicación 
de cualquier columna por un escalar no nulo, y c) la adición de una 
columna a otra. 
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Al reemplazar Á por su transpuesta A”, las operaciones elemen- 
tales entre filas se cambian por operaciones elementales entre co- 
lumnas y viceversa. En particular, A se podrá transformar en B 
mediante una serie de operaciones elementales entre columnas, 
cuando la transpuesta Á” se pueda transformar en B' por una suce- 
sión de operaciones elementales entre filas, y sólo en este caso. 
Aplicando al Corolario 1 del Teorema 9, esto significa que B'=PA', 
o sea, B=(B'Y=(PAY=AP'=AQ, donde Q =P" es regular, Inversa- 
mente, B=A0Q con Q regular, expresa que B es equivalente por 
columnas a A. Por lo tanto, Ja aplicación de las operaciones en- 
tre columnas es equivalente a la post-multiplicación por un factor 
no singular. Este post-factor puede obtenerse explícitamente apli- 
cando las mismas operaciones a la matriz idéntica, como en el 
Teorema 6. 

Las operaciones entre filas y entre columnas pueden ser apli- 
cadas juntamente. Podemos decir que dos matrices mxnN, Á y B, 
son equivalentes si, y sólo si, puede pasarse de A a B por una suce- 
sión de operaciones elementales entre filas y entre columnas. Y en- 
tonces tendremos el siguiente resultado : 


TeoreMA 12. Una matriz A del tipo mxn es equivalente a 
otra matriz B si, y sólo si, B=PAQ, siendo P y Q matrices regu- 
lares mxm y nxn convenientemente elegidas. 


¿Hasta qué punto puede simplificarse una matriz Á por opera- 
ciones entre filas y entre columnas? Si A-40, habrá en Á algún 
elemento no nulo b, que podemos llevar al primer lugar (vértice 
superior izquierdo) por conveniente intercambio de filas y colum- 
nas. Multiplicando ahora la primera fila por b”* reduciremos a 1 
- el primer elemento. El resto de la primera columna lo convertire- 
mos en cero restando de cada fila un múltiplo conveniente de la 
primera. Por el mismo método haremos que sean cero los restantes 
elementos de la primera fila, así que la matriz mxmn tomará la 
forma 


11.0 . z 
, Con estas dimensiones : 


(9) B= G C 


0 o C ) 
lIx(n—1) (m—Dx1 (m—1x(n— 1D)" 
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Ahora se repetirá este proceso para el bloque C; si C+0 se 
pondrá un 1 en su vértice superior izquierdo y O en los restantes 
elementos de las primeras fila y columna, y así sucesivamente. 


Teorema 13. Cualquier matriz mxn, A, es equivalente a una 
matriz D cuyos elementos no nulos son los r elementos d,,=d,,= 
=...=d7=1 de la diagonal principal, 


(10) D= ( Or, n=r J donde be es la identidad rxr, 


Om-r,r  Om-r, a-r 0, es una matriz ixj de ceros. 


El teorema puede demostrarse formalmente, por inducción so- 
bre n. Para n=1 es trivial. Suponiendo que el teorema es cierto 
para matrices (m— 1) x (n —1), reduciremos la matriz dada Á a la 
forma B de (9) y aplicaremos esta hipótesis para reducir C a la for- 
mao diagonal, con lo cual A tomará la forma diagonal requerida. 

¿Qué significado tiene 7, número de elementos 1 en la diagonal 
de la matriz equivalente D? En D, las r primeras filas son, preci- 
samente, las primeras r unidades vectoriales 1,, ..., 1, ; por lo tan- 
to, r es precisamente la característica de D (el máximo número de 
filas independientes). Pero la matriz original A tiene la misma ca- 
racterística, como vamos a probar nhora mismo. 


TeEorEMA 14. Dos matrices equivalentes tienen la misma ca- 
racterlstica, 


Demostración. Sabemos ya (T'corema 10) que dos matrices 
equivalentes por filas tienen igual característica. Por lo tanto, sólo 
nos falta demostrar que dos matrices equivalentes por columnas 
A y B=4Q (Q regular) tienen la misma característica. Además, 
por el Teor. 1, esto será cierto si A y B tienen la misma nulidad, 
lo cual se cumplirá ciertamente si ambas tienen el mismo espa- 
cio nulo. Pero XA =0 implica evidentemente XAB=XAQ=0Q=0, 
e inversamente, XB=0 implica XA=XAQQ”=XBQ"=0Q"=0, 
así que dos matrices equivalentes por columnas tienen el mismo es- 
pacio nulo (dual del Teorema 10), lo cual completa nuestra demos- 
tración. 


Coronarto 1. Una matriz mxn, A, es equivalente a una, y 
sólo a una, matriz diagonal de la forma (10); la característica r de 
la matriz A determina el número r de elementos 1 de la diagonal 
principal. 
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, COBOLARIO 2. Dos matrices equivalentes tienen la misma ca- 


mueleríatica por columnas. 


Demostración. La característica por columnas de Á (numero 
máximo de columnas de A linealmente independientes) es igual a 

la:sárnoterística (por filas) de su transpuesta A'. Pero la equivalen- 
sia do A y de B impone la equivalencia de las transpuestas Á* y B”. 
Por el teorema, A' y B' tienen la misma característica, así que A 
Y, B: tendrán la misma característica por columnas. 


.- CORQLARIO 8. La característico (por filas) de una matriz es 
siempre igual a su caracteristica por columnas. 


. “COROLARIO 4. Dos matrices mxn son equivalentes si, y sólo st, 
tienen: ambas la misma caracteristica. 


Si son equivalentes, tienen ambas la misma caracteristica (Teo- 
rema 14); si tienen la misma característica, son ambas equivalen- 
tes a.la.misma expresión canónica D ; luego lo son la una a la -—- 
Por consiguiente, la característica es un invariante de una mat 
en el grupo de todas las transformaciones A>PAQ (con P y Y 
regulares). De hecho, constituye un sistema completo de invarian- 
.té9, en el sentido de Cap, IX, $5. 


EJERCICIOS 


“y, Comprobar el Corolario 3 del Teorema 14, calculando la característica 
¿“Hor filas y por columnas: a) en Ejerc. 1 de 42; b) en Ejercs, 6 a) y b) 
, de $3. 

Hallar una matriz diagonal equivalente con cada matriz de Ejerc. 2, $2. 
..Hacer lo mismo para las matrices de Ejerc. 6, 33. 

«Sea T una transtormación lineal de un espacio vectorial m-dimensional 

.s. Y en un n-espacio W. Mostrar que, por elección de bases convenientes 

en V y en W, las ecuaciones de T toman la forma yx, (bal, ..., 7), y¿=0 
Y=r+1, ..., 1), 
3. aj) Demostrar que la transpuesta de cualquier matriz elemental es ele- 
mental. 
b) Utilizando esto, dar una nueva demostración del hecho de que la 
*  transpuesta de cualquier matriz regular es regular. 
"8. SIA y B son matrices nx n de características r y s, demostrar que la ca- 
: racterística de AB nunca es menor que (r+s)—n. (Sugerencia: Utilizar 
la forma canónica para A.) 


e 
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-.a) Demostrar la ley de Sylvester para la nulidad: La nulidad de un 
; producto AB no exceda a la suma de las nulidades de los factores, 
,, y Bunca es menor que la nulidad de un factor sl B es cuadrada, 
ni Dar ejemplos que muestren que ambos lMmites pueden aer nlcanza- 
"  ¿Qes por la nulidad de AB. 
PA Sea A una matriz con elementos enteros y sean en ella las operacio- 
_ nes elementales: 1) el intercambio de dos filas o columnas; 1) la 
multiplicación de una fila (columna) por «+1; 11) ln adición de una 
fía (columna) a otra fila (columna). Demostrar que A puede redu- 
clrse por estas operaciones a una matriz diagonal D con elementos 
enteros no negatlvos (no necesariamente todos 1) sobre la diagonal. 
.  Tlustrar este resultado para la matriz de Ejerc. 2 a), $2. 
b) Demostrar que los elementos no nulos dí de la diagonal pueden ele- 
* — girso de tal modo, que cada uno sea divisor del siguiente. 
.Por definición. una forma bilinea!l en dos conjuntos 2, ..., Ea O Y, +.» Ya 
¿de n variables cada uno, es una suma doble Y2,a4, XAY”, La caracte= 


.Aística de la forma es la característica de su matriz Amp ay |. 

1) Demostrar que una forma bilineal de característica r puede reducirse 
por transformaciones lineales no singulares de los dos conjuntos de 
varlables a la forma 2,/Y/+... +2 Ys. (Sugerencia: Determinese pri- 
mero cómo una transformación de las variables afecta a la matriz.) 

8) Demostrar que dos formas bllineales son equivalentes para Jas trans- 
As regulares de varlables si, y sólo si, tienen la misma ca- . 


Bea Bl£, 7) 2 función de dos vectores É, y con Ins propiedades B(a,f, + 
HO,En y$=a,Blf, p+a,Bléy Y y Bl d,, +09 )920,B(£, 9) +b,B(É, 9). 
sifar que B puede expresarse como una forma bilineal en las co- 
mrdenadas de £, y y demostrar que, inversamente, cualquier forma bi- 
enl debe tener estas dos propiedades. 
strar que una matriz A de tipo mxXn tiene una característica no 
or que 1 si, y sólo si, puede representarse como un producto AnmBC, 
Komdé Bes mx1 y Ceslxn * 
Cémostrar que cualquier matriz de característica r es la suma de r ma- 
trites de característica 1. 
Krémostrar que cualquier forma bilineal de caracteristica r es expresable 
Emo 
a Hd 0, +... +) (CU, +-.CmYa), cOn del, ..., 


Xy0. es, como la suma de r productos de formas lineales, 

Tula teoría. de equivalencia por columnas, descríbase cuidadosamente 
213. tipos de matrices correspondientes a las lidad escalonadas en la 
dicas por columnas. 


¡ Diófinición del determinante y sus propledades elementales 


CEbaralmente no se reconoce que gran parte de la teoría de las 
¿ibes- puede desarrollarse, como en los dos capítulos anteriores, 
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sin necesidad de emplear los determinantes. En el resto del 
sente capítulo estudiaremos las propiedades de las matrices 
cionadas con sus determinantes, utilizando también lís ma 
elementales que hemos introducido en el anterior estudio 
matrices equivalentes por columnas, 

En función de los determinantes, obtendremos después la : 
ción característica de una matriz estudiando mediante ella el 
nificado de la forma canónica de una transformación lineal. 

La fórmula para resolver un sistema de dos ecuaciones lin 
lleva de modo natural a los determinantes. Dos ecuaciones : 
+0,y=*k,, 0,2+b,y=*k,, tienen solución única 


7=(k,b, — k 1D,)/(a,b, —apb,),  Y= (a, %, —Gyk )/(c,d, — Gal 


supuesto que 4,b,— a,b, 40. Los polinomios que aparecen e) 
merador y denominador se llaman determinantes, 


(11) pa + =01b,—04b, Pa a A AN 


De modo semejante podemos resolver un sistema de tres 
ciones lineales 20:1y=%.. El denominador de cada solución : 
gulta ser 


Cu Ci Ca 


Cg Uyz Cy 
Grs Gs Cs 


— Pr10a2813 + CraBra8a1 + yO 01 —Á 
— 611621035 — 0110 51091 — 01563205310 


(12) 


En el desarrollo aparecen seis productos. En cada uno 
viene un factor de la primera fila, otro de la segunda y otro 
tercera. Cada columns está también representada en cada p1 
to, así que un término de (12) tiene la forma 4,-5,-4,-, con el 
reemplazado por alguna permutación de los índices 1, 2, 3, q 
dican las-columnas. De las seis permutaciones posibles, la 
pares, 1, (123), (189), aparecen en los productos precedidos ] 
y las tres impsres sn los productos asociados con el signo N 
La experiencia mostraría inmediatamente que el mismo pri 

- ge puede aplicar a la solución del sistema de r ecuaciones 
incógnitas. 

El determinante de una matriz nxn, A=| ay [), será una 
de monomios +4,-47- ... Gs, donde los guiones se reemplazan ] 
guna parmutación € de los snbíndices. Si esta $ transforma i 
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el término correspondiente puede escribirse +6(1, 19)... a(n, 
poniendo a(5, j) en vez de ay; en estas términos interviene pa 
mente un+factor de cada fila y uno de cada columna. El sig 
que se elige es el llamado sg $ (esto es : signo de $). 


Desiición. — Determinante JA] de una matris Am ay 
tipo nxn, es el siguiente polinomio de los elementos (*) Bj=á 


(18) det (4)= [4 |=2 (eg pal, 19)a(2, 29)... salí, ne). - 


Este polinomio es una suma de n! términos, uno paro cade 
mutación i—>i9 entre los números 1, 2,',.., n. El término qu 
rresponde a la permutación $ es un producto de n factores; tur 
cada fila de A; el factor ali, ip) pertenece a la fila i y a la oc 
na ip, El sígno que precede a cada término es el de gs, est 
un factor +10 —1, segtin $ sea una permutación sá o impar 
pítulo VI, $10), ' 


Se llama orden de un determinante, al orden n de su matr 
Cada columna interviene una y sólo una vez en cada tér 
de | A], lo cual significa que | A | es función lineal y homogén: 
los elementos 41, ..., Gia de la fila f-ósima de 4. Agrupand 
términos en que interviene cada dy obtendremos una expresió 


(14) A |=4141 + Ásalia ++... + ÁroCia, 


en la que el coeficiente Ay de «14 es llamado el adjunto (o oofa 
de ay; su expresión será, pues, un polinomio con los eleménte 
las restantes columnas de A. Este adjunto puede también def 
como la derivada parcial Ay==9] A |/3a.. Como en cada factor « 
interviene cada fila y cada columna una sola vez, es claro: 

el adjunto Ay no pueden intervenir ni los elementos de. la 

los de la columna j. En él intervienen solamente los closed 
«menor» o submstriz My, que es la matriz obtenida al tupr 
de A la fila í y la columna j. 

Las filas y columnas intervienen simétricamente en. 141: 


TEOREMA 15. Sí A' es la transpuesto de A, [A J=| Al. 


*) Los elementos alt, $) pertenecen a un campo P o, más o 
anillo conmntativo con unidad. 
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_.-—Demostración. El elemento ay =04 de A” se obtiene ¡ovirtien- 
do.los subíndices. Un término de | 4 |, con j=1$ e i=jp"* es 


“(69 $) Ha(, 19) = (sg $) Ha(jp”, 3) = (sg $) la'(, 19). 


- Resulta, pues, un término del polinomio | A'|, cuya correspon- 
diente permutación es la inversa $”* de la permutación $. Luego 
es (19 $)=(sg $*), ya que $ es-par si, y sólo si, su inversa q”? es 
también par (Cap. VI, $10). Por lo tanto, A=4", c.q.d. 

¿Qué efecto producirán sobre un determinante las operaciones 
elementales entre filas? 

Regla 1. Si la columna t-ésima de A se multiplica por un es- 
calar c>540, el determinante | A | queda multiplicado por c. Pues, 


en |A]. 

boa 2. Al permutar dos filas de A, cambia el signo de |A/. 
Por la simetría (Teorema 14), bastará probar que el intercambio de 
dos columnas cambia el signo. Este intercambio estará represen- 
.tado por una permutación impar f, en los índices de las columnas ; 
asl se reemplazará A por B=||by'], donde b(i, j)=a(i, f4.). En- 
tonces, 


|B]|= z (sg 9) I b(t, 1p)= 2 $) Ha(i; 1990). 


Como las permutaciones forman grupo, los productos pp, (con q. 
fijo) incluyen todas las permutaciones, así que en [B| figuran fam- 
bién todos los términos de |A|. Pero los signos de los términos 
están cambiados, pues siendo $. impar, p$, será par si $ es impar, 
y Viveyersa (89 ph. =—sg $). Esto demuestra la Regla 2. 


- Lena. Si A tiene dos filas iguales, | A|=0. 


Demostración. El intercambio de estas dos filas no altera a 
| 41, por sar ambas iguules, pero cambia el signo de | A], por la 
Regla 2. Luego |4]=—/|4 ],|4|+]4|=0 y |4|=0. En un campo 
en que 1+1<=0, esta demostración falle, pero el lema es igualmente 
cierto (ver el Apéndice-a esta sección). 

-Para las consideraciones sobre los adjuntos ($ 6), es conveniente 
expresar este lema mediante una igualdad. En A, reemplacemos la 
fila $ por ls fila *. En tal caso, dos filas resultan iguales y el deter- 
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inante será nulo, Pero este determinante puede expresarse cam- 
«lando la fila ¿ por la fila k en la expresión lineal homogénea (14), 
Jul que 
X15) 0O=A11 8x1 + Á120x3 +... + Asarco (GX). 


- Regla3. Siala fila + se le agrega c veces la fila k, [4 | no va- 
yla. Esta operación reemplaza cada ay por G4+Cay ; por la expre- 
«ón lineal homogénea (14), el nuevo determinante es 


E Anl04+ 001) = 2 A+ 0 Y ÁyGxy=| Á |+0, 


¿por (14) y (15); luego el determinante | A | queda inalterado. 

Estas reglas pueden sumaeriarse mediante las matrices elemen- 
pases. Una operación elemental transforma la identidad I en una 
prútriz elemental E, y A en el producto EA. El determinante 
(1|=1 es a su vez cambiado en | E |«=0, —1 o 1 (Reglas 1, 2 o 9), 
iolentras que [A | se transforma en | EA|=c|A|, (—1)]4] 0 |41, 
respectivamente. Esto demuestra que | EA |=|E]|A|; por sime- 
Ería' (Teorema 165), lo mismo se aplica al postíactor E. 


TEOREMA 16. SiL es una matriz elemental, 
|EA]|=|E|]4|=|AE|]. 


* Estas reglas den un método para calcular un determinante | 4 |. 
- 88 reduce A por operaciones elementales a la forma diagonal D; 
finmemos t al número de intercambios de filas que se hayan veri- 
ierido y C,, ..., Cs a los distintos escalares por los que se han mul- 
tiplicado las filas (o columnas) de A. La matriz diagonal D (de 
cófhs y unos) tiene |D|=0 o 1; por el Teorema 16, será, pues, 
JA DY, ... e) *]D]. 
". “Qtro método de cálculo es acudir al desarrollo (14) mediante las 
gubihatrices My antes mencionadas. 
Regla 4, Ay=(—D"|Myl; en palabras : cada adjunto Ay es 
igual al determinante de la correspondiente submatriz My precedi- 
Go del signo de (—1)4. Este signo se balla en la posición (1, $) dis- 
fribuyendo los (+) como las blancas y negras de un tablero de aje- 
«Qrezx, estando la casilla superior izquierda ocupada por un +. 
Demostremos primero esta regla para ¿=¡=1, La definición (13) 
nuestra claramente que los términos en que interviene 4,, son 
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exactamente los términos que resultan de todas las permutaciones 
$ an las que 14=1, Una permutación par (impar) de este tipo con- 
tinús siendo una permutación par (impar) de los restantes índices 
9, ..., 1, 881 que es factor común de los términos que constituyen, 
exactamente, el desarrollo de | M,,|. Cualquier otro adjunto 4, 
puede shora reducirse a este caso especial, llevando el término a, 
a la posición (1, 1) por medio de ¿—1 cambios con las filas gupe- 
riores y j —1 cambios con las columnas a la izquierda. Estas ope- 
raciones no alteran | M,,|, pues la posición relativa de las filas y 
columnas de My, queda inalterada, pero cambia ¿+j—1—1 veces 
el signo de | A | y por lo tanto el signo del adjunto de ay. Esto de- 
muestra la regla. 

* Un caso de especial interés es aquel en el cual todos los ele- 
mentos de la primera fila, a excepción del primero, son nulos. En 
el desarrollo (14) aparece entonces solamente el primer adjunto 
| Mi ]=411, como sigue : 


E 


0 K B ) 
1xn (n—Dx1 (n—Dxín—yÍf' 


Por esta regla se demuestra fácilmente que el determinante de 
una matriz diagonal es el producto de sus elementos diagonales. 
(Lo cusl es una consecuencia directa de la definición.) 


Apéndice. También para un campo con 1+1-=0 es válido el 
lema precedente, como mostraremos para el caso especial del cam- 
po Y, de los enteros módulo 2. Sea A una mátriz de indetermina- 
das Zy independientes, con dos filas iguales. Entonces | A | puede 
escribirse como un polinomio con coeficientes enteros (1+1:40) ; 
por el lema, |4/=0. Ahora reduzcamos los coeficientes al módu- 
lo 2. Como | A|=0 idénticamente, todos los coeficientes eran cero 
antes de esta reducción, luego también serán cero después de la 
reducción, c. q. d. Aquií aparece la potencia del concepto de homo- 
morfismo. Un razonamiento semejante se hará siempre que 14+1=0. 


EJERUICIOS 


l. Si una matriz nxn tiene más de n' —n elementos íguales a 0, su deter- 
minante es nulo. 
2. Calcular loz determinantes de las matrices de Ejerce. 2, $2, 


61 


1% 


Se 
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1-10 
a) Si A= = S 1) calcular [A | por los menores de la primera 
2 1 
fila y por los menores de la primera columna, y comparar Jos resul- 
tados, 
b) Calcular |A| en el supuesto de que los elementos de A son enteros 
mód, 2, 
Escribir los términos positivos en el desarrollo de un determinante ge- 
neral 4x4. 
Si n es impar y 1+13%0, mostrar que cualquier matriz heraisimétrica 
nxn tiene determinante 0. 


a) Deducir el siguiente desarrollo del «determinante de Vandermonde» : 
A ps 
1 2, 7 s(e,—2) (e,— 0) (1, —2,); 
12 e, 


b) Generalizar este resultado al caso nxn.' 

Hallar el desarrollo del determinante del Ejerce. 6: a) si cada e* en la 

tercera columna se reemplaza por 2; b) generalizar, 

Demostrar qye el determinante de cualquier matriz de permutación es +1. 

Demostrar que el determinante de una matriz monomial es el producto de 

los elementos no nulos por .+1. 

a) En el plano, mostrar que la línea que une el punto (a, a) al punto 
(b,, d,) tiene la ecuación 

«e, € 1 

a, 4 1 

b, b, 1 

b) Generalizar este resultado a espacios de más dimensiones. 

a) Si todo elemento a;; de la matriz A es una función de », demostrar que 


dlál. TS 
dz Aa Apo 
o1A| 


b) Utilizar esto para demostrar que Ay= Sa * 


Sí A y C son matrices cuadradas, demostrar que 


50. 


A Blraio 


Producto de determinantes 


Mediante las operaciones elementales entre filas y columnas, 


cualquier matriz cuadrada A resulta equivalente a una matriz dia- 
gona!l D (Teorema 13), así como A puede obtenerse a partir de D, 
por premultiplicación y postmultiplicación por matrices elementa- 


les 


E, y EW, como en (7), 


(17) A=E....E,DEOV .., EW, 
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"Las reglas | EAj|=]E|-]A] y |AE]=]4]»] E] del Teorema 16 
¡muestran que el determinante del producto (17) resulta tomando 
tin más el determinante de los factores ; de modo que se obtendrá 


(18) [4]=]E,]...[E[[D][E0]...|E0]. 


Como cada | E,| +0, será el determinante | A]40 si, y sólo si, 
| D'|*0. La forma canónica D tiene exactemente r elementos 1 
en'la diagonal principal, siendo 7 la característica de A, mientras 
que el determinante | D| es el producto de sus n elementos diago- 
males. Por lo tanto, [D|-+0 si, y sólo si, r=n; esto es, si, y sólo 
i,'A es regular. Por lo tanto, (18) demuestra : 


Teorema 17. Una matriz cuadrada A es regular si, y sólo sí, 
jA|%0. 

Una matriz regular Á es un producto Á=E,... E, de matrices 
elementales. Si B=E?* ... E? es otra matriz regular, al producto AB 
corresponde un determinante que puede ser calculado como en (18), 
resultando 


AB]=]E,... E,E*...E*| =|E,|...]E,]:] 82]... | E*|=14]:] B|. 


. TEOREMA 18. El determinante de una matriz producto es el 
producto de los determinantes: | AB|=|4]|-|B]. 


El cálculo anterior demuestra esto cuando A y B son regulares. 
Pero si A (o B) es singular, también lo es 4B, y los dos miembros 
de la igualdad | 4B|=|A|.| B| son cero, e. q. d. 


La inversa de una matriz A con determinante | A|+0 existe, 
y puede construirse explícitamente utilizando los adjuntos en A. 
Las ecuaciones (14) y (15), en que intervienen estos adjuntos, pue- 
den escribirse así : : 


(19) — 0 44+...+0mdu=3| 4 |, donde du= E E Gi 


__ El número dx es precisamente el elemento (k, () de la matriz 
idéntica I=/|5 ||. La igualdad (19) es muy semejante a un pro- 
ducto matricial; si los subíndices de los adjuntos Ay se intercam- 
bian, el primer miembro de (19) da el elemento (k, i) del producto 
de A=[|0,, || por la matriz transpuesta de adjuntos. El segundo 
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£niembro de (19) es el elemento (k, 4) de la identidad multiplicada 
por un escalar | A |; es decir, 


(20) 41441 =/4]1. 


La matriz || Ay |! que aparece en esta igualdad es la matriz 
transpuesta de los adjuntos de los elementos de A y se le llama 
matriz adjunta de A, Bi |A |.=1, la (20) demuestra que la adjunta 
-es la inversa de Á'; en general, si |4|.40, la (20) demuestra el 


Teorema 19, Sí |A]40, la inversa es A“=| A |" || Ay [l. 


Esta fórmula es especialmente manejable para las matrices 2 x 2. 
La regla de Cramer, para resolver un sistema de n ecuaciones 
líneales con n incógnitas, es una consecuencia de esta expresión de 
lá inversa. Tal sistema tiene la forma general ),0,2,=b,, donde 


i Y j toman valores de la n. En notación matricial, el sistema se 
esoribirá ; AX'=B', donde B' significa la matriz de una columna 
Las e.., Da), Si [4 |0, la ecuación AX'=B' premultiplicada por 

* da la única matriz solución X'=4"'B'. Para formular esta s0- 
lución, observaremos que el elemento (i, f) en la inversa A”? es pre- 
.clsomente Ay/] 4 |. Por lo tanto, 


Teorema 20 (Regla de Cramer). Si el sistema de n ecuaciones 
cen n diia Y 84xX;=b; nea al la matriz A=| ay || de sus 


(91) ajoldrba++4uba)] A l, j=1, ..., N, 


donde Ay es el adjunto en A del elemento ay. 

El numerador de esta fórmula puede escribirse también en for- 
ma de determinante, pues es el desarrollo del determinante de la 
¿gdtriz que resulta sustituyendo la columna j de Á por la columna 
46:las constantes b;. Obsérvese además que los sistemas con mu- 
¿bas ecuaciones se resuelven más fácilmente reduciendo la matriz 
d lo forma «escalonada» equivalente, como en $3. 

La regla de Cramer se aplica a cualquier campo; en particular, 
% las ecusciones discutidas en Cap. TI, $3 (cfr. Ejerc. 9). 


Apéndice. Determinantes y característica. Se llama subma- 
triz:(o menor) de una matriz rectangular A, cualquier matriz obte- 
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* pidas partir de A suprimiendo ciertas filas y columnas (en lo cual 
so incluye la posibilidad de que ninguna fila o ninguna columna 
sean suprimidas). La «caracteristica por determinantes» de una 
matriz A puede definirse como el número máximo d de columnas 
que intervienen en los menores de A cuyo determinante no es nulo ; 
diaho de otro modo, d tiene estas propiedades: 1) A tiene por lo 
menos "un menor dxd, tal como M, con |M|+0; 2) Si h>2ú, 
onslquier menor hxh de 4, tal como N, tiene |N |=0. 


TEOREMA 21. La caracteristica r de una matriz es igual a su 
caracteristica por determinantes. 


Demostración. Supongamos primero que M es un menor d xd 
cón | M|+0. Como la matriz M es regular (Teorema 17), gus filas 
son linealmente independientes (Teor. 7, Cor. 3, Cap. VIII). Las 
correspondientes (y posiblemente más largas) filas de la matriz A 
deberán ser también linealmente independientes, pues cualquier re- 
lación lineal entre las filas de A implicaría ciertamente lea relación 
análoga entre las filas de M. Como se han encontrado d filas inde- 
pendientes en Á, la característica r (número máximo de filas in- 
dependientes) satisface a r > d. 

Inversemente, elijamos r filas independientes en A; éstas for- 
man un menor 1x2n-M,.de la matriz mxn A. Como la caracterls- 

* tica por filas es igual a la característica por columnas (número de 
columnas independientes), deberá haber r columnas independientes 
en M,. Estas columnas forman un menor 7xr de M,, que llama- 
mos M,. Sus columnas son independientes, luego M, es regular 
(Teor. VII del Cap VIII) y tiene un determinante | M,|40. La 
construcción de este menor muestra que la característica por de- 
terminantes d es al menos igual a 7. Combinando estas dos des- 
igualdades resulta la igualdad deseada, d=r. 

- De estos resultados se puede obtener un criterio para establecer 
la independencia (lineal) de varios vectores dados. Sean m vecto- 

.res dedos por sus coordenadas (01, ..., 61) en el espacio V,(F), los 
cuales se pueden considerar como las filas de una matriz A de tipo 
mxn. Si m>n, los vectores son ciertamente dependientes. Bi 
m <n, calcularemos los determinantes de las submatrices mx m 
de A. Si alguno de estos determinantes no es nulo, la caracteristica 
(número de filas independientes en A) es m; luego los vectores 
dados son independientes. Si todos log determinantes mxm son 
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nulos, la característica es menor que m. En este caso, la carac- 
terística (dimensión del subespacio engendrado por los vectores 
dados) puede hallarse explícitamente por el cálculo sistemático de 
ulteriores subdeterminantes. 


e18. 


EJERCICIOS 


Escribir la adjunta de la matriz 2x2 A= e 2) y los productos de A 


por su adjunta. 
a) Calcular la adjunta de la matriz del EJerc. 2 a), $2, y velar en 
cada caso la regla del producto de una matriz por su adjunta. 
b) Lo mismo para la matriz del Ejerc. 2 b), $ 2. 
Por el método de las adjuntas, hallar las inversas de las matrices 4x4 
elementales H,,, 14-2E,, y F,, de $2. 
Hallar las inversas de Ejerc, 1, 53, por el método antedicho, 
SI A es regular, demostrar que (A” [=[A A 
Demostrar que el producto de una matriz singular por su das es la 
matriz 0, 
Demostrar que los determinantes pueden multiplicarse «columnas por 
columnas», ! 
Escribir la regla de Cramer para tres ecuaciones con tres incógnitas, 
Resolver las congruencias simultáneas de Ejerc. 1, $3, Cap. 11, por la re- 
gla de Cramer. 
a) Mostrar que el par de ecuaciones homogéneas y lineales 
a e+b y+e,230, a2+by+c,2=0 
tiene la solución 
db, Cc, €, 8 
E a loe) 
b) ¿Cuúndo es tal solución una base del conjunto de todas las soluciones? 


€) Deducir fórmulas similares para tres ecuaciones con 4 incógnitas. 
Demostrar que el determinante de una matriz ortogonal es +1. 


Ejercicios sobre el Apéndice 

Calcular la característica del determinante de las matrices de los Ejercl- 

elos 2 a) y b), 42. 

Comprobar por determinantes la independencia de los vectores de Ejer- 

cicio 3, $3. 

Mostrar directamente, partiendo de la definición de característica de un 

determinante, que una operación elemental entre columnas no altera la 

característica, 

a) S1A y B son matrices 3x3, mostrar que el determinante de cualquier 
submatriz 2x2 de AB es la suma de varios términos, cada uno de los 
cuales es un producto del determinante de una submatriz 2x2 de A 
por el de una submatriz 2x2 de B, 

b) Generalizar estos resultados y utilizarlos para demostrar que carac- 
terística (AB) < característica A. 
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816, Si una matriz nxn A tiene característica », demostrar que la caracterís- 

: tica as de la adjunta de A se determina como sigue: Si 7mn, es s=n; 
sir=n—i, es 3=1; 2d r<n—1, es 5x0, 

*17. Mostrar que el determinante de la matriz adjunta de A es | A [=". 

*18, Demostrar que el adjunto del adjunto de A es | A A, 


*7, El determinante como medida de un volumen. 


Los determinantes de las matrices reales nxn pueden inter- 
pretarse como volúmenes en un'espacio euclídeo n-dimensional. 
Esta conexión viene sugerida por 
la fórmula para el área de un pa- 
ralelogramo. E 
j Cada matriz 2x2 real A, con 

filas a, y as, puede ser represen- 
0 lid tada por un paralelogramo de vér 


tices 
Figura 1 


exyo(z, 0) apar 


0, 41, Qs, q41+4,; 


e inversamente, todo paralelogramo análogo determina una matriz 
(cfr. fig. 1). El área del paralelogramo es 


(22) base x altura=] a, |+| a, |-| sen C|, 


donde. C designa el ángulo entre los vectores a, y a, dados. Por la 
lórmuls del coseno, (28) de Cap. VII, el cuadrado del área es 


(a,, 21) (az, 41) (1—cos* C)=(a,, a1) (a,, a) —(a,, az) (as, a). 


Este resultado aparece muy semejante al determinante de una ma- 
triz 2x2. Es, en efecto, el determinante de || (a,, ay)  =44". 

Una fórmula semejante vale para los paralelogramos en un es- 
pacio-euclídeo de cualquier número de dimensiones, y puede tam- 
bién extenderse a figuras m-dimensionales análogas a los paralelo- 
gramos en el espacio euclídeo de 1 dimensiones. Tales son los lla- 
urádos paralelepipedos. 

Para establecer esta generalización, sea A una matriz mxñ, 
zon filas a,, ..., Gn. Estas filas representan vectores partiendo del 
»igen en el espacio euclídeo n-dimensional E,. El paralelepípedo 11 
lo E, engendrado por los m vectores a, consiste en todos los vec- 
tores (esto es, en sus extremos) de la forma 


t.0,+...+ta0a, (0<t<1, i=1,..., m. 
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(¡ Representar esto en el caso m=8=3 ; el resultado es equivalente 
afín a un cubo!) Esta construcción establece una correspondencia 
entre las matrices reales mxn y los paralelepípedos m-dimensiona- 
les en E,. Las e, son llamadas aristas del parslelepipedo IT. 

El volumen m-dimensional de esta figura, que indicamos por 
V(ID, puede definirse por inducción sobre m (incluyendo las lon- 
gitudes, si m=1, y las áreas, si m=2). Al paralelepípedo de aristas 
%3, ++.» Gm le llamaremos base de TI. La altura será la componente 
de a, ortogonal a a, ..., Gm; ella resulta expresando a, como la 
suma de una componente y en el espacio Sm., engendrado por a,, 
.»»3 Gm y una componente B ortogonal.a Sm, (ver fig. 1; la posibi- 
lidad de hacer esto en el caso general viene de Cap. VIT, $9) : 


(23) a=B+y Bl, Y 00 Sm, 


El volumen de IT se define como el producto del volumen 
(m—1)-dimensíonal de la base por la longitud £ de la altura, 
(Veremos en seguida que el volumen así definido no depende de 
cuáles son las m—1 aristas elegidas para constituir la base.) 


. TEOREMA 22, El cuadrado del volumen del paralelepipedo de 
aristas a,, ..., An es el determinante | AA'|, donde A es la matriz 
en que las coordenadas de a, constituyen la fila i-ésima (*). 


Demostración, Como A es una matriz mxn, el producto A4' 
es una matriz cuadrada mxm. Razonemos ahora por inducción 
sobre Mm. Si mel, la matriz Á es una fila, y el «producto interno» 
AA'=(a,, a,) es el cuadrado de la longitud, como afirmábamos. 
Supongamos el teorema cierto para matrices de (m-—1) 'filas, y 
consideremos el caso de m filas. Como en (23), la primera fila A, 
puede escribirse A,=B,+C,, donde la «alturas B, es ortogonal a 
cada fila Ás, ..., Án (BA/=0), mientras que C=CiA3+...+CmAm 
es combinación lineal de ellas. Restemos sucesivamente C, veces la 
fila $ de la primera fila de A. Así se cambiará 4 en'una nueva ma- 
triz A* cuya primera fila es B,; shora bien, las operaciones ele- 
mentales con filas suponen premultiplicar Á por matrices elemen- 
tales de determinantes 1, luego A*=PA, con |P|=1 y ]4*A"|= 


(*) En todo el E 7 ze supone que las coordenadas de cualquier vector se tomen 
en relación a una buse ortogonal normal fija. 
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mojante a una matriz diagonal, y también cuándo dos matrices 
/ es son equivalentes entre sí. La resolución de estas cues- 
tienes. envuelve las nociones de vectores característicos y de raíces 
carnoterfsticas, llamados también, en la mecánica cuántica, estados 
Mz y valores propios (o autovalores). 
ilustrar con un ejemplo la investigación de una matriz dia- 
di imejante a una matriz dada, consideremos la transformación 
pS th, —a%,, Ya=%, (un corrimiento de cizalla sobre el eje z, 
de por una reflexión en el eje 2,). Nos preguntamos cuándo 
tor transformado (y,, ya) es igual al producto c(x,, %,) del 
veotor original (x,, 24) por un escalar c, 
":, Jásto lleva a las ecuaciones 


Y1=—T,—QUT¿=CT3 1, Yi=T2=CIy. 


Bi z.=0, será c=—1, y el vector será (x,, 0). Si 2,750, será 
dzy y 21, =—0%,, luego el vector será (2,, —2x,/a), En ambos 
vectores (x,, 0) y (x,, —2x,/0) el escalar x, puede tomarse arbi- 
trbrisriente ; en particular, resulta que los vectores «*=(1, 0) y 
Es (6, —2) son transportados por T sobre sus múltiplos escalares, 
€ T=—?, e T=e* (ilústrese esto con un diagrama que muestre 
E eléct sobre e y, es del corrimiento y reflexión T', para a=8). 
Estos, vectores «?, ef son independientes, y por lo tanto proporcio- 
nah, ¿los ejes (oblicuos) de un nuevo sistema de coordenadas. Si las 
nuévas “coordenadas del vector É son 2% y 2%, será 


ei ET =(0* € Maa Dad) =—01 0 +04 


Por lo tanto, las ecuaciones de la transformación tienen la forma 
séncllla y? =—=?, y? =x*; deducimos que T' es una «simetría obli- 
cuñó Según la dirección de e* respecto al nuevo eje e%. 
icilaremos un análisis semejante para una transformación li- 
ent ent arbitraria T, definiendo como vector caracteristico de T a todo 
noti '£ no nulo tal, que ET =cé para algún escalar c; mientras que 
Narogremos raíces caracteristicas de T a aquellos escalares c tales, 
qué ET «of para algún vector É no nulo, 
«¿Juas matrices semejantes corresponden a una misma transforma- 
ción lineal, y por lo tanto tienen las mismas raíces caracteristicas. 
81 D es una matriz diagonal, y son d,, ..., d, sus elementos dia- 
Focalen: los vectores unidad e,=(1, 0, ... 0), as 6=(0, vés 0, 1) 
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serán vectores característicos para D, ya que e,D=d4,, ..., 4D= 
== dat. Vemos también que los elementos de la diagonal principal 
son las raíces características. Reciprocamente, supongamos que los 
vectores característicos de una matriz A sean suficientes para en- 
gendrar todo el espacio Va(F) sobre el que A opera. Entonces (Ca- 
pítulo VII, Teor. 3, Cor. 2) podremos extraer un subconjunto $,, 
..., Ba de vectores característicos, que constituyen una base de 
V,(F). Como BA =cCf8,, ..., Bad =CoBa, al referir a esta nueva base 
Ta transformación lineal determinada por A, vendrá representada 
por una matriz diagonal O, siendo C,, ..., Ca sus elementos diago- 
nales, Así hemos demostrado 


TEoRE«A 26. Una matriz nxn es semejante a una matriz día- 
gonal sí, y sólo si, sus vectores caracterlaticos engendran el Vx(E). 


Para hallar explícitamente los vectores caracterlsticos de tal ma- 
: friz A, observemos que X es uno de ellos si, y sólo si, XA=AX 
' para algún escalar A=cC, Pero esto es lo. mismo que decir que 
“X(4 —AI)=0 para algún escalar A. Para un. valor fijo de A, la de- 
'* terminación del conjunto de tales vectores equivale a resolver un 
sistema de ecuaciones lineales homogéneas, lo que puede hacerse 
por métodos elementales (Cap. II, $8). 

Por lo tanto, deberemos hallar primero las raíces característi- 
cas, o sea: los valores de.A para los cuales el sistema homogéneo 
“X(A —AI)=0 tiene solución X4%0. Pero, por el Teorema 17 y el 
corolario del Teorema 3, esto sucede si | A —AI|=0, y sólo en este 
vaso. Pero como un determinante es un polinomio lineal en los ele- 
mentos de cada fila, [4 —AJ] es un polinomio de grado n en A 
de la forma 


. (28) AA | = (14D... +D14 400, 


-— Bi la matriz A tiene sus elementos reales o complejos, la ecua- 
ción tiene al menos una raíz compleja, por el Teorema fundamental 
del álgebra, luego : una matriz compleja tiene por lo menos un vec- 
tor característico. 

- El polinomio (25) es llamado comúnmente polinomio caracte- 
rístico de A. El razonamiento precedente sobre (25) demuestra que 


TEOREMA 27. Las raíces caracteristicas de una matriz nxn A, 
son las raices del polinomio caracteristico de A. 
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EJEMPLO. Busquemos la matriz diagonal semejante a la 
5 Y Calculando el polinomio característico de esta matriz 
ppsulta +44 —5. Sus raíces son 1 y 5; luego los vectores carsc- 

, Serfeticos satisfacen a uno o a otro de los sistemas homogéneos que 
- alguen. 


y » 


—8x +2y =2 —32 +2y =-—5z 
ár —y=y 47 —y =—by 
.Bepolvióudclos, se encuentran los vectores característicos (1, 2) 
y yl, «—1). Utilizándolos como nueva base, la transformación tomará 
forma diagonal. La nueva matriz diagonal se expresa, de acuerdo 
corí el Teorema 26, como un producto 


( a) E . ( 18 mí ( A 
1 a 2 1) 1 —-) “lo —5): 
.. Algunas veces se pueden hallar formas canónicas para toda una 
familia de transformaciones lineales. Por ejemplo, consideremos las 
transformaciones lineales de período dos, es decir, tales, que 7*=1. 
Para concretar, supongamos que T' opera sobre V,(F) y que en el 
campo base es 14140, Entre los vectores característicos para T 
te incluyen todos los vectores no nulos n=é(T'+ 1) del resultante 
le (T+P), puesto que 
[ET+D]T =E(T*+T)=ET +1. 

También se incluyen todos los vectores no nulos del resultante de 
(P=D, ya que 

[ET — D]T=E(T7? —T)=E1—T)=—[E(T —D]. 
Pero como 1+1->40, cualquier £ puede escribirse como una suma 
E=(YDLET+D—ET—D] ; 


luego los vectores característicos con raíces características +1, en- 
«gendran todo el espacio. Por lo tanto, T puede representarse por 
una, al menos, de las siguientes matrices diagonales : 


100 10. 0 1 0.0 
I=|0 1 0], 4=[0 1 0), B=|0 —1 A 
0.01 0.0 —1 0 0 —1 


—1 0 0 
=1= 0 —1 0). 
¡ 0 o —1 


ES 
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- El método de reducir una matriz a forma diagonal por descom- 
posición factorial de una ecuación polinómica a la que satisface, 
puede generalizarse : 


'TEOREMA 28. Una matriz A es semejante a una matriz diago- 
val si, y sólo si, A satisface a una ecuación polinómica que sea pro- 
lucto de factores lineales distintos. 


Demostración, Primero, supongamos que Á satisface a una 
ecuación polinómica mónica, que puede ser descompuesta a lacto- 
res lineales distintos, 


(26) (4 —AD) (A —XAsL) ... (A —MD=p(4)=0. 


Designemos por gx(A) el producto de los (A — AZ) con ¡Hk 5. 
así tendremos ¿ polinomios de grado (s-—1). Cualquier vector 
iu ÉEqu(A) en el gesultante de un qx(A) será caracterlstico, pues se 
tiene 


(27) 72AmAn+É[g(A):A — A u(A)Y] =%9+Ép(4)=417 +0=4x9. 


Bi, por consiguiente, los resultantes de los diferentes qx(A) engen- 
dran la totalidad del espacio, por el Teorema 26, Á será semejante 
-a una matriz diagonal. Por otra parte, la hipótesis de que los fac- 
tores linesles de (26) sesn todos distintos implica que los polino- 
mios qx(A) no tengan factor común en Á. El máximo común divi- 
sor I de estos polinomios puede entonon escribirse como en Capi- 
tulo IV, en la forma 


I=f(Mqi(d) +... + [CAJGCA), 


donde las fi indican también polinomios en A. Esto significa que 
cualquier vector É puede escribirse como 


É=Él= ZERO +. +» 


donde cada vector m=¿[f(A)qx(4)] está en el resultante de quí(A), 
y por lo tanto es un vector característico con má =Atx, como 
- en (27). Por lo tanto, Á es semejante a una matriz diagonal. 
Recíprocamente, si D es una matriz diagonal cuyos diferentes 
elementos diagonales son C,, ..., Ca, la transformación determinada 
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.por"el producto g(D)=(D—c,!) ...(D —c,I) transforma todos los 
-vettores de la base en cero, y por tanto, q(D)=0. Luego si A =P-DP 
e semejante a D, gerá 


- O=P=D —ad) ... (D—cd)P= 1 (P=(D—o1)]P= 
k=1 
. a Y (P2DP—cP"IPY= (A —aD)=g (A). 
1 X=1 


Por lo tanto, A satisface a una ecuación polinómica de la forma 
.enurciada. 

- Ein el Cap. VIII, $6, definimos la ecuación mínima de Á como 
da de grado mínimo entre todas las ecuaciones mónicas que tienen la 
. solución A. Por lo tanto, la conolusión del Teorema 28 se puede 
epunciar asl: A es semejante a una matriz diagonal si, y sólo st, 
el primer miembro de la ecuación minima de A es igual a un pro- 
ducto de factores lineales distintos. 


E “Apéndice. La igualdad P"g(D)P= a(P=DP), utilizada antes, 
' es. olerta en general. Para demostrarlo, notemos primero el siguien- 
té resultado : 


IPROREMA 29. Para cualquier matriz nxn regular P, la corres- 
; poudencia A=>PAP es un automorfismo del dlgebra de las ma- 
trieee nxn (sobre el campo de esculares). 


“Pues P= (4 + B)P =P4P + P"BP por la ley distributiva, 
—PMAB)P= (PAAP)(PBP) y P-(04)P=c(P-AP), 

- Como corolario resulta que si 4 y B, ambas nxn, son semejan- 
des, serán equivalentes en el grupo de todos los automorfismos del 
j - Ulgobra de las matrices Ma(F); además, si dos matrices regulares 
-«sún semejantes, serán conjugadas en el grupo de las matrices re- 
¿fulares (el grupo lineal). Finalmente, tembién implica el teorema 
“que-las matrices semejantes tengan la misma ecuación minima, 


EJERCICIOS 


" L Demostrar que las ecuaciones 27'=(1 + dx + (1—D)y, 2y'=(1 — biz + 
+(14+b)y representan una compresión contra la recta que pasa por el 
origen inclinada 45”. Calcular las raíces características y los vectores ca- 
racterísticos de la transformación e interpretarlo todo geométricamente. 


8) 


3, 


7. 


10. 


11. 


12. 


13, 
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Calcular las raíces características y los vectores característicos de las 
matrices 


»(2s): (33: o (3): 0 qe E 2) 


3.2 2 4 90 
e) ( 1 4 1): 1 (s — e). 
—2 4 —1 0 07 


Para cada matriz A del Ejerc. 2 hallar, cuando sea posible, una matriz 

regular P para la que PAP-* sea diagonal. 

a) Hallar las raíces características complejas de la matriz que repre- 
senta una rotación del plano de amplitud 6. 

b) Demostrar que la matriz que representa una rotación del plano de 
ángulo 6(0<6<»x) no es semejante a ninguna matriz diagonal real. 


Demostrar que ninguna matriz E :) es semejante a una matriz diago- 


nal real o compleja, interpretarlo geométricamente. 

a) Demostrar que cualquier es real 2x2 satisfaciendo an A'=—] es 
nda a la matriz (E 1 olé 

b) Demostrar que ninguna matriz real 3x3 satisface a At=—I, 

c) ¿Qué puede decirso de las matrices A reales 4x4, satisfaciendo a 
Aua—I? 

a) Demostrar que el resultante y el espacio nulo de cualquier transtor- 
imación lineal «idempotente» T satistaciendo a T*=T, son espacios 
complementarios, 

b) Demostrar que dos matrices idempotentes que tengan la misma ca- 
racterística, son semejantes. [Sugerencia; Utilizar el resultado de a). 

a) Clasificar todas las matrices 3x3 complejas que satistacen a A'=1. 

b) Hacer lo mismo para las matrices 3x3 reales, 

a) Demostrar que cualquier matriz 2x2 tal, que X'==0, es semejante a 

01 0.0 
( 0) 2* lo o): 
b) Demostrar el resultado análogo para matrices 3x3. 

Cualquier corrimiento plano satisface a A'+I=A4+A, Hallar la forma 

canónica de las matrices 2x2 que satisfacen a esta ecuación. (Sugerey- 

cla: Formar A —1.,) 

Demostrar que el conjunto de todos los vectores característicos que co- 

rresponden a una raíz característica determinada de. una matriz dada, 

constituyen un subespacio lineal, cuando O se incluye entre los vectores 
característicos. 

Demostrar que cualquier matriz sell 2x2 cuyo determinante sea nega- 

tivo, es semejante € una matriz diagonal. (Interpretarlo geométricamenta.) 

a) ¿Es el polinomio A'-—1 el producto de factores lineales distintos 
sobre el campo de enteros mód. 2? 

*b) ¿Bajo qué condiciones para el campo de escalares, una matriz Á que 
satisface a A*4A=21, es semejante a una matriz diagonal? 
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- fusi Cipor el método de este Capítulo, sin acudir a los razonamientos 
ilu. omáximos hechos en el Cap. IX (ver el siguiente ejercicio 4). 

(Somo ya sabemos que cualquier matriz simétrica real es equi- 
Al ortogonalmente, a una matriz diagonal real, obtenemos 


(JÓBOLARIO. Todas las ralces caracteristicas de una matriz real 
ww simbicio son reales. 


" bos vectores característicos proporcionan un método efectivo 
norsp "la construcción de la matriz ortogonal P que efectúe la reduc- 
jua de: XAX' a forma diagonal, por lo menos en el caso de raíces 
-uiitincteristicas distintas. Por ejemplo, sea Á una matriz 2x2, con 
- wiiiies características A,7%A,, y vectores característicos correspon- 
illiimtes X, y X,. La expresión bilineal X,4 Xy puede entonces cal- 
rela mese de dos modos distintos como 


"ARAS XX), XL (AX/)=X(X,4)=A(X,Xs) 


«Miwmao Ay74A,, X,Xy' será nulo, y X, será ortogonal a Xy. Esco- 
. Iifituado convenientemente los escalares c, y cs, la matriz P de filas 
ubfé, y CsX5 será ortogonal. Entonces el cálculo demuestra que 
JPA. ¡P-= es una matriz diagonal; por lo tanto, P es la matriz de 
pS pis transformación ortogonal que reduce XAX' a forma diagonal. 


” 'TEOREMA 88 (Cayley-Hamilton). Cualquier matriz cuadrada sa- 
Hifoce a su ecuación caracteristica,  * 


. Esto quiere decir que, si cada potencia A' en el polinomio carac- 

Nerástico [()=] A—M| de (28) se reemplaza por la misma poten- 
aña AS de la matriz (y si A* se reemplaza por A4*=J), el resultado 
MI Rero ; 


a) DL +DdLA +... + De A? + (—1)"A*=0 


Demostración. Los elementos de la matriz A—AI son poli- 
-tyitoios lineales en A, luego los determinantes de sus menores serán 
piinomios en A de grado n— 1 a lo más. Cada elemento de la ma- 
“lbifiz: € adjunta de A—AI es uno de tales menores, así que esta 
'ielifanita puede escribirse-como una suma de 1 matrices, en las que 
bimrecen términós con una potencia determinada A*, A, ..., A%* 
$e A, Es decir, la adjunta C=C(A) es un polinomio C= C)= 30M 
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cuyos coeficientes son matrices C¡. De acuerdo con (20), el pro- 
ducto de A—AÍ por su adjunto es 


(30) CO) (A—AD=|A—M|I=f(MI, 


donde f(A) es el polinomio característico. Podemos considerar 
JO0I=f(AI) como otro polinomio en A cuyos coeficientes son ma- 
trices. La ecuación (30) nos dice entonces que este polinomio da 
Yesiduo cero cuando se le divide a la derecha por el polinomio linea! 
(A — AI). Si el teorema del resto para polinomios ordinarios (Ca- 
pítulo IV, Teor. 8, Cor. 1) se aplicase a este caso, nas diría que el 
resto de la división de F(AI) por A—Al es igual a f(4) y, por lo 
tanto, sería f(4)=0, o. q.d. Por lo tanto, sólo nos hace falta de- 
'mibstrar que el teorema del resto es aplicable aunque los coeficien- 
tes de nuestros «polinomios» no sean permutables entre sí. 

" A este fin, observemos que la conocida descomposición factorial 


ALIS (AAA... ALL) (A — AL) 
dorá, en función de los coeficientes b, de (28), 
(4) JD) = EdA'—ZÚNT= EdlA'—MD)= 
> EUA HG AA... AUD) (A — Al), 
(81) FA) —fAL=—GC(A) (A —AD, 


donde G(A) es un nuevo polinomio con matrices en los coeficientes. 
sta ecuación muestra que el resto de la división de F(AZ) por A —Al 
es [(4). Probemos ahora que el resto es único. 

Si sumamos (91) y (30) obtendremos 


f(4)=[C() — GNU —AD). 


"Bi C(A) + G(A), la expresión entre corchetes es un polinomio ma- 
tricial en A de grado 1 por lo menos ; pero en el primer miembro 
de la igualdad no interviene A, Esta contradicción puede explicarse 
tan sólo si es C(A) =G(A), en cuyo caso f(A)=0, c.q. d. 


- TEOREMA 94. Si una matriz nxn tiene su polinomio caracte- 
rístico £(%) con n raices distintas, es semejante a una matriz dia- 
gonal cuyos elementos diagonales son tales raices. 
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.. Demostración. Ses A la matriz nxn. Como f(A)=0, Á será, 
"por el Teor, 28, semejante a una matriz diagonal D. Como A y D 
tienen el mismo polinomio caracteristico (Teorema 30), los elemen- 

tos diagonales de D son también, por el Teor. 31, las raíces de f(A). 
> * Una matriz simétrica real es semejante a una matriz diagonal 
aunque las raíces características no sean distintas, pero el mismo 
resultado no es válido, en general, para las matrices complejas (cu- 
yos polinomios característicos pueden descomponerse siempre en 
factores lineales). Por ejemplo, la matriz triangular 


c 1 c—A 1 
en A=(g 3). la—all= [29% ¿la 
tiene sólo una raíz caracteristica c. Los únicos vectores caracteris- 
ticos son los (0, b), todos ellos múltiplos del vector característico 
(0, 1); por lo tanto (Teorema 28), Á no es semejante a una matriz 
. diagonal. 

En la teoría general de las formas canónicas de una transfor- 
mación lineal con raíces caracteristicas múltiples, aparecen como 
formás canónicas, matrices cuya diagonal está formada por bloques 
de los tipos siguientes : 


=(A— cy 


A» 1.0.0 0 1 0 0 
0 A 1 0 . 0 0 1 0 
(883) B=lo Y a 1 G=lo 0. 0.1 
10 0 0 Ao C —Ci —Ca —C, 


El polinomio característico del primero es (A—A,)*, y el del 
segundo J(A)=A, +csA? + Cc? 40,14; la segunda matriz C; es lla- 
mada a veces mátriz asociada a la forma polinómica f(A). Los inva- 
riantes de la matriz en su reducción a tales bloques son los llama- 
dos «divisores elementales» de la misxma. 


EJERCICIOS 


1. Sea D una matriz diagonal con los elementos (3, 1, —1) y sea P una ma- 
triz triangular con tas filas (1, 2, —3), (0, —1, 4), (0, 0, 1). Caleular la 
ecuación caracteristica de P-"DP y compararla con la de D. 

2. Demostrar que si A es triangular (es decir, si ay=0 para ¿> J), el poli- 
nomio característico de A es (a,, — A)... (Gon — A). 

3. a) Si una matriz nxn, A, tiene raíces características distintas, mostrar 
como los vectores característicos pueden utilizarse para construir 
efectivamente una matriz P para la cual PAP-* sea diagonal. 

b) Demostrar el Teor. 34 sin utilizar el Teorema de Cayley-Hamilton. 


B] 


14, 


*15, 


*16. 


*17, 


18. 


19. 
20. 
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En Ejerc. 3, mostrar como P puede hacerse ortogonal si A es real y simé- 
trica, 

Demostrar que si A es simétrica, £A=af y ¡A=Dx (a X b), entonces É | y. 
Escribir una forma diagonal cuadrática equivalente en las transforma- 
clones ortogonales, a las formas dadas, (Sugerencia: En b), mostrar que 
todas las ralces características son múltiplos de 9.) 

a) v4+6y—2y' —2yz +2", 

b) —2x* — 11y* — 52" +4xy + 16y2+20xz, 

Cc) 3 — y? — 32? — 11 — 437 — 10yt. 

Presentar una transformación ortogonal que reduzca cada forma del 
Ejerc. 6 a su diagonal equivalente, 

Hallar condiciones necesarias y suficientes para que las raíces caracte- 
rísticas de una matriz 2x2 sean Iguales, 

Hallar todas las matrices 2x2 con raíces características +1 y —1. 
Demostrar, por sustitución directa, que cualquier matriz 2x2 satislace 
a 5u ecuación característica, 


Demostrar que las matrices transpuestas A y A” tienen la misma ecua- 
clón característica. 


Demostrar que, en (28), da. =2(0,, +... +0on) (el invariante a,,+... Gan 
se llama la traza de A), 

Demostrar directamente, por la definición, que todas las ralces caracte- 
rísticas de una matriz Á real y simétrica, son reales, (Sugerencia: Para 
un X característico, mostrar XAX*=AXX"=14*X*X', designando X* el 
complejo conjugado de X.) 


a) Demostrar que las raíces características de una matriz hermítica son 
reales. 


b) Demostrar que los vectores caracterialicos engendran el espacio de 
todos los vectores. 


Si A és una raíz característica de una matriz unitaria U, demostrar que 

[A]81, 

Si Q y R son dos matrices ortogonales y ambas reducen a una misma 

matriz símétrica A a las formas diagonales Q'AQ y R'AR, y si A en re- 

gular y tiene raíces características distintas, demostrar que R=QP, don- 
de P es una matriz de permutación, 

Demostrar el Teorema de los ejes principales para una matriz A real y 

simétrica, por el siguiente análisis de la transformación lineal X > XA: 

a) La matriz A tiene un vector característico e, de longitud 1. 

b) Si a, se toma como primer vector en una nueva base ortonormal, la 
nueva matríz de la transformación dada tiene ceros en la primera 
columna y en la primera fla, excepto para el primer elemento. 

c) La demostración se concluye por inducción, 

a) Calcular los polinomios característicos para la matriz B presentada 
como forma canónica en (33). 

b) Mostrar explícitamente que B satisface a su ecuación caracteristica. 

Lo mismo para la matriz 4x4 C;, asociada de (33). 


Mostrar que la matriz 4x4 asociada Cr; no satisface a ninguna ecuación 
polinómica de grado menor de 4. 
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“aL. a) Escribir inmediatamente la matriz asociada a cualquier forma poli- 


nm 


nómica mónica de grado n, y calcular su polinomio característico. 
b) Demostrar directamente que una matriz azoclada cumple siempre su 
ecuación caracteristica, 
Para una matriz dada A, consideremos el conjunto de todos los polino- 
ratos g(A) con g(A)=0. 
a) Mostrar que este conjunto es cerrado para la adición, sustracción 
multiplicación por cualquier polinomio. 
b) Mostrar que cualquier polinomio del eonjunto g(A) es múltiplo del 
polinomio mínimo de A. 


. €) Demostrar que el polinomio característico de cualquier matriz es un 


múltiplo de su polinomio mínimo, 


Y. “Demostrar que el volumen del elipsolde Xayx,0, < 1 es 45/34] AT, con 


Ax=jay |. (Sugerencia: Referirlo a los ejes principales y utilizar el Teo- 


rema 24.) 


CAPITULO XI 
Algebra de clases 


1. Definiciones fundamentales 


El concepto de «clase de objetos» es fundamental en la lógica ; 
ho es posible conducir un razonamiento lógico sin implicarlo. Es 
tan fundamental y familiar dicho concepto, que no vale intentar 
definirlo mediante otros conceptos básicos, ni ejemplarizarlo con 
ilustraciones triviales, En vez de esto, 
haremos mención de ideas abstractas 


sinónimas, como las de «conjunto de NN 
elementosa o «colección de cosas» o 


«agregación de individuos». Y 1) /)/ 
Por otra parte, poca gente sabe que Ji 
de este concepto abstracto se deduce y )) 

un álgebra de conjuntos. Esto no es Ny 
extraño, pues la importancia de esta 
dlgébra ha sido ignorada hasta bien 
recientemente, incluso por los propios Figura 1 
matemáticos. El presente capítulo será 

dedicado a presentar el álgebra de clases (o álgebra booleana) y sus 
generalizaciones (teoría de las redes). 

Comenzaremos por definir las relaciones y operaciones del álge- 
bra de conjuntos ; para esto, supondremos en lo que sigue que 1 es 
conjunto y que X, Y, Z,... designan subconjuntos de 1. Así, I pue- 
de ger el conjunto de los puntos de un cuadro, y X, Y, Z, los de 
diversas regiones en el interior de 1 (ver fig. 1). 
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: Convendremos en escribir X < Y [léase «X está contenido (o 
inctajdo) en Y»] cuando cada elemento de X esté en Y. 

Esoribiremos X —Y (léase «la intersección de X e Y») para 
judicar el conjunto de todos los elementos simultáneamente en am- 
des. Le Y, y escribiremos X — Y (léase «da reunión de X e Y») 

y désignar el conjunto de los elementos en cualquiera X o Y, 
o'en. «ambos. Los símbolos — y — se llamarán «cap» y «cup» res- 
; zmiente, palabras arbitrarias que introducimos para aligerar 
1a Tectúra de las fórmulas. 

Fihalmente;, escribiremos X' (y diremos «complemento de X>») 
para. désignar el conjunto de todos los elementos que no están en X. 
El'signo ' se llamará «prima», como es habitual, 

* Las operaciones: del álgebra de conjuntos o clases pasdán ger 
ilustradas gráficamente por medio de los diagramas de Venn. Así, 
en la fig. 1, X, Y y Z aparecen como los interiores de tres ofreulos 
iguales interiores al cuadrado 7. Las combinacionea de estos espa- 
olos pueden distinguirse por medio de sombras diversas: Y” es el 
exterior de Y, y x= (Y 20 el área que aparece rayada. 


EJERCICIOS 


Y. "El diagrama de Venn para X, Y y Z separa el cuadrado en ocho áreas 
no rampantes. Encontrar para cada una de ellas una combinación alge- 
bralca entre X, Y y Z que la represente exactamente. 

2. Sombrear sobre el diagrama de Venn cada una de las siguientes fireas: 

(ZN) AUX Z), (XT Z, - (X—YN)—Z, 

3, Pú él sombreado de las apropiadas áreas del diagrama de Venn deter- 
Sibhar. cuáles de las siguientes igualdades son válidas: 

Y Mya Y; 
DD) YX — YY; 
0) (X-Y)—Za(X —2Z)-—Y; 
d) X-AY-ZD'H (AY) 2. 


Z. Leyes: Analogía con la Aritmética 


-Las relaciones y operaciones que acabamos de definir gozan de 
varias propiedades algebraicas, muchas de las cuales son idénticas 
tas conocidas leyes de Aritmética. Esta es la razón de que el Álge- 


Bra de clases haya venido a ser un instrumento práctico para el 
cálculo. 


144 LEYES: ANALOGÍA CON LA ARITMÉTICA 339 


_ Así, la relación de inclusión comparte con los ordinarios «menor 
Gigual que» los siguientes caracteres : 
fiejlezioo : « Para todo X, X<X; 
Antisimátrico : Si X<Y e Y<X, resulta X= Y; 
Méansitivo : Bi X<Y e Y<Z, resulta X <Z. 

"Las operaciones de intersección y unión tienen cierta analogía 
con la adición y multiplicación ordinarias, como se desprende de las 
«¡guientes leyes : , 

Edempotente: — X—X=X y X—X=X; 
Lonmutativa;  X-—Y=Y-X y X-—Y=Y=X; 
Asociativa: XUL -Z)AXAY)Z y 
; X= (Y —Z)=(X-—Y)-2 
Distributiva: —X-—(Y=Z)=(X-Y)—(X—2) y 
X—(Y-2)=(X — Y) -(X—2). 
hs 6 ¿laro que, excepto la ley de idempotencia y la segunda ley dis- 

Jutiva, las leyes que acsbamos de formular se corresponden con 

de la Aritmética ordinaria si reemplazamos «cop» y «cap» por 
ktiós» y «por» respectivamente. 


da operaciones de intersección y reunión están relacionadas 
¿on la inclusión por un principio fundamental de 


Conformidad : Las tres condiciones X <Y, X—Y=X y X-—Y=Y 
son equivalentes entre sí. 


-Designemos el conjunto vacío o nulo por 0; entonces, para los 
conjuntos O e 1 podrán formularse las siguientes propiedades : 
Votos universales: O<X<I para todo X; 

Intersección : 0-X=0e I-X=X; 
Réunión : O—X=Xe I-—X=I, 
Las propiedades de intersección y reunión son, excepto la última, 


patos a las propiedades del cero y del uno en la Aritmética or- 
aria. 
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* dua) 8i se trata de una expresión algebraica con cuatro clases, conside- 
sé 5 - zando todos los casos que son posibles para un elemento, ¿cuántas 
4 + posibilidades aparecen? 
”.. FB): Dibujar un diagrama para cuatro clases en el cual a cada una de es- 
.. *, tas posibilidades corresponda una región. (Sugerencia: No usar círcu- 
E los en el diagrama.) 
.- 0) , Expresar cada región de este dlagrama (como en Ejerc, 1, $ 1). 
E Probar que las propiedades de intersección y reunión para los conjuntos 
.; 0/0 I pueden ser deducidas de las de acotación universal y del principio 
E “de conformidad. 


EN * Consecuencias 


“Variados principios del álgebra de iio pueden deducirse 
“de las leyes ya formuladas. Ein esta sección señalaremos algunos de 
los más importantes e inmediatos, consecuencia directa de estas 
leyes. 

«Primeramente se verá que hay cuatro modos posibles de rela- 
clonar por inclusión dos conjuntos X e Y. Puede tenerse X < Y 
a Y <X, en tal caso, por antisimetría, X=Y ; puede ser X<Y, 
pero no Y < X, en cuyo caso escribiremos X < Y ; podemos tener 
Y '< X, pero no X < Y, en cuyo caso escribiremos X>Y ; y final- 
“mérite, cuando no ses X <Y ni Y <X, diremos que X e Y son 
incomparables entre al. La existencia de elementos incomparables 
es.lo que principalmente distingue la relación de inclusión de la de 
desigualdad entre los números reales. 

“¿Las consecuencias de las leyes asociativa y conmutativa han 
sido" ya consideradas en el Cap. 1, $2. La ley asociativa significa 
eseicialmente que podemos formar múltiples intersecciones y re- 
úubiónes sin usar paréntesis; la ley conmutativa, que podemos per- 
mútor términos en cualquier forma, en una expresión que contenga 
solumente «cups». o solamente «caps». 

El efecto de la ley de idempotencia juntamente con las ante- 
riores es, sencillamente, permitir la reducción de grupos en los que 
un término aparece repetido. En resumen, obtenemos : 


; Lema 1. Por efecto combinado de las leyes asociativa, conmu- 

tatipa e idempotente, resulta el principio de que la intersección 
(o la reunión) de un número finito de conjuntos (iguales o distin- 
tos) depende sólo de la clase de los conjuntos que intervienen, 
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pero no del orden en que se les relacione ni del número de veces 
que un conjunto esté repetido. 


Nuevamente como en el Cap. I, $65, partiendo de las leyes con- 
mutativa, asociativa y distributiva, podemos obtener leyes distri- 
butivas generalizadas, como, por ejemplo, 


X- (Y, — ... —= Yr)=(X - Yy=—..— (X- Ya), 

X (Y, 2. Y Ya (AY IA... (X—Y a), 
MAP: E . 
S(X, Y) (X, Y)... — (Xu — Yo). 


Más novedad ofrece el 


LEMA 2. La unión y la intersección de olases satisface la ley 
de absorción: X —(X—Y)=X-—(X -—Y)=X. 


Demostración. Evidentemente, X—(X—Y)=(X—X)=—Y= 
aX — Y ; luego, por el principio de conformidad, X — (X—Y)=X. 
Para probar que X — (X — Y)=X se procede igual, intercambiando 
los «cups» y «caps», 


Lema 3. Para hallar el complemento de una expresión formada 
_:de letras con y sin primas, ligadas por «cups» y «caps» (suponiendo 
- que no haya ningún paréntesis con prima), basta cambiar entre sí 
los «cups» y los «caps», suprimir la prima en las letras que la ten- 
-gan y poner prima en las que carecen de ella. 


Así, el conjunto complementario de (X' — Y) —(Z—W') es, 
- según esta regla, (X — Y”) — (Z' — W). 
l Demostración. Bi la expresión dada, F, tiene n letras contando 
. las repetidas, el lema es verdadero para n=1, ya que (X)=X' y 
“(XY=X, Por otra parte, no habiendo paréntesis con prima pode- 
-/mos escribir la expresión dada en la forma F=A—BoF=A=B, 
“obteniendo respectivamente P"=A'— B' o F"=4'— B'. Pero las ex- 
presiones de A y de B contienen cada una menos letras que la F. 
«Luego, por inducción relativa a n, podemos asegurar que el lema es 
.- verdadero para ellas. Y sustituyendo en las expresiones P'=A'— B' 
0 P=A'—B', se obtiene el complementario de F' según la regla 
dada. 
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 Juma 4. Si A-=X=A-—Y y A—X=A— Y, entonces X =Y, 


.Dumostración. De acuerdo con tales igualdades, y por las le- 
yes du absorción y distributiva, resulta : 


X=X -(X—A)=X- (Y —A)=(X—Y)—(X—A)= 
. =(X-Y) (Y —4A)=Y -(A—X)=Y — (4 — Y)=Y. 


Gmo corolario, resulta que el conjunto complementario de otro 
es único. Pues dado Á, será A” el único conjunto que cumple las 
igunklades A—X=0 y A— X=I. 


EJERCICIOS 


1. Flallar la expresión complementaria de cada una de las siguientes: 
23» XoYoz'; 

LY Ue YU ZAS (IX (Y — Zi); 
O X-(-( (ZW; 
d) (X' — YY —(X — Y?. 


2, Llevar a cabo la prueba detallada del Lema 3 en el caso especial de la 
expresión (X' —- Y —Z) — (X — Y"), 
3, £iimplificar-las siguientes expresiones booleanas: 
0 MOYA; 
bD) (A-—B)=(C — A) — (BC); 
e) (XV) AZ XX — YY, 


4 Jemostrar que (X — Y) —-(X — Y”) — (X' — Y) — (X' - Y)x=1, ¿Qué sig- 
_Slfica esto sobre el diagrama de dos círculos? 
. Probar que X=Y al, y sólo si, (X — Y) — (X' — Y)=0, 
6, Demuéstress la siguiente ley de Poretsky: Dados X y T, es X=0 si, y 
lo si; T=(X — 7) — (X' — 7). : 
7 Probar que: a) Y <X' si, y sólo sl, X — Y=0; 
DD Y>X si, y sólo si, X — Y=I, 


4. Aplicación a la lógica 


il álgebra de clases está íntimamente unida a las propiedades 
elementales de los juicios o aserciones lógicas. 

Los juicios declaratorios (llamados también proposiciones) serán 
ordinariamente designados por las letras «p», «q» o er». Estos jui- 
cios pueden ser combinados mediante las palabras «y», «0» y «no», 
produciéndose así nuevas proposiciones, lo mismo que la combina- 
ción de clases mediante intersecciones, reuniones y complementos 
dls nuevas clases o conjuntos, Designaremos «0» por «Cup», «y» por 
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«cap» y «no» por prima. Así, si «p» denota al juicio específico £- - -» 
y «q» significa otro juicio «-- +», 
«p — q» designa el juicio «--- 0 ++.» 
«p — q» designa el juicio «--- y ---» 
«p'» designa el juicio «no ---». 


Así, siguiendo, diremos que «p=q» significa que las aserciones 
designadas por las letras «p» y «q» son lógicamente equivalentes. 
Como es claro, p—q=q—p, de modo que la conjunción «o» es 
conmutativa. Del mismo modo, el juicio «no (--- y »*»)» significa 
lo mismo que el juicio «o no --- o no -*+» ; por lo tanto, (p — q) = 
=p'— q. Esta es la primera ley de dualidad del $2, Del mismo 
modo se verifica que las conjunciones de los juicios ofrecen las mis- 
mas propiedades básicas señaladas en el $2 para el álgebra de cla- 
ses. Es conveniente disponer de una locución para designar en ge- 
neral un sistemg algebraico de esta naturaleza. 


DerINICIÓN. Un dlgebra booleaña (o de Bool) es un conjunto 
de elementos con las siguientes propiedades : 

1) B posee dos operaciones binarias, «cup» y «cap», las cua- 
les satisfacen las leyes idempotente, conmutativa, asociativa y dis- 
tributiva del $2. 

11) B posee una relación denotada por «<», la cual es refle- 
xiva, antisimétrica y transitiva, y satisface el principio de confor- 
midad. 

. YUI) B contiene dos elementos, O e 1, los cuales son cotas uni- 
versales y satisfacen las leyes de intersección y unión copre0sas 
en $2, 

IV) B posee la operación unitaria de complementar, la cual 
obedece las leyes de complementación, dualidad e involución. 


En particular, el álgebra de los subconjuntos de un conjunto / 
es un álgebra booleana. También lo es el álgebra de los juicios o 
proposiciones si tomamos los juicios verdaderos como 1 y los falsos 
como 0. 


TEOREMA 1. El álgebra de las proposiciones ligadas por las pa- 
labras «y», «0» y «no» es un dlgebra booleana abstracta. 


Otra importante conjunción entre juicios está dada por el con- 
dicional «si ---, entonces --»». Lo mismo se expresa a veces di- 
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Esta conexión entre los dos juicios se 


tendi:emos : 


cn 
! ti > significa el juicio «si ---, entonces -»»». 


ile Lefinirso mediante otras conjunciones, ya que «p> q» 
if «7 puede sostenerse hasta que p falle, así que 


(p> 9) =(p' — q). 


ura zorión como p—p'=1 significa que p—p' es equivalente 


'6 E UnA anerción verdadera I. En otras palabras, el juicio 


“cido, de modo que «p —p'» es verdad en virtud de su 
Aguda Esta clase de expresiones son llamadas tautolo- 


[> 0-(4>0]>(p>1 


"wea esencialmente que la implicación es transitiva 


e well az 

sl ini por ep dan p->1). Para demostrar que (2) es una tauto- 
Y iusdara sustitair cada flecha tal como indica la definición (1). 
> AMallevaries,, dis (2) resulta 


[(p' — a) —(q' — DM] — (p' —1). 
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iizuto ddel término entre corchetes puede hallarse según 
y tobteniéndose 

la 2 y) o p— f= [p — (p e | e [r— (q ea ”)] = 
=[p'—p) (pq) — [0 — (tr 1] = 
=p q rm q=p (q g=1. 


wnmaucio, (2) es una tautología. Otras tautologías impor- 
a 


Ming, pp) (PD (Up), 
(p>9> [1 —p>(r—q). 


'ido tautologías son importantes porque es posible de- 


Pal? ap «malquier otra puede derivarse de ellas mediante los 


alli alii: Le demostración siguientes : 
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Sustitución: En una tautología, cualquier letra puede ser reempla- 
zada por una combinación de letras fija. 
Inferencia (o ilación) : Si X y X>Y son tautologías, también lo 

es Y. 

El posterior desarrollo de la lógica matemática requiere un cui- 
dadoso análisis de las reglas demostrativas de este tipo. Además de 
las conexiones entre juicios representadas por las operaciones del 
álgebra de Bool, deben tenerse en cuenta frases como estas : «existe 
una x tal, que ...» y «para todos los 2, ...», en que se envuelven 
los cuantitativos «existe» y «para todos». 


EJERCICIOS 


- 1 Demostrar que los cuatro Juicios de (3) son tautologías. 
2. Probar que son tautologías los siguientes juicios: 


Y P>ip>0; 
D [p-(p?4+Yi>a; 
cd) p>l>(p>0). 


¿Cuáles de las siguientes expresiones son tautologías? 


a) p>p; 
D (p3>0> (2>p); 
0) (p>4a)> (a >p). 


4. 8l fp, q, ...)=0, para todos los p, q. ..., el Juicio f(p, q, ...). es llamado un 
absurdo. Probar que cada uno de los siguientes juicios es un absurdo: 


a) p-p'; 

D -p-0>0); 
Y) (W>p-—(p>p); 
d) ¿Es absurdo p > p? 


B. Definimos ep sl, y sólo si, qa por p eS q=[(p > q) — (a > p)1. Establecer 
y demostrar dos tautologías implicando el €. 
6. Probar que toda álgebra booleana tiene una subálgebra que consta de 
dos elementos. 
7. Si I es un conjunto que contiene dos elementos nada más, escribir la 
«tabla de multiplicar» para las operaciones de intersección y reunión en 
el álgebra de todas las subclases de J. 
8, Definir la noción de isomorfismo entre dos álgebras booleanas. Si dos 
clases finitas I e 1' tienen el mismo número de elementos, probar que el 
' álgebra de todas las subclases de I es isomorfa con el álgebra de todas 
las subclases de !'. 
9. Probar que para cualquier entero positivo n existe un álgebra booleana 
con 22 elementos. 
10. Probar que el álgebra booleana de todos los subconjuntos de una clase 
; de n elementos tiene exactamente n! automorfismos. 


3 


sE SUGEURS DE ESASES 


4 hs e nor mí 


impar. Hlades 


48 elo e ma 


co pra aro 
Api Gas. Era ¿GRES YE EPUEACÁ 10SS/000S EN ME TM 
mida, phE OASIS ELE si 


Ss Y A 


eos dao 
de Joni a 


E BUSTO E 
PAGA AAA m 
O 


Onitzado ieropaicón delspinres adela queda Bnsbrente 


Dr ne do NUDE 
cGEEntO POS EE BR. 
Et a o 0 y 0/8 Mom reutión dl aa 


da fósciérlaon siena dniedlos no 

a E E a a, A, 
Eli Eolo, Pod Er 

No BAM0E a A hubas Jeria polngmiica De presenian 

AOS 08 a IS UEES BRQUIOR E E da Aa 


ni 


ÑS A Eu 3. “Sly “0, 2% 
¡Dos a ec E Lia 65.6 
Valle e sPao 
DTO D a E pgodl ns EL 0o mE: Em 
e os Hi ima Arden : booles; enorcml 


yd ad E De Y 
pa Pecealgs 


250 ALGEBRA DE CLASES [Car. XI 


——fPDesde el momento en que 0 puede ser considerado como la 
tounión del conjunto vacío de polinomios mínimos, la excepción 
mencionada es sólo aparente.) 
ES ¿BL hecho de que por lo menos existe una tal representación ha 
ado por las consideraciones que acabamos de desarrollar. 
;:Qemostrar la unicidad, en otras palabras, para probar que las 
nes de distintos conjuntos de polinomios mínimos representan 
funciones booleanas, construiremos un sencillo modelo. 
Ben T el conjunto de los decimales con » cifras en el sistema 
dstioo o, lo que es igual, el conjunto de ordensciones de n térmi- 
uds: iguales a Do a 1. Llamemos X, al conjunto de todas estas orde- 
isianes cuya cifra de lugar í sea la unidad. Cada polinomio míni- 
mo Pa (k=1, 2, 3, ..., 2") representa un elemento de la clase 1, 
prcisamente “aquel cuya citra i-ésima es 1 o 0, según que el ¡-ésimo 
tárriiino del polinomio sea 2, o 2;. Consecuentemente, la reunión 
do distintos conjuntos de polinomios mínimos representa diferen- 
tes tonjuntos de tales decimales y distintos «polinomios booleanos 
cáriónicos» representan funciones distintas. Esto completa la de- 
mibstración del Teorema 2. 


Conorario. Existen precisamente 22% funciones bodlenás dis- 
tintos con n variables. 


- Be- puede ahora sustituir la manipulación al azar de los poli- 
nomios. booleanos por un procedimiento sistemático. La verdad o 
falsedad de una igualdad dada E,=E, en álgebra booleana, puede 
ser. ¿Stoblecida definitivamente por simple reducción de cada miem- 
bro a 5 5u forma canónica. 


Ñ - EJERCICIOS 
A; : Reducir cada una de las siguientes expresiones a su forma canónica: 
Y py ir y; 
¿5 104 (a — y) — (y — 2 — (7 — 2), 
. £. Comprobar cada una de las siguientes igualdades por reducción de ambos 
"miembros de su forma canónica: 
a) le (y —21T=(2-y'=—(2=2); 
D io —yY — [z — (e — y!]. 
3, Demostrar que todo polinomio booleano admite otra forma canónica que 
consiste en Ja intersección de varios polinomios con prima. Describir cui- 
dadosamente estos polinomios y probar que son los complementos de los 
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polinomios mínimos. ¿Subsiste un teorema análogo al que afirma que un 
polinomio ordinario sobre un campo tiene una expresión única como pro- 
ducto de polinomios irreducibles? 


4. Usar la forma canónica del Ejerce. 3 para la comprobación del Ejerce. 2 a). 
5. Probar que la forma canónica de f(z, y) es 
fe, Yy=17(1, Dx y] — 11, 0) -2- y) — [F(0, 1) 2 — y] 
— [$(0, 0) - 2 - y]. 
8. Demostrar que la intersección de dos polinomios mínimos distintos es 0. 
7. Desarrollando I= (2, —2,) —... — (2g — 29) por la ley distributiva gene- 
ralizada, demostrar que I es la reunión de todos los polinomios mínimos. 


8. Utilizando el Ejerce, 7 y la igualdad 2 rm —1I probar que cada «, es Igual 
a la reunión de todos los polinomios mínimos cuyo término t-ésimo es x,. 


9. a) Denotaremos por YP, la reunión de todos los polinomios mínimos en 
el conjunto S, Probar que 


VP VP) = MVP, VP: VP. -.VP. 
S T S=-T 5 T S-T 


b) Probar que las anteriores fórmulas son ciertas cuando se define como 0 
el conjunto YP» esto es, el conjunto vacío de polinomios mínimos, 


"10, Utilizando los Ejercicios 7 y 9, probar que Y? “= Y Pa. (Sugerencia: 
Repasar el final de $3.) 
11. Utilizando solamente los resultados de los Ejerclelos 8, 9 y 10, dar una 


nueva prueba de que cada polinomio booleano puede ser expresado como 
una reunión de polinomios mínimos, 


6. Aplicaciones del álgebra booleana 


- Los métodos del álgebra de Bool pueden ser utilizados para for- 
malízar los procesos del razonamiento elemental, Supongamos que 
nos han dado las premisas «Algunas leyes son complicadas», «Nin- 
guna ley confusa es satisfactoria» y «Todas las leyes complicadas 
son confusas». Designemos con 1 la clase de todas las leyes, con B 
la clase de todas las leyes complicadas, con C la clase de las leyes 
confusas y con D la clase de las leyes satisfactorias. Con esta nota- 
ción, las premisas se leen : 


B>0, C=-D=0, B<C. 


Puesto que C —D=0, C=C—(D—D)=(C —D)-—(0—D” es 
0—(C—D'=C —D', y por lo tanto, C <D'. (¿Qué leyes del ál- 
gebra booleana se han utilizado en lo anterior?) 
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..... Combinando esto con nuestra hipótesis, tendremos : 
O<B<C<D', y por tanto, D'>0, 


" que se ebuncia : «Algunas leyes no son satisfactorias». 
Por tales procedimientos, todos los silogismos de la lógica de 
“Aristóteles pueden. ser formulados en términos de álgebra booleana. 
Esa álgebra se presta también al manejo de condicionés de 
: complicado enunciado, tales como las que aparecen en algunos tipos 
- de'pólizas de seguros. Otra aplicación se refiere al estudio de las 
¿lésifñoaciones numéricas. 

“Problema (Exámenes para actuarios, 1935, Parte 5.*, cues- 
tión 9B). Ciertos datos obtenidos del estudio de un grupo de 
1000 empleados en una fábrica de hilaturas, atendiendo a su raza, 

- sexo y estado civil, son como siguen: 525 individuos de color, 
312 hombres, 470 casados, 42 hombres de color, 147 individuos ca- 
. sados y de color, 88 hombres casados y 25 hombres de color casa- 
“dos. Comprobar la clasificación para determinar si los números 
dados en los distintos grupos son ciertos. 
Los datos dan los números de elementos que hay en ciertas 
olages y en sus intersecciones. Sean 


C = individuos de color, 
M = individuos de sexo masculino, 
W = individuos casados (y casadas). 
Denotemos con N(A) el número de elementos en una clase Á, Por 


la definición de reunión y de intersección, este operador N tiene la 
propiedad de que 


N(A — B)=N(4)4+ N(B) —N(A — B). 
Aplicando dos veces esta ley, podemos calcular : 
N(A — B— D)=N(4)+N(B — D) —N[(4 — B)— (4 - D)] = 
. ÉN(A)+N(B)+N(D)—N(B —D) —N(A =B)—NMA —D)+ 
+N(4 —B =D). 
La fórmula que ha resultado es simétrica en 4, B y D. Reempla- 


zando estas letras por C, M y W, O y atendiendo a 
los datos, se obtiene : 


N(C — M — W)=525+8124+470— 42. —147 —884+95= = 1057, 


resultado superior al número total de empleados. 
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EJERCICIOS 


1, En una encarnizada batalla, por lo menoz el 70 por“ciento de los comba- 
tientes pierde un ojo; al menos un 75 por ciento, una oreja; al menos 
un 80 por ciento, un brazo, y al menos un 85 por ciento, una pierna. 
¿Cuántos por Jo menos han perdido:las cuatro cosas? (Lewis Carroll) 
¿Puede creerse a un investigador que informa que, de cada 1000 habi- 
tantes, a 816 les gusta el azúcar; a 723, el helado; a 645, los pasteles. 
y asimismo que a 562 les gusta el azúcar y el helado; a 463, el arútar y 
los pasteles, y a 470, los pasteles y el helado, y sólo a 310 les gustan las 
tres cosas? 

Tres monedas, una de cobre, otra de niquel y otra de plata, son lanzadas 
simultáneamente al alre, y esto 100 veces. La de cobre muestra cara en 
70 ocasiones, la de niquel muestra cara en 50 pruebas y la de plata mues- 
tra cara en 58 pruebas, La de cobre y la de níquel han mostrado simul- 
táneamente cara 31 veces y la de níquel y de plata han presentado tal 
circunstancia 28 veces. Probar que las tres monedas han mostrado cara 
simultáneamente por lo menos 9 veces y que las tres han mostrado simul- 
táneamente cruz a lo más 11 veces. 


2 


3 


- 


+ Ordenaciones parciales 


. En las secciones siguientes analizarernos más atentamente las' 
eyes de dlgebra de clases, que enunciamos en $2, Especialmente 
lamostraremos que ciertas propiedades de la reunión e intersección 
mueden deducirse de las de la relación de inclusión, y que estas pro- 
edades nós llevan a otros sistemas que no son un álgebra booleana. 
Je este modo entraremos en la materia propia de la teoría de redes 
lattice theory). Y de paso tendremos una justificación mejor para 
6s enunciados del $2 y se simplificará el concepto de álgebra boo- 
$DB. 

Las leyes más fundamentales del álgebra de Bool son lás refle- 
dva, antisimétrica y transitiva, relativas a la inclusión, Ellas son 
widentemente válidas para los subconjuntos de cualquier sistema, 
jue se caracterizan por ciertas propiedades dadas. Así se cumplen, 
wr ejemplo, para los subgrupos de cada grupo (o para los subgru- 
os normales), los subgrupos de cada campo, los subespacios de 
ada espacio lineal y así sucesivamente, aun cuando estos subsiste- 
sas no constituyan álgebras boolesnas. También son válidas dichas 
ayes para las relaciones «menor 6 igual que», 7 <y, entre núme- 
os reales y para la relación de divisibilidad, z|y, entre números 
ssturales, etc. 


23 « ÁLOEBRA MODERNA 


Suytdn 


polos 3 sio 


E > FORDENACIONES ¡PSAUIADES E 
pr lpaslción rórbas Hue. Esacmdls 


log: E: 
e a 
ro legion 


a Bio dci Sceeival 


an AN UEEETEna Se Daroale 
ha eco = Sa. > 
el MEL nde ds! s su del dudazzios: RICA pea ana. 


(O3S 
ea de dep Via de 0S:d8 MURTURO dl de; eE 
E: 2 uhárapeede serapa, veuntbnlegs: 
rog (3 PROA XA ce pa a ly (ASTERA 
tema epa lo estilos suba uos Me lestterotdetady 
Ela odds IA ES ¡edosientirot in 


Bseló escdigl sa 
ds e a) A daa pes dense promociona Bos 


4 TO OEA CENA paid in ERE? 
sal de: Tor onbeempars e rampotAt de ¡es lessnis nerotenles bajo; la 


A ABSin0 SIÓN E 
do rerendeaieole y E Toy Fetal >E a of A Des 
pens la e a e ria que 
Sicnlipermea dj ¡Bt acia dza 


ape IPP hatosia yes 


-256 ÁLGEBRA DE CLASES [Car. XI 


8 Redes (Lattices) (*) 


- El principio de conformidad muestra cómo se define la inclu- 
sión refiriéndola a la reunión o intersección:; ahora demostraremos 
que, recíprocamente, pueden definirse la reunión e intersección me- 
diante la inclusión. Precisamente, z— y es la menor entidad que 
confiené a ambas z e y, mientras que z—y es la mayor entidad 
fontenida en ambas x e y. Esta observación se debe a C, 8. Peirce ; 
la estableceremos con más precisión como sigue. 

'Sp:entiende por «cota inferiors de un conjunto parcialmente or- 
densdo X a un elemento a satisfaciendo a la condición a <z para 
todo ze«X. Llamaremos «cota inferior máxima». (c.i.m.) a una 
cota inferior que contiene a cualquier otra cota inferior: o ses, 
una cota inferior c tal, que c>«á para toda otra cota inferior a. 
Claramente veremos que las cotas inferiores máximas, si existen, 
son únicas; sean a y b dos c.i.m. del mismo conjunto X. Enton- 
ces debe ser a>b y b> a y por consiguiente a=b, 

Dualmente se definen el concepto de «cota superiors y el de 
«cota superior mínima» (c. 8. m,) y sé prueba su unicidad en el caso 
de que existan. ¡ Estamos aquí aplicando el principio metamate- 
mático de dualidad | Por lo tanto, es legítimo bablar de la c.i.m. 
y de la c.s.m. de un conjunto de elementos, siempre que estas 
cotas existan. 


Lema 1. En un álgebra booleana, la intersección x—y y la 
reunión x— y son la c.i.m. y la c.s.m, respectivamente del con- 
junto que forman los dos elementos x e y. 


. Demostración. Puesto que Z=I—-Y=2-Y 0 YT —=Y= 
=%-—Y, el principio de conformidad demuestra que z—y es una 
cota inferior de z e y. Es la máxima cota inferior, ya.que 2 <% 
y 2 < y implica 3=<x—2=x— (y —2), y también 2 <x—y, otra 
vez por el principio de conformidad. La prueba se completa por 
dualidad. 
Resulta como corolario que un álgebra booleana es (entre otras 
cosas) un sistema ordenado parcialmente en el cual dos elementos 


(*) En vez de «red», algunos autores dicen «reticulo», y otros, «estructura», y 
también «huso». En realidad, lo más acertado sería dejar sín traducir el nombre orl- 
Sínal (latitee), que ze ha hecho internacional, (N, del T.) 
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cualesquiera tienen una c.i.m. y una c.s.m. De un tal sistema se 
dice que tiene «estructura de red». Ahora demostraremos que hay 

muchos sistemas ordenados parcialmente que no son álgebras boo- 
leanas, pero que tienen estructura de red. 

Aaí, consideremos el sistema L(G) de todos los subgrupos de un 
grupo G. La intersección S —T de dos de tales subgrupos es tam- 
bién un subgrupo y evidentemente el máximo subgrupo contenido 
en S y en T. Por otra parte, el subgrupo S —T «engendrado» por 
8 y T (Cap. VI, $8) es el menor subgrupo en L(G) que contiene 
aSyaT. 

Análogamente, consideremos el sistema L(V) de todos los sub- 
espacios de un espacio lineal V. La intersección y la combinación 
lineal de dos de tales subespacios S y T son las c.i.m, y la c. s.m: 
de S y T.en L(V). 

Asimismo, el mayor y el menor de dos números reales son su 
o:i,m. y su 018. m. bajo la relación de desigualdad. Finalmente, 
el máximo común divisor y el mínimo común múltiplo de dos nú- 
ineros naturales son, respectivamente, la c.i.m. y la 0.8,m. de 
ambos bajo la relación de divisibilidad. 

Con todos estos ejemplos en la mente, no será difícil adquirir el 
concepto de «red», ¡ Una red es un sistema ordenado parcialmente 
en el cual dos elementos cualesquiera tienen una c.j.m.'y una 
6.s.m.! En toda red, la c.i.m. de a y b se designa por a —b 
y la c.s¿m. por a—b. 


EJERCICIOS 


"1. ¿Qué diagramas de la Mg. 3 eprosentán Fódes? 

2. Dibujar otros dos diagramas de sistemas ordenados parcialmente, los cua- 
. les no sean redes, 
. 9. ¿Cuáles de los ejemplos del Ejerc. 4, $ 7, representan redes? 

4. Demostrar que la red de todos los subgrupos del grupo del rectángulo no 
es un álgebra booleana. 

5, Dustrar el principio de dualidad, desarrollando detenidamente la prueba 
de la segunda parte del Lema 1, según la prueba expuesta para la primera. 

8. Probar que toda red que tiene sólo un número finito de elementos posee 

; dos elementos 0 e I satistaciendo 0 <x <7 para todo elemento 2, 

- 7 Probar que todo sistema finito ordenado parcialmente con 0 e T es una 
red slempre que entre elementos 4, Gs db, db, con a>0, (1, J=1, 2, 
exista un elemento c tal, que €, > c > db; para todo 1 y j. 

8, Probar que todos los subgrupos normales de un grupo dado G forman 
una red. (Sugerencia: Probar primero que la intersección y reunión de 
dos subgrupos normales son asimismo normales.) 
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EJERCICIOS 
Enunciar y demostrar el principio de dualidad para álgebras de Bool. 


«Mostrar detalladamente que la prueba de la segunda ley de dualismo en 
'el Teor. 5 es exactamente dual de la prueba allí dada, 


Mostrar que la red de todos los subgrupos del grupo del cuadrilátero no 
es distributiva. 


Ljamarmos cadera a un conjunto simplemente ordenado (es decir, un con- 
junto ordenado parcialmente en el cual todo 2 e y verífican o bien z > y 


o. . O bien y > 2). a) Demostrar que cualquier cadena es una red distributiva 


b) Probar que una red es una cadena si, y sólo sl, todos sus subconjuntos 
son subredez, 
Una red se llama modular al, y sólo si, x > z implica slempre x — (y —2)= 
(2 — Y) — Z. 


- 1) Probar que toda red distributiva es modular. 


"7, 


b) Construir el diagrama de una red sencilla que no sea modular. 

ce) Probar que cada una de las siguientes redes es modular: 1) todos los 
subespacios de un espacio vectorial; 2) todos los subgrupos de un 
grupo abeliano; 3) todos los subgrupos normales de cualquier grupo. 

4) Demostrar que en una red modular, x <z implica siempre x — (y —r)= 
(7 — y) - z. De aquí se inflere que el principio de dualidad se cum- 
ple en las redes modulares, 

Si L es una red con-las cotas universales 0 e 1, en la eual cada elemento 

a tiene un complemento a' con las propiedades 


<a sí, y sólo sí, a—2=0, 
y>0w' si, y sólo sl, a —yual, 
demostrar que L es un álgebra booleana. (Sugerencia: Para demostrar la 


- primera ley distributiva basta probar que e=: la — (b— €)] — [(a —b) — 


— (4 — c)1"=0. Expresar e como una intersección y considérense particu- 
larmente los términos.) 
En un álgebra booleana, la diferencia simétrica de dos elementos r e y 


se define por la expresión x+ym(2— y!) — (2 — y), 
2) "¿Qué significa esto cuando x* e y son. conjuntos? Dibujar una Agura. 


b) Demostrar que =+y es asociativa, conmutativa y con elemento nulo. 
e) Imaginando la diferencia simétrica como una suma y la intersección 
como un producto, probar que toda álgebra booleana es un anillo 
conmutativo con elemento unidad. 
Sea L un sistema de elementos con dos operaciones binarias («cup» y 
«cap»), las cuales son asociativas y conmutativas y satisfacen a la ley de 
absorción. Mediante el principio de conformidad, definir una relación 
de inclusión en L y probar así que L es una red en la cual las opera- 
clones dadas, «cup» y «cap», son c.s.m. y c.1.m. respectivamente. 


CAPITULO XII 


Aritmética transfinita: 


1. Números y conjuntos 


_ El presente capítulo se ocupa de la articulación entre los con- 
ceptos de número y de conjunto; esto corresponde al método que 
llamaremos cardinal de introduoir.Job números enteros ; 'en cambio, 
el método llamado ordinal atiende fundamentalmente a la posición 
Ael número en la conocida sucesión «uno, dos, tres, ...». Nuestro 
bjeto es deducir del método cardinal algunas propiedades de los 
números infinitos (¡ entre ellas, gu definición precisa !), los cuales 
han mostrado ser de importancia capital en las matemáticas mo- 
dernas. 

El método cardinal ha resultado también importante en el estu- 
dio crítico de los fundamentos de las matemáticas. Llevado a su 
extremo lógico, proporciona la definición de los números mediante 
los conjuntos, y así se reduce el número de términos no definidos 
. que deben utilizarse en matemáticas. Pero este programa implica 
- na reelaboración de las ideas básicas, ajustándolas con una me- 
" ticulosa atención, a la que mo podemos dedicarnos en el presente 
texto. Por lo tanto, supondremos que al lector le son familiares el 
concepto de número natural y el de conjunto o clase, y partiremos 
de ellos, . 

Las relaciones entre números y conjuntos están cimentadas en 
la siguiente definición : 


DEFINICIÓN. Sea n un entero positivo. Se dirá que un conjunto 
S tiene número cardinal n [en simbolos, o(8)=n] si, y sólo si, 
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existe una correspondencia biunivoca entre los elementos de $ y los 
“enteros 1,2,3,..., n (*). 

Esto significa que los elementos de S pueden ser designados 
. POr 8i, Ex, -.., En, siendo sx el elemento de S que corresponde al 
- entero k. Dicho de otro modo, lo anterior expresa que es posible 
contar los elementos de S contando hasta n y contando cada ele- 
mento úna sola vez. Como corolario resulta que, si dos clases S y T 
tienen el mismo número cardinal, habrá una correspondencia bi- 
«anivoca entre ellas, esto es, la correspondencia s,est,, ..., 8. 9 ta. 
“Pero no es evidente a priori que un conjunto no pueda tener dos 
números cardinales distintos, es decir, que contándolos en orden 
distinto no se pueda llegar a diversos números como total de ele- 
mentos. Vamos a demostrar esta unicidad, estableciendo primero 
un resultado algo más general. 


.. TEOREMA 1. Sean m y n dos enteros positivos. Existirá una 
correspondencia biunivoca entre el conjunto 1, ..., m y un sub- 
conjurito propio de la clase 1, ..., n si, y sólo si, es m<n. 


Demostración. Sim<»n, la correspondencia 141, 262, ..., 
mem es de la naturaleza requerida. Esta primera mitad del teo- 
rema es obvia, pero la inversa debe analizarse con más cuidado. 

La inversa es trivial cuando m=1, ya que 1 es el menor en- 

.tero positivo ; por lo tanto, podemos aplicar la inducción sobre m. 
En efecto, supongamos que existe una correspondencia biunívoca 
1ef(1), ..., mefím) entre 1, ..., m, y un subconjunto propio $ 
de los enteros 1, ..., n. Definamos una nueva correspondencia 
te»g(i) [¡=1, ..., m— 1] como sigue : 


(Do g)=1() salvo si [(i)=n; g(i)=f(m) si [(i)=x. 


- Como f(t)=n para un ¡a lo más, la correspondencia ¿« g(i) 

- será biunivoca entre los enteros 1, ..., m—1, y algunos de los en- 
téros 1, ..., n—1. i 

Por hipótesis, el conjunto S de todos los enteros f(t) es un sub- 

conjunto propio del conjunto 1, ..., 2; esto significa que alguno 

de.los enteros 1, ..., n no está en S. Tomemos, pues, el primer 

número natural k<n que no esté en S, así que f(i) es menor 


(") Se dice a veces que un conjunto vacio tiene el cardinal cero. Preferimos no 
hacer este convenio (ver la Nota del siguiente 3 5). 


w 
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tuo k para ¿=1, ..., m, Bi k<n, la definición (1) muestra que 
hunca será f(1)=1n, de modo que g(s)f(m). En cualquier caso, 
dós enteros g(1), ..., g(m-— 1) no incluyen a todos los enteros 1, 
vs» M1, y por ende 1 g() es biunivoca entre los enteros 1, 
m—1 y un subconjunto propio de los enteros 1, ..., n—1. Ahora, 
'según la hipótesis de inducción, podemos suponer m—1<n9—1; 
má sumando 1 a los dos miembros, m <n, c.q. d. 


. COROLARIO 1. Entre el conjunto 1, ..., m y un subconjunto 
opio del conjunto 1, ..., n existirá una a correspondencia biunt- 
poca si, y sólo si, m <n. : 


Demostración. Si m<Hn, la correspondencia 1e1, .. MOM 
Da del tipo que se ha enunciado. Inversamente, si ¿<> f(i) es una 
'gorrespondencia biunívoca entre 1, ..., m y algunos de los enteros 
1,..., n, existirá una correspondencia entre 1, ..., m y un subcon- 
junto propio del, ..., n, n+1. Tuego, por el teorema, m <n+1, 
tel que m<n, c.q.d. 


CoroLaARIO 2. Si existe una correspondencia biunivoca entre 
3l conjunto 1, ..., my el 1, ..., n, debe ser m=n. 


Pues, por el Cor. 1, m<n y n<m, luego m=n%. Esto de- 
“muestra que un mismo conjunto no puede tener como cardinales 
«dos números naturales distintos, 


COROLARIO 3, Si S es un subconjunto propio del conjunto 1, 
"sv, M, No existe ninguna correspondencia biunivoca entre éste y S. 


Demostración. Si hubiese tal correspondencia, por el Teore- 

ma 1 debiera ser n<n, lo que es contradictorio. 
El resultado anterior implica inmediatamente el que sigue. 
Seún S y T dos conjuntos cuyos cardinales respectivos son los 
¡números naturales m y n, Entonces m< mn si, y sólo si, existe una 
correspondencia biunivoca entre S y un subconjunto de T; m=n 
. li, y sólo si, existe una correspondencia biunivoca entre S y todo Ea 


EJERCICIOS 


" 1. Sí un conjunto S tiene cardinal n y si t es un elemento particular de S, 
mostrar que existe una correspondencia biunivoca entre $ y 1, ..., n en 
la cual t corresponde a 1. 
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.:Probemos ahora que el conjunto R* de todos los números racio- 
- nales positivos es numerable. Para esto, dispondremos los cocientes 
de dos múmeros naturales cualesquiera en un cuadro infinito, como 
- elde la fig. 1. Recorriendo ordenadamente los contornos de los 
oúadrados menores se pueden ordenar todos los cocientes en la 
signiante sucesión simple infinita. El primer término es 11; el si- 
golente de 1/1 es 1/(n+1) ; el siguiente de mín es (m+1)/n si m<n 
y m[(n —1) si m>n> 1. Tachemos ahora de esta 'sucesión aque- 


llas fracciones que sean iguales a otra previa- 


ds E 3/14 - mente enumerada. En la sucesión ordinaria 
» (que nos queda, aparece cada número racional 
ad 3/2 |. positivo una y sólo una vez, de modo que 


resulta establecida una correspondencia bi- 


1/8 > 2/3 + 3/3 : univoca m/n e» k entre R* y J*. Pero ésta se 


e . - . puede extender inmediatamente a la corres- 
Figura 1 pondencia m/n > k, 00, (ú—mj]n) e —k en- 
tre el conjunto R de todos los números ra- 


dlómali y el dla Y de todos los enteros. Como J es numera- 
ble, también lo será R, <. q. d. 


10, 
11, 


EJERCICIOS 


" Demostrar que el conjunto de todos los enteros múltiplos de 7 es nume- 


rable, 


.. Demostrar que el conjunto de todos los vectores de un espacio Va(R) de 


un número finito de dimensiones zobre el campo de los racionales es nu- 
merable. 
Demostrar directamente que es imposible una correspondencia biunívoca 


.entre el conjunto de todos los números naturales y un conjunto finito. 


$1 S=T —U, slendo T y U numerables, probar que S es numerable. 


- 81 SmT —U, donde S es numerable y T es finito, demostrar que U es nu- 


merable, 

Demostrar que todo subconjunto de un conjunto numerable es finito o es 
numerable. 

Demostrar que'los números decimales que terminan en una sucesión de 
nueves exclusivamente, forman conjunto numerable. 

Establecer concretamente sendas correspondencias biunívocas entre el 
conjunto de los enteros y tres subconjuntos propios de él. 

Demostrar, en la Ag. 1, que m/n es el [(n— 1)"+mJ-ésimo término si 
m <n, y el (m'—n+1)-ésimo si m> mn, 

Demostrar que el campo R(YÍ) es numerable (cfr, Cap. 1, 4D. 

Probar que cualquier grupo contiene un subgrupo, numerable o finito. 


» Construir una correspondencia biunívoca entre el campo de los números 


reales y alguno de sus subconjuntos propios. 
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13, Demostrar que es numerable el conjunto de todos los números de la for- 
ma r+ry—1 (r y r' racionales), 

*14, Demostrar que el anillo R(w] de todos los polinomios con coeficientes 
racionales es numerable, 


8. Otros números cardinales 


No todos los conjuntos infinitos son mumerables, es decir, no 
hay sólo un número cardinal infinito. Par ejemplo : 


- PEOREMA 5 (Cantor). El conjunto R* de todos los números 
reales no es numerable. 


Demostración. Vamos a utilizar en ella el llamado «método de 
'vla diagonal». Supongamos que existiese una enumeración T,, %, 
':%qy +». de todos los números reales. Co- 
“«locando uno sobre otro los desarrollos x=... 
' decimales de £odos estos números con 
-las comas en columna, sus cifras de- 
“cimales formarán un cuadrado como el Ys ="""' »ie1Ueedalg * + > 
'indicado en la fig. 2. De las cifras que Y¿="*** Uislirlisdas + >> 
“constituyen la diagonal principal de- Figura 2 
“duciremos un número real b, entre 0 
-y 1, de este modo : Mamando da, la cifra n-ésima de dicha diagonal, 
' como cifra. decimal n-ésima del número b pondremos ba=da —1 si 
Ga 0, y da=1 si d2=0. Entonces, b=0,b,b,b,b,... es un número 
que difiere del x, en la cifra decimal n-ésima, por Jo menos. Así, 
b no. es igual a ningún xv. contra la hipótesis de que la sucesión 
* 1, Ty, ... comprendía: a todos log números reales, ] 
"Nota. Esta demostración viene complicada por el hecho de que 
ciertos números, como 1,000=0,999..., pueden tener dos desarro- 
llos decimales distintos, uno terminado en una sucesión de ceros 
y el otro en una de nueves. La dificultad se salva suponiendo que 
. esta segunda forma de desarrollo (con 9) no se emplea en ningún 

término de la enumeración original z,, %,, ... La construcción de b 
no da lugar a ninguna cifra 9; por lo tanto, su desarrollo es ade- 
cuado para compararlo con el de las x, 
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DEFINICIÓN. Si un conjunto S está en correspondencia biunt- 
voca con el conjunto R* de todos los números reales, se dice que 
8 tiene el número cardinal c. del continuo [en fórinula, o(S)=c]. 
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ep y ros 


establecerse caso por caso mediante construcciones adecua- 
La. -Pero a la larga resulta más cómodo demostrar primero un 
“principio general que se debe a F. Bernstein. En la formulación 
del principio se involucra el concepto general de número cardinal, 
'que-ohora vamos a definir. 


DArINICIÓN. El número cárdinal de un conjunto $ es la colec- 
cibs.de todos los conjuntos que pueden ponerse en correspondencia 
bíunivoca con 8S (*), El número cardinal de 8 se indica por o(8). 


"Sigue de aquí que dos clases S y T tienen el mismo número 

osrilinal (o son cardinalmente equivalentes) si, y sólo si, existe 
una correspondencia biunívoca entre ambas. Esto se expresa con 
la. igualdad simbólica 0(S)=0(T). 
En virtad de la última consideración del $1, el concepto de 
desigualdad entre dos números cardinales puede definirse de modo 
coherente con la noción ordinaria de desigualdad entre los enteros 
positivos. 


. DaFIvNICIÓN. Diremos que el conjunto T es cardinalmente ma- 
yorante del conjunto 8 —4y escribiremos o(8) < o(T)— cuando exis- 
ta una correspondencia biunivoca entre S y un subconjunto de T. 


Teorema 6 (Bernstein). Si 0(8) <o(T) y o(T) <o(8), debe 
-ser 0(8)=0(D). 


Esto quiere decir, en lenguaje ordinario, que si existe una co- 
rrespondencia biunivoca entre S y una parte de T, y otra entre T 
y una parte de S, existirá una correspondencia biunivoca entre 
todo S y todo T. (La recíproca es trivial.) 


. Demostración. Sea s«»sr la correspondencia biunívoca dada 
éntre 8 y un subconjunto de T, y sea tete la correspondencia 
biunivoca dada entre T y un subconjunto de S. Cada elemento s 
de 8 es la imagen to, a lo más, de un elemento t=x0* de T; éste 
(si existe) tendrá a su vez a lo más un padre s'=tr*=s0""5! en $. 
y así sucesivamente. Retrocediendo de este modo cuanto sea posible 


(*) Este concepto ne asemeja al de selemento quimico», el cual es Igualmente 
tuna abstracción que comprende a todos los átomos con una carga nuclear especifica. 
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en los antepasados de cada elemento de S (y lo mismo de T), ye- 
mos que son posibles tres casos : a) elementos en cuya genealogía 
se puede reiroceder indefinidamente ; b) elementos cuya ascenden- 
cia termina en un elemento de S; c) elementos cuya ascendencia 
termina en un elemento de T', miembro el más antiguo de su linaje. 
En correspondencia a estos casos, dividiremos a S en tres subcon- 
juntos Sa, Sa y So, y T en tres subconjun- 
tos Ta, Tr y To. Además, la clase que 
contenga a un elemento de S o de T 
contendrá asimismo a todos sus antepa- 
sados y sus descendientes. . 

" Ahora bien: o (¡también 7!) es bi- 
tinivoca entre S, y T.; cada elemento de 
Sa es la imagen según cv de un elemento 
de T., y sólo de uno, mientras cada ele- 
¡mento t de T, es el original de un ole- 
mento (y sólo de uno) to de S,. De modo 
temejante, 7 (¡pero no cl) es biunívoca 
entre S, y Tr, mientras que c (¡ pero 
no Tr!) es biunivoca entre S, y To. Com- 
binando les tres correspondencias biuni- 
vocas SS T,., He T, y Se T:, obte- 
“nemos una correspondencia biunívoca en- 
tre todo S y todo T, c.q.d. 

"La explicación se ilustra con la figu- HAQUre.0 

ya 8, en la que no aparecen los elementos 
de genealogía ilimitada. Los conjuntos S y T son los de los puntos 
de dos rayas verticales, estando r representado por las 'fiechas que 
£6 dirigen hacia la derecha, y o por las dirigidas hacia la izquierda, 
mientras el sombreado indica la correspondencia biuniívoca entre 
9, y To. 


'TBOREMA 7. El segmento rectilineo 8, : O<x<I1, el cuadra- 
do unidad 8,: 0<x, y <1 en el plano, y el cubo unidad 8,:0<x, 
y, 2 <1 en el espacio, tienen el mismo número cardinal. 


Demostración. La correspondencia z->e*=y (con inversa 
y >1x) es biunivoca entro —<z<+0 y 0<y< +00; la co- 
rrespondencia y > y/(1+y)=z [con inversa 2 >2/(1 — 2)] es biunl- 
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vocá entre 0<y<+00 y 0<2<1. Luego la correspondencia 
2>e (140%) =z es biunívoca entre —o<r<+00 y 0<z<1, 
Esto. demuestra la primera afirmación, 

Para demostrar la segunda, consideremos la correspondencia 


(2) (0,2, TaZa-.., 0, YYsYa»-) > 0,21Y TY aT Yo» >> 

entre los pares ordenados de números entre O y 1 escritos en forma 
desimal, y los números entre 0 y 1. Esta correspondencia es bi- 
univoca (aunque no continus) entre el cuadrado S, y un subcon- 
junto del segmento S, (excluyendo los desarrollos decimales termi- 
nádos por una sucesión de nueves). Esto demuestra que 0(S,) < 
-<0(9,). Pero es evidente que o(S,) <o0(S,), como lo muestra la 
correspondencia > (2, 1/2); luego, por el Teor. 6, 0(S,)=0(8,), 
que es c. Una correspondencia semejante, 


(8)  (0,2,T,T3..., O YrYaYa»»», 0,21Z2%2 0.) > (0,2,Y,2,L2Y ala.) 


demuestra que o0(S,) <o(S,), y por consiguiente, como antes, 
0(B,)=c, 

.En los ejercicios se ofrecen nuevos ejemplos de cobjuntos con 
número cardinal c. 


EJERCICIOS 


1. ¿Por qué es trivial el teorema de Bernstein cuando T, es vacio? ¿Cómo 
resulta S, en este caso? 

2. Expresar los conjuntos Sa, Sy, So, Ta Tr, To. en el caso en que S y T son 

" —1<¿14<1/2 y —1 <t < 1/2, r es la correspondencia $ >8' y o es la co- 
rrezpondencia t>t', 

3. mismo ejercicio si S es el conjunto de los enteros positivos, T el de los 
enteros no negativos, v ess>38, r est>t+1. 

4. Demostrar: cualquier subconjunto de un espacio n-dimensional que con- 
tenga un arco continuo tlene cardinal c. 

5. Probar que sl existe una correspondencia pluriunívoca entre S y la tota- 
Mdad de otro conjunto T, será o(T) < a(S), 

8. Demostrar que, recíprocamente, si o(T) < o(S), existirá una correspon- 
dencia pluriunivoca entre S y la totalidad de T. 

7 ¡Cuález de las propiedades «reflexiva», «simétrica» y «transitiva» se apli- 
can a la relación de equivalencia cardinal o(S)=0(T)? ¿Cuáles se aplican 
a la relación 0(S) < 0(7)? 

8. 8ií 0(S) <o(T) y 0(S')=0(S), demostrar que o(S'”) < o(T). 

9 Demostrar: el número de matrices nxn con elementos cuaternos es c. 
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40, Establecer explícitamente una correspondencia biunivoca entre el con- 
junto de todos los números renles entre 0 y 1 y el conjunto de todos los 
decimales indefinidos 0,a,a,3,... (Sugerencia: Utilizar el Ejercicio 7 de 52 
y considerar dos decimales indefinidos como iguales cuando sean fdénti- 
eos, así que 0,100... :« 0,099...) 

11. El mismo ejercicio para los intervalos 0<z<1 y 0<x<10. 

39, Sin utilizar el teorema de Bernstein, demostrar directamente: 

a) Que el conjunto de los números reales no negativos tiene cardinal e; 
b) Que el conjunto de todos los números reales positivos que no sean 
enteros tiene cardinal c, 

13. Demostrar; sl S=T —U, con o(T)=c y U numerable, será o(S)uc. 

14, Demostrar: si S=7'-—U, con o0(S)=c y T numerable, entonces o(U)mc. 
(Sugerencia: Hacer corresponder S con U, prevía elección de un subcon- 
junto numerable en U.) 


4. Adición y multiplicación de cardinales 


Los números cardinales infinitos pueden sumarse y multipli- 
aarse de modo Semejante a los ordinarios, conservándose todas las 
lúyes excepto la de simplificación. 

Bi m y n son enteros positivos, se puede construir un conjunto 
dé número cardinal m+n ; basta para ello reunir un conjunto S' de 
fimero cardinal m (tal como el conjunto 1, 2, ..., m) con otro 
conjunto S” disjunto (*) con el anterior y de cardinal n (tal como 
e m+1, m+2, ..., m+n). La unión S'—S' tendrá el cardinal 
14n. Análogamente, el conjunto de todos los pares (i, j), donde + 
pértenece al conjunto S” y j al conjunto S* (que pueden disponerse 
S6mo los elementos de una matriz m>xn), tiene el número cardi- 
“al mn. No demostraremos ahora estos hechos tan conocidos ; sin 
embargo, ellos han sido.nuestro punto de partida, por cuanto sugie- 
rán la ampliación a los cardinsles infinitos de la adición y multi- 
plicación ordinarias. 


DerinicióN. Sean a y B dos números cardinales arbitrarios. 
Llamamos a+ 8 al cardinal de aquellos conjuntos que son suma de 
dos subconjuntos, sin elementos comunes, que tienen a y B como 
cardinales respectivos; llamamos af al cardinal del conjunto de 
todos los pares (x, y), donde x pertenece al conjumto con a ele- 
“mentos, e y al conjunto con B elementos. 


o 


(*) Dos conjuntos S' y S? son disjantos, o sin elementos comunes, cuando su 
intersección S'—S' es nula. 
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- La adición es uniforme. Pues si S y T son suma de dos sub- 
conjuntos disjuntos, como S' con S” y T' con T” respectivamente, 
y existe correspondencia biunivoca entre S' y T' de una parte y en- 
tre S” y T” de otra, se. podrán combinar ambas y establecer una 
correspondencia biunivoca entre todo S y todo T. De un modo 
semejante resulta uniforme la multiplicación. Por lo demás, otras 
variso leyes de la aritmética ordinaria se aplican tanto a los nú- 
meros cardinales finitos como a los infinitos (*), 


y Tromema 8. La adición y multiplicación son conmutativas y 
asociativas ; la multiplicación es distributiva para la adición. 


. Demostración. Las leyes conmutativa y asociativa de la adi- 

_ ción son consecuencia de las leyes del álgebra booleana. La ley 

.conmutativa de la multiplicación se deduce de que la correspon- 
dencia (x, y) + (y, z) es biunivoca entre el conjunto de todos los 
pares (2, y) [2e8, ye T] y el de todos los pares (y, 0) [yeT, eS], 
cualesquiera que sean S y T. La ley asociativa de la multiplicación 
se sigue de una evidente correspondencia biunivoca entre el con- 
junto de todas las ternas [(x, y), 2] [ueS, ye T, 24U] y el de las 
ternas [x, (y, 2)] [zeS, yeT, ze U], donde S, T y U son con- 
juntos arbitrarios. Finalmente, si 7 y U son disjuntos, o(S)[o(T) + 
+0(U)] es el número cardinal del conjunto de todos los pares (z, w0) 
[2eS, 0 en T o U], mientras que o(S)o(T) + 0(S)o(U) es el cardi- 
nal de todos los pares (z, y) [2e5, ye T] más todos los pares (z, 2) 
[2¿S, 2cU]. Hay, pues, una evidente correspondencia biunivoca 
entre ambos, que demuestra la ley distributiva. Resulta trivial pro- 
bar que 1-a=a, para cualquier cardinal a. 


: Teorema 9. Las leyes de simplificación para la adición y la 
multiplicación no son válidas para números cardinales infinitos. 


Demostración. ' Lia demostración del Teorema 2 hace ver que 
dmd+1. Pero esto implica d+1=(d+1)+1=d+2, y por otra par- 
te, 1:42, de modo que falla la simplificación en la adición. Ade- 

, más, el conjunto J* de los enteros positivos es divisible en las dos 
partes disjuntas de enteros pares o impares, ambas numerables, 


(*) . Este hecho pierde mucho interés considerando el teorema (que: no demos- 
) de que la suma o producto de dos números cardinales es simplemente el 
mayor de loz dos. La potenciación transfinita (3 6) es mucho más interesante, 
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Tuego d+d=d. Luego, por el Teorema 8, (1+1)d=1-+d, o sea, 
B.d=1+d, mientras que 2741. 
” Las igunldades a=a+1 ya=a+a son válidas para todos los 
aúmeros cardinales infinitos, pero no lo demostraremos. 
Resulta de esto que el sistema de los cardinales finitos e infini- 
tos no puede incluirse en ningún sistema en el cual sean posibles 
la sustracción y la división. 


EJERCICIOS 


1. Demostrar con detalles (mediante el álgebra booleana) que la adición de 
números cardinales es conmutativa y asociativa, 

2. Demostrar que ama+1 para cualquier cardinal infinito a. (Sugerencia: 
Acudir al Teorema 3.) 

3. Demostrar que d+d+d=ddd=d, (Sugerencia: Ver fig. 1.) 

4. a) Sim es un cardinal finito, demostrar que d+nad. 

b) Ver que, semejantemente, es dnx=d. 

3. Demostrar que c+d=c sin utilizar el teorema de Bernstein, 

6. Demostrar que c+c=c-cxac sín utilizar $5, 

7% Demostrar de=c, 

8. Demostrar la última afirmación del $4, 

9. Dar una demostración del Teorema 8, suponiendo: a) la certeza de lo 
afirmado en la precedente nota a ple de página; b) que los números car- 
dínales forman un conjunto simplemente ordenado (ver Capítulo X1, $9, 
Ejercicio 4), 

10. Para un grupo numerable G, consideremos la demostración del: Teorema 
de Lagrange (Cap. VI) sobre el orden de los posibles subgrupos finitos 
S de G, 
a) Demostrar que la demostración no impone restricciones sobre el or- 
, den de $. 
b) Mostrar con ejemplos que pueden existir subgrupos de cualquier or- 
den finito en un G numerable, 


*5, Potenclación 


Si S y T son dos conjuntos finitos, de cardinales respectivos 
m=0(S) y n=0(T), la potencia ordinaria n*=0(T)'") ge puede 
definir como el número de las correspondencias pluriuntvocas del 
conjunto S con cada subconjunto de T. En efecto, una cualquiera 
de estas correspondencias 1 > y está determinada por una función 
Y=](x%) que define para cada argumento x en S un valor y en T. 
“Para contar el número de tales funciones abstractas f, observare- 
tos que el primer elemento x de S tiene precisamente o(T) imá.- 
genes y posibles ; para cada una de ellas hay otras o(T) elecciones 
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. posibles de la imagen del segundo elemento de S, y así sucesiva- 
mente. Así que el número de modos de elegir las imágenes es el 
produoto.de 0(T) por sí mismo o(S) veces, esto es o(T)'", 

" Esta definición combinatoria de o(T)*) pnede aplicarse a los 
púmeros cardinales infinitos. 


* DEFINICIÓN. Sean a y B| dos números cardinales arbitrarios no 
nulos, Representaremos por B" el número de funciones abstractas 
que: transportan un conjunto de a elementos sobre un conjunto 
de PB elementos. 


. Omitimos la demostración realmente trivial de la unicidad ; es 
decir, que si a=a' y B=f, resulta fB*=8"*. 


Teorema 10. c=2, 


: Demostración. Cada número real entre 0 y 1 tiene un desarro- 
lo diádico distinto 0,2,2,%,... (Cap. 1, $12), como sucesión infinita 
le ceros y unos. Pero el número de estas sucesiones (2,, La, Ta, ...) 
s8, por definición, el múmero de funciones que llevan un dominio 
numerable (precisamente, el conjunto de los d lugares de orden de 
esta sucesión) a un dominio de dos elementos (precisamente, el 0 
y el 1). Por lo tanto, no hay más de 2* números reales entre 0 y 1, 
luego (Teorema 7) c <2. 

Por otra parte, cada decimal jndefinido compuesto exclusiva- 
mente de dos cifras (3 y 6, por ejemplo) representa un número real 
distinto, luego 2* <c. Ahora, por el Teorema de Bernstein, nos 
resulta 0=*, c.q.d. 


"TEOREMA 11. Para números cardinales cualesquiera a, B y y, 
son válidas las siguientes leyes de la potenciación : 


1) afar=ab"7 ; 2) (a8)=arB"; 
8) (af)r=af ; 4) al=a y 1*=1. 


Demostración. La de las dos partes de 4) es trivial. Para de- 
mostrar 1)-83), supongamos que S, T y U son conjuntos de a, $ y y 
elementos respectivamente, y disjuntos entre al. 

Demostración de 1). Ses V un conjunto del que T y U son 
subconjuntos complementarios, y consideremos las funciones h(p) 
que llevan Y a S. Por definición, el número de estas funciones es 
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af, Por otra parte, cada una de estas funciones está determinada 
por un par [f(t), g(u)] de funciones independientes, la una llevando 
de TaS, y la otra de U a $. El número de estos pares es, por 
definición, atar, 

Demostración de 2). Consideremos las funciones h(u) que asig- 
nan a cada 4«U un par (s, t)=[f(u), g(u)] de valores arbitrarios 
en $ y T, respectivamente. El número de estas funciones es (aB), 
por definición. Pero es también el número a*8” de pares de funcio- 
nes f(u), g(u), uns llevando de U a S, y la otra de U a T. 

Demostración de 3). Consideremos las funciones f(t, u) de dos: 
variables teT, ue U, con valores en-S; su número es, por defini- 
ción, af, Pero también f(t, 4) asocia a cada valor fijo de u una 
función f.(t) que a cada te T le asigna un valor fu(t)=f(t, u) en S. 
, Recíprocamente, cada correspondencia u->f, define una función 
f(t, u)=f.(t) de las variables t y u, Como el número de las f, es, 
. por definición,.a*, el número de las f(t, u)=(af), 

. - Los teoremas 10-11 nos permiten deducir igualdades en que in- 
torviene c, a partir de otras igualdades en que interviene d. Así, 


da (95)1 09 QC 
221298 =%= 
A= (2) 22 '=M=c (cfr. Teor. 4). 


Con estos resultados, el siguiente Ejeroicio 1 y el teorema de Bern- 
stein, se obtienen fácilmente fórmulas tales como d'=0, né=c para 
n>l, ete. 

Nota. La dificultad de considerar conjuntos vacios atribuyén- 
doles el 0, estriba en la ambigijedad de definir el número 0” de fun- 
ciones que transportan un conjunto vacio sobre otro también vacio. 
¿Berá 0'=0 01? Si a 40, 0'=0 y a*=1. 

Concluiremos con la. demostración de una generalización del 
Teorema 5 de Cantor. 


TEOREMA 12. Para cualquier número cardinal a, es a < 2, 


Aclaración. Esta notación significa que a <2*, siendo a 42. 
Demostración. Sea S cualquier conjunto de número cardinal a. 
Por definición, 2* será el número de funciones f(x), g(x), ... con 
dominio S y valores O y 1. Definiendo, f.(y)=0 si ty y f.(a)=1, 
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. Sénfiramos una correspondencia biunivoca 2 + f, entre S y una clase 

perial de funciones que transportan a S sobre el conjunto (0, 1). 
Esto. demuestra que a < 2. 

_Reofprocamente, sea una correspondencia biunivoca dada 2 <> ga 

dl fito: 8 y las funciones de dominio S y valores 0 y 1. Construyendo 

dy nueva función k(z), con h(x)=0 sl gx(x)=1 y h(x)=1 si gu(x)=0, 

Ex Hz) tiene también dominio S y resultante 0 y 1. Bin embargo, 

Me gx(x) para todo gx, luego h es distinto de cualquier -9x, luego 

" mov existirá ninguna correspondencia biunivoca entre S y el con- 

“junto de todas las funciones con dominio S y valores O y 1. En 

áfmbolos, a 34 2*, 


EJERCICIOS 
4, Demostrar que si a< f, para todo y será: 
.1) a+y<Bry; b) ay <By. Dd ay <fys d y<y, 
Demostrar que cr=2", (Sugerencia: Ver Ejerc. 7 del $ 4.) 
SI un conjunto S tiene cardinal a, demostrar ¿Ue el conjunto de todos los 
posibles subconjuntos de S tiene cardinal 2%, (Sugerencia: Cada subcon- 
junto T<S determina una llamada función caracteristica , (a), con 
AD0w"1 si De T, y $ _(0)=0 en otro caso.) 
4. Demostrar que el nmero de todos los subconjuntos de un cuadrado es 
igual al número de todas las funciones reales de variable real. 
5. ¿Cuál es el número de conjuntos a) finitos, b) numerables, de números 
réales? 
6. ¿Cuántos conjuntos de números reales de cardinal c existen? 


po 


CAPITULO XIII 


Anillos e ideales 
1. Anillos 


Los dominios de integridad tratados en el Cap. 1 son sistemas 
algebraicos con dos operaciones binarias, adición y multiplicación. 
Ahora bien, exfsten sistemas similares en los que la multiplicación 
no satisface la ley de simplificación o la ley conmutativa, que ne- 
oesariamente deben cumplirse en aquéllos. A estos sistemas más ge- 
nerales se les llama «anillos». El estudio. de los homomorfismos en- 
tre anillos conduce a la noción de «ideal», la cual se utiliza con 
provecho al tratar la teoría de divisibilidad de enteros y en la geo-' 
wmetría de curvas y superficies algebraicas. 


DerInicióN. Un anillo A es un sistema de elementos tal, que 
es un grupo abeliano para la operación de adición y es cerrado para 
úna operación binaria de multiplicación, la cual es asociativa y dis- 
tributiva respecto a la adición. Es decir, para elementos cuales- 
quiera a, b, c, del anillo A, se tiene 


(1) aíbc)=(ab)ce, alb+0)=ab+a0, (a+ b)je=ac+be. 


En esta definición se incluyen los diversos anillos conmutativoe 
'Ñ conocidos (ver Cap. IV, $8), tales como el Ja de enteros módu- 
h m y los A[x], A[z, y], de polinomios con coeficientes en un 
anillo conmutativo dado A. Existen también anillos no conmuta- 
tivos, como el álgebra de las matrices nxn y otras álgebras linea- 
lés (Cap. VIII, $6). No es preciso que un anillo tenga elemento 
unidad ; sirva de ejemplo el conjunto de todos los enteros pares 
0, +2, +4, ..., que forman un anillo según la anterior definición, 
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-pyzeo ein elemento unidad. Si A y B son dos anillos, el conjunto 
di: 3 de todos los pares (a, b), con a en A y d en B, constituyen 
wn anillo, con las dos operaciones definidas por 


. (6, D)+(6,, d1)=(0,+4,, d,+b,), 
(a,, b,) (az, b1)=(6,8,, b,b,). 


..* Jl anillo resultante se llama suma dirécta de A y B y se indi- 
dc A + B. 
5 Muchas de las consideraciones sobre Jos dominios de integridad 
lkiitu. sido hechas independientemente de las leyes de simplificación 
ifeqemutativa ; son, por lo tanto, aplicables a todos los anillos. . 
Mai, la noción de isomorfismo entre dos dominios de integridad 
se aplica sin modificación a los anillos. Si se define la noción de sub- 
-aihéldo por analogía con la de subdominio, se puede demostrar que 
ua ambconjunto S no vacio de un anillo Á es un subanillo sí, y sólo 
si, ol estar b y c en S implica que b—c y bo estén en $. 


EJERCICIOS 


l 1) Demostrar que, en cualquier anillo, (—4) (—b)=ab y —(—0)=a4, 

1) Si un anillo tiene un elemento unidad 1, demostrar que (—LDa=—<, 
para todo a. 

it IDemostrar que la suma directa definida por (2) es un anillo, 

it. IDemostrar que la suma directa de dos dominios de integridad no es un 
dominio de integridad. 

4 Definir la suma directa de n anillos dados, y probar que es un anillo, 

'D, ¡Demostrar que la suma directa de dos úlgebras lineales sobre un cam- 
po F puede considerarse un álgebra sobre F, con una definición conve- 
niente de multiplicación escalar. 

UU. Definir la locución «subanillo» y demostrar que las condiciones del texto 
caracterizan a un subanillo. 


dl. ¡Homomorfismos 


Dados dos anillos A y A', se llamará homomorfismo entre A y 4' 
Ko de A a 4” a una correspondencia a>aH tal, que a cada ele- 
inento a de Á le corresponda unívocamente un elemento aH de A', 
y cada elemento a' de A' sea el correspondiente de por lo menos 
ún elemento a de A, a'=aH, debiendo verificarse además, para 
cio a y db de A, que ' 


(11) (a+0)H =6H4+bH,  (c6b)H=(4H) (6H). 
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Brevemente : un homomorfismo es una correspondencia plori- 
amivoca, en la cual se conservan sumas y productos. 

Un homomorfismo H entre los anillos A y A' es ciertamente un 
'jomomorfismo entre el grupo aditivo de A y el de A”. Por lo tanto, 
tiene las siguientes propiedades, demostradas para los grupos en 
):19 del Cap. VI: 


(8) 0H=0, (—o)H=—(aH), (a—b)H =aH —bH. 


Aquí, 0' es el elemento nulo del anillo A”, que es el elemento 
Ádéntico del grupo aditivo de A'. 

La correspondencia ya conocida a-> Gn de cada entero a con gu 
felase de residuos módulo m, es un homomorfismo entre el anillo J 
lo los enteros y el Ju. Bi f(x) es cualquier polinomio con coeficien- 
t'ss.en un dominio de integridad D, la correspondencia /(«) > f(b) 
«Gtablecida «sustitoyendo» x por un elemento fijo b de D, es un 
liomomorfismo_entre el dominio D[x] y el D, pues las reglas pare 
úmar y multiplicar polinomios en una indeterminada x se aplican 
Siórtamente a las correspondientes expresiones polinómicas en b. 
Bi R[e] es el anillo de polinomios con coeficientes racionales, la 
forrespondencia f(x) > (4/2) representa homomórficamente a R[z] 
Bobre el campo de todos los números a+b4/2 (ver Cap. 11, $1). 
fin idea de obtener un campo numérico como imagen homomorfía 
tló un anillo de polinomios es importante en el estudio de los nú- 
Meros algebraicos (Oap. XVI). La suma directa A+ B de dos ani- 
Dos A y B puede transportarse homomórficamente sobre un su- 
fhiando B, mediante la correspondencia (a, b) >b; esta correspon- 
dencia conserva somas y productos, por la propia definición (2) de 
la sama directa. 

- Para describir explícitamente un homomorfismo particular, de- 
bemos preguntarnos, naturalmente, cuándo dos elementos a y b 
lel primer anillo A tienen la misma imagen en el segundo. Por la 
tégla (4), esto sucederá sólo cuando su diferencia tenga como ima- 
yen (a—b)H =0'. Por lo tanto, se debe investigar cuál es el con- 
Junto de los elementos de 4 que tienen como imagen el elemento 0, 
cero de A', Por ejemplo, el homomorfismo J>Ja transporta £0- 
bre cero a todos los múltiplos km del módulo m. El conjunto de 
todos estos múltiplos es cerrado para la sustracción, y también para 
la multiplicación por cualquier entero de J. Análogamente, en el 
homomorfismo f(x) ->f(b) les corresponde el cero a todos los poli- 
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vomios divisibles por z—b, y no a otros. El conjunto Ss de tales 


Dayiición. Un ideal C en un anillo A es un di ci no 
vacio de A con estas propiedades : 

1) Sic, yc, están en C, también debe estar en C la diferen- 
cía Cy, -— Cg. 

2) Sic está en CyaenA, ac y ca están en €. 


TBOBRMA 1. En cualquier homomorfismo H de un anillo A, el 
conjunto de elementos que tienen cero por imagen es un ideal en A. 


Para demostrar el Teorema 1 en general, llamemos C al con- 
junto de todos los elementos c de Á para los que cH=0', siendo 0' 
el elemento cero en la imagen A'. En tal caso, para cualquier a 
en A, (ac) H = (6H) (cH)=(aH)0'=0' y (ca)H =(cH) (6H)=0', lo que 
demuestra 2). Además, c,H =c,H =0' implica, por (4), 


(c,—c)H =c,H —cyH =0'—0'=0', 


lo que demuestra 1), Este resultado indica que los ideales de un 
anillo gon análogos a los gubgrupos normales de un grupo (Cap. VI, 
Teorema 25). 


- TEORBMA 2. Una imagen homomorfa de un anillo A está deter- 
minada, saloo isomorfismos, por el ideal de elementos representa- 
dos en cero. 


Demostración. Sean H y K, respectivamente, las representa- 
ciones homomórficas de ÁA sobre los anillos A” y A”. Demostrare- 
mos que si es aH =0' cuando sea aK=0", y viceversa, entonces serán 
isomorios Á' y A”. Como es natural, estableceremos que un ele- 
mento de 4' se corresponda con uno de 4” si, y sólo si, ambos tie- 
nen el mismo original en 4, esto es, 


dea cuando cH=d, aK=G', 


para algún a. Esta correspondencia es biunivoca, o Ben, que bajo 
ella, cada a' en 4' corresponde a una, y sólo una, a' en A”. Para 
ver esto, se notará, primero, que cada a' en 4' tiene por lo menos 
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un antecedente a en A, y por lo tanto, le corresponde al menos una 
a'=aK en A”. En segundo lugar, si «a y a'<b", entonces 


aH=a'”, aK=a”, bH=g4, bK=b', 


para ciertos elementos a, b de A, de donde (a—b)H =a'—a'=0 
implica 0”=(a —b)K=0a" —b”, por hipótesis, La correspondencia 
también conserva sumas y productos, pues, si a«+a" y dU'eb', se 
tendrá 
d+b'=(a+ DH e (a+b)K=a'+b", 
ab'=(0bd)H e (ab)K=0"b", 


donde « es un original común do a' y a”, y b lo es de b' y Bb”. 

Las dos propiedades 1) y 2) de un ideal tienen varias conse- 
guencias inmediatas, Si un ideal C contiene al elemento c, tam- 
bién, por 1), contendrá al c—c=0; por lo tanto, D—c=—c 
también pertenecerá a C. Aplicando otra vez la propiedad 1), re- 
sultará que la Buma Cc,+c,=c,—(—0,) de dos elementos cuales- 
quiera de C también pertenece a C. Así podemos ver que un sub- 
vonjunto no vacío O de A es un ideal si, y sólo si, pertenecen a C 
+fodas las combinaciones lineales 6,C,+6,C, y C,0, +C,0,, PATA C, y Ca 
en C, y los coeficientes a, y a, en A. En particular, cualquier ideal 
de A es un subanillo de A, yá que es cerrado para las dos operacio- 
nes de A. El anillo Á completo, así como su subanillo (0) que 
consta del cero solamente, son siempre ideales del anillo. A ambos 
zo les .Jlama ideales impropios de A. Los restantes ideales son lla- 
mados propios. 

Correspondientemente, un homomorfismo propio para un anillo 
A será el que represente sobre cero un ideal propio de Á ; de modo 
que no se tratará de un isomorfismo [que representa (0) en 0'] ni 
de un homomorfismo que represente a todo el anillo en 0. 


TEOREMA 8. Un campo no tiene ninguna imagen homomorfa 
propsa. 

Demostración. Bastará demostrar que un campo, considerado 
como un anillo, no tiene idesles propios. Sea C un ideal de F' dis- 
tinto del (0), en el cual, pues, estará contenido un elemento c+0. 
Por 2), estará contenido en C el elemento 1=c”c y, también por 2), 
C contendrá cualquier elemento a=a:1 del campo. Por lo tanto, C 
es impropio, c. q. 4. 
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BE dh es un elemento de um anillo A coomatstivo y con unidad, 
el eonjunto (0) de todos los ¡productos zh de $ por cualquier z de A 
en vo ideal, pues las propiedades 1) y 2) quedan verificadas. Los 
idenlen del hipo (b) se lnvasn ideales principsles; es claro que (b) 
ey elemás poqueño ideal de 4 que contiene a b. 

Teorema 4. En el anillo Y de los enteros, todo ideal es prin- 
cijonl, 


Hsto es airnplemente la reafirmación de tn corolario del algo- 
vilo para la división de enteros (Cap. 1, Teorema 6). 


- Contato. Las únicas imágenes propias homomorfas de J son 
los anillos J. de enteros módulo m. 


- "Dosxa 5. ¡En el dominio F[x) de ¡los polinomios f(x) sobre 
un carpo 17, todo ideal es principal. 


Exte fenrema, es una nueya formulación del 'Teor. 8 del Cap. IV, 
dedincido del algoritmo de división para polirmomios. Estos resulta- 
dos po deben producir la falsa impresión de que todo ideal sobre 
evullguier smillo es principal. 

¿En al anillo Re, y] de polinomios en dos variables con coef- 
cientes racionales, el conjulato C de todos las polinomios cuyo tér- 
uno independiente es ero, constituye un ideal, Pero no es un 
idloal principal, pues dos polinomios én : e ty pueden pertenecer 
$ U sin qué sesn por ello múltiplos de tn mismo polinomio, flx, y). 
AsÍ cono el idesl C no está engendrado por un solo polinomio 
Je, y), toldos sus elementos pueden ser representados en la forma 
«glo, y)+yhle, y); esto es decir que el ideal está dado por las 
vombinaciones lineales ¿le dos elementos generadores, z e y, con 
vocficientes polinomios. 

Consideremos ahors el ideal engendrado ¡por cualquier conjunto 
finito de elementos en un anillo 4 conmutativo y con unidad. Si 
1 iden. O contiene los elementos C,, Cs, -.., Cm, debe contener 

- todas las combinaciones lineales Y, mic, de estos elementos con coe- 
1 


ficiontes 21 en 4. Pero el conjunto 


(m (C1, 3, ».., Cm)== [todos los elementos z ,c, para x, en A] 
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es él mismo un ideal, pues 2 u0— Y ya= Y (1; —yuc,, 
i 
a(qae)= z (az)c,, que son las propiedades 1) y 2), característi- 


ens de un ideal. Como A tiene un elemento unidad, cada c. es uno 
de los elementos del conjunto (5), a saber, c1=0-c,+...+0-Cr,+ 
+1-01+0:C141 +... +0-Cu, Por lo tanto, el conjunto (c,, ..., Cm), de- 
finido por (5), es un 2deal de Á que contiene a todas las c, y está 
contenido en cualquier otro ideal que contenga a las c,. Se le llama 
pl ideal de base c,, ..., Cu. (No es necesario que los elementos de 
la base sean linealmente independientes, en lo que no se parecen 
A los de la base de un espacio vectorial.) * 

En los dominios de integridad más familiares, todos los ideales 
tienen base finita, pero existen dominios en los que no es éste el 


EJERCICIOS 


1, ¿Cuáles de las sigulentes correspondencias son homomorfismos y por qué? 
Si la correspondencia es un homomorfismo, identificar al ideal represen» 
tado en el cero: 

a) a->a*+3, a entero en J; 

b) a->54, a entero en J; 

c) f(x) >f(6), f(x) polinomios en R[x), «+ ralz cúbica de la unidad; 

d) f(x) >/1(0), $(2) polinomios con coeficientes reales; 

e) fix, y) >1(, t), representando Fíz, y) en FIt] (x, y, t Indeterminadas). 

%. Demostrar que cualquier imagen homomorta de un anillo conmutativo es 

"- — conmutativa. 

3. Si un anillo A tiene un elemento unidad e, demostrar que cualquier ima. 
gen homomorta de A tiene también un elemento unidad, 

4 a) Investigar todos los ideales en J,. 

Bb) Hallar todas las imágenes homomorías de J,. 

5. Hacer lo mismo para J,,. 

0. a) Hallar todos los ideales en J¿ para cualquier m. 

9) Halar todas las Imágenes homomorfas de Jy. 

7. Hallar todos los ideales en la suma directa de dos campos, Generalizar. 

8. Hallar todos los ideales en la suma directa J+J, siendo J el anillo de los 
enteros. 

9. Sí C, y C, son ideales en los anillos A, y A, con unidad, demostrar que 
C,+C, es un ideal de la suma directa A, +A, y que cualquier ideal de la 
suma directa tlene esta forma. 

20. En un dominlo de integridad demostrar que (a)=(b) si, y sólo si, a y b 
son asociados (Cap. IV, 65), 

11. Si A es un anillo conmutativo con unidad en el que todo ideal es princl- 
pal, demostrar que dos elementos cualesquiera a y b en A tienen un 
m.c.d., el cual tlene una expresión d=ra +3b. 
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“12 Sea A un anillo con unidad que contiene a un campo F con el mismo ele- 
mento unidad (así, A puede ser un anillo de polinomios sobre F). Demos- 
:«fzar que cualquier imagen proplamente homomorfa de A contiene un 

- campo isomorto con F. 
íB.: En el anillo R[z, y] de polinomios f(x, y)=0+b,x+b,y+c 0 +cy+ 

"" 4+CYat..., ¿cuáles de los siguientes conjuntos de polinomio. gon ideales? 

£1 un conjunto es un ideal, hallar su baze: 

e) Todos los f(x, y) con término constante nulo (a=0); 

'bY' Todos los f(x, y) independientes de 2 (d,=c,=c,=...=0); 

8) Todos los polinomios sin término constante ni lineal (a=b,=b,=0); 

'd) Todos los polinomios sin término cuadrático (c,=c,=c, =0); 

. €) Todos los polinomios cuyos coeficientes satisfacen la condición b,= 

E =—b,, 4=0. 
ft, Sea Jy* el anillo de todos los números racionales m/n con denominador 
.* . primo con p. Demostrar que todo ideal propio en J,* tiene la forma (px) 

«slendo k entero y positivo. 


3. Anillo cociente 


Cualquier homomorfismo de un anillo tiene un ideal correspon- 
diente, que es el de los elementos representados sobre cero, Ahora, 
viceversa, dado un ideal, construiremos el correspondiente homo- 
morfismo. Un ideal C en el anillo Á es un subgrupo del grupo adi- 
tivo de 4. Cada elemento a en Á pertenece a una clase, llamada 
clase de restos según C, representada por a o por a'=4+C, y que 
consiste 'en todos los elementos a+c para c variable en C. Dos ele- 
mentos 4, y 4, pertenecen a la misma clase si, y sólo si, su dife- 
Yencia pertenece al ideal C. Como la adición es conmutativa, C es 
un subgrupo normal del grupo aditivo A, así que las clases C cons- 
tituyen un grupo cociente abeliano, en el cual le suma de dos cla- 
ses es otra clase, obtenida por adición de los elementos represen- 
tantes, esto es, ¡ 

(6) (a,+C)+(a,+C)=(0, +4) +0. 


Esta suma es independiente de la elección de los elementos a, 
y a, en las clases dadas, según demostramos en Cap. VI, $18. 

Para construir el producto de dos clases, escojamos cualquier 
elemento a,+c, en la primera, y cualquier elemento a,+C, en la 
segunda. El producto 


(a, +0,) (4, +0,)=4,8, + (6,0, + 0,4, +C,03)=0,0, +0' 


68 siempre un elemento de la clase a,0,+C, ya que, por la defini- 
- ción de ideal, la suma 8,c,+C,4,+C,0, pertenece al ideal C Por 
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lo tanto, todos los productos de elementos de la primera clase por 
elementos de la segunda, pertenecen a una misma clase ; este pro- 
ducto de clases es 


(7) (6, + C) (a, + C)=a,0) +0. 


Las leyes asociativa y distributiva son consecuencia inmediata de 
las correspondientes leyes en A, así que las clases según C en A, 
constituyen un anillo. 

La correspondencia a-> a'=06+C, que hace corresponder a cada 
elemento de Á una de estas clases, es un homomorfismo, por las 
mismas definiciones (6) y (7) de las operaciones entre clases, En el 
anillo homomorfo, el elemento cero es la clase 0+ C, así que los ele- 
mentos de C son representados en el cero. El sumario de todos 
estos resultados es el siguiente : 


TEOREMA 6.+ Con las operaciones definidas según (6) y (7), 
das clases de restos según un ideal C de un anillo A, forman un 
anillo, llamado el anillo cociente (*) A/C. La correspondencia 
a>a+C, que hace corresponder a cada elemento de A la clase 
que lo contiene, es un homomorfismo entre'A y el anillo cociente 
AJO, y los elementos representados sobre cero en este homomor- 
fismo son exactamente los elementos del ideal dado C. 


CorornaArIO 1. Si A es conmutativo, también lo es AJC. Si A 
tiene elemento unidad, también A/C lo tiene. 


La relación entre ideales y homomorfismos es ahora completa. 
En particular, la unicidad que establece el Teorema 2 puede ser 
enunciada así: 


CororArIo 2. Si un homomorfismo El representa a A en A y, 
exactamente, a los elementos de C en cero, entonces A' es isomorfo 
con el anillo cociente AJC. 


El anillo Ja de los enteros módulo m puede ahora expresarse 
como el anillo cociente J/(m). 

Cualquier propiedad de un anillo cociente se reflejará en una 
propiedad correspondiente de su ideal generador C. Para ilustrar 


(*) El anillo A/C es llamado también «anillo de clases de restoz» atendiendo a 
la naturaleza de sus elementos. 
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este principio, llamemos máximo (*) a un ideal C <A cuando los 
únicos ideales de Á que contienen a C son C y el mismo anillo A, 
Llamaremos primo a un ideal P de A cuando cualquier producto 
ab perteneciente a P tenga al menos un factor, a o b, perteneciente 
a P. Obsérvese que un número primo p engendra un ideal primo (p) 
en el anillo J de los enteros, pues un producto ab de dos enteros 
es múltiplo de p si, y sólo si, uno de los factores es múltiplo de p. 


. TEOREMA 7. Si A es un anillo conmutativo con elemento uni- 
dad, el anillo cociente A[C será un dominio de integridad si, y sólo 
si, C es un ideal primo; y será un campo si, y sólo si, C es un ideal 
máximo en A. 


Demostración. El anillo conmutativo A/C es un dominio de 
integridad si, y sólo si, no tiene divisores de cero (Cap. 1, Teore- 
ma 1). Esta condición se formulará 


(8) ad'=0 implica Y=0 o b'=0, 


donde a' y b' son dos clases de restos según C de los elementos 
a y b, respectivamente, en A. Ahora bien, una clase a' según C es 
cero si, y sólo si, a se encuentra en el ideal C, así que la condi- 
ción (8) puede traducirse por 


(9) ab en C implica a en Co ben C. 


Resulta, pues, que C cumple exactamente la definición de ideal 
primo, c. q. d. 

Supongamos ahora que C es máximo, y ses b un elemento de 4 
que no pertenezca a C. En tal caso, el conjunto de elementos c+ bz, 
para cualquier c en C y cualquier x en 4, es un idesl, como es fácil 
probar. Este ideal contiene a C y contiene a un elemento que no 
está en C; luego deberá coincidir con todos el anillo A, ya que C 
es máximo. En particular, la unidad 1 estará en este ideal, así que 
para alguna a.es 1=c+ba. Traduciéndola en clases, esta ecuación 
dará 1'=b'g'. Para cualquier clase b'=b+C-+4C tenemos, pues, una 
clase inversa a'=a+C, lo cual equivale a decir que el anillo con- 
mutativo de clases es un campo. Inversamente, si AJC es un cam- 
po, se puede probar que C es máximo. 


(*) En vez de emáximo», es muy frecuente llamarle «divisor mínimo», 


ANILLO COCIENTE 387 


Como cualquier campo es un dominio de integridad, el Teore- 
ma 7 implica que cualquier ideal máximo es primo, La recíproca 
bio es cierta, y un ideal primo puede no ser máximo, Consideremos, 
por ejemplo, el homomorfismo f(z, y) >(0, y), del dominio F[z, y] 
de todos los polinomios formales en 2 e y con coeficientes en un 
£ampo, al dominio más restringido F[y]. El ideal representado en 
4 cero es el ideal principal (2) de todos los polinomios múltiplos 

_x, Como el anillo imagen F[y] es tembién un dominio, este 
Heal (x) es primo (lo cual es fácil de verificar directamente). Pero 
[4] no es un campo, luego (1) no puede ser máximo. En efecto, 
£%) está comprendido en el ideal más amplio (+, y) de todos los 
olinomios formales con el término constante igual a cero. 


É EJERCICIOS 


1 Demostrar las leyes asociativa y distributiva para la multiplicación de 
clases residuales, 

2, Definamos la congruencia módulo un ideal C < A, poniendo ar=b (mó- 
dulo C) para indicar que a—b pertenece a C. Demostrar que las con- 
gruenclas pueden sumarse y multiplicarse, y mostrar que una clase re- 
sídual de C consiste en todos los elementos mutuamente congruentes, 

3. Demostrar en detalle las dos afirmaciones de Corol, 1, Teor. 6. 

4. Hallar todos los ideales primos en el anillo J de los enteros. 

%. : Hallar todos los ideales primos y todos los ideales máximos en el anillo 
F(x] de los polinomios sobre F. 

A Demostrar, sin utilizar el Teor, 7, que todo Ideal máximo dé un dominio 
de integridad es primo. 

7. Hallar un ideal primo 'que no sea máximo en el dominio J[r] de todos 
los polinomios con 'cóeficientes enteros. ; 

08. Mostrar que, en el dominio J[w)' de todos los números a+bw (a, b ente- 
ros, v raíz cúbica imaginaria de la unidad), (2) es un ideal primo, Des- 
cribir Jlw]/(2), 

0. En el anillo de polinomios R[x, y], ¿cuáles de los siguientes ideales son 
“primos y cuáles máximos? 


2) (2); Cc) (y—9; e) (*—1); 

b) (£—2, y—3); d (*+0D; ct (+1 y—3) 

10. Demostrar que si un anillo cociente A/C es un campo, C es un ideal 
máximo, 


11. Hallar anillos que sean isomorfos, respectivamente, a cada anillo cociente 
A/C de los que siguen: 
a) A=RlzJ, C=(x— 2); 
b A=Rl[z2, Cx(21+1); 
e) A=Rírx, y) C=(x, y—1); 
d) A=J[z), C=(3, 1); 
e Ape, C= (p), como en Ejerc. 18 de $2. 
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“2 (Segundo teorema del isomorfismo.) Sean C>pP dos ideales en un ani- 
- TOA. d 
: 8) Demostrar que ej anillo cociente C/D es un ideal en A/D. 
de ¡P?. Demostrar que A/C es isomorfo con (A/D)/(C/D), (Sugerencia: El 
4-7. producto de dos homomorfismos es un homomorfismo.) 


be Álgebra de ideales 


La relación de inclusión entre ideales se asocia estrechamente ' 
con la de divisibilidad entre números. En el anillo J de los enteros, 
m1 |m significa que m=an, y por lo tanto, cualquier múltiplo de m 

"és múltiplo de n. Los múltiplos de n constituyen el ideal princi- 
'pal (n), así que lo dicho significa que (m) está incluído en (n). 
e Inversamente, (m) < (n) significa, en particular, que m está: en (n), 
es decir, que m==an. Por lo tanto, 


(10) (m) < (n) si, y sólo si, n|m. 


* Pero ¡cuidado! El número «mayor» corresponde al ideal «me- 


** ner». Por ejemplo, el ideal (6) de todos los múltiplos de 6 está 


contenido propiamente en el ideal (2) de todos los números pares. 
" .Elm.c.d. y el m.c.m tienen fácil interpretación en la teoría 
'*de -los ideales, El mínimo común múltiplo m de los enteros n y k 
es un múltiplo de ambos que es, además, divisor de cualquier otro 
múltiplo común. El conjunto (m) de todos los múltiplos de m es, 
pues, el conjunto de todos los múltiplos comunes de a y k; consti- 
tuye, pues, exactamente el conjunto de elementos comunes a los 
. ideales principales (n) y (k), De modo análogo, en un anillo A, la 
intersección B—C de dos ideales B y C es también un ideal. De- 
signando por D otro ideal, el ideal B—C tiene estas propiedades : 


B=C<B B=C<C 
DSByD<C implica D<B=-C, 
4. La intersección es, pues, en el sentido de la teoría de redes, la 
cota. inferior máxima. 
. Dualmente a la intersección, consideremos la suma de dos idea- 
_lés. Si B y C son ideales de A, se puede comprobar que el conjunto 


(1D) B+C=J[todas las sumas b+c, para ben B, c en C] 


es un ideal de A. Como cualquier ideal que contenga a B y € con- 
tiene también a todas las sumas b+c, dicho ideal B+C contiene 
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.B y € y está contenido en cualquier otro ideal que los contenga a 
bos. Asi, B+C es la c.s. m. o reunión de B y C, en el sentido 
b;la teoría de redes. 


-BOREMA 8. Los ideales de un anillo A bajo la relación de 
jelusión, constituyen una red, en que la reunión viene dada por. 
Feumo B+0 de (11), y la intersección por B-0 


Bs 

y, Bi dos enteros m y n tienen d por máximo común divisor, el 
deal suma (m)+(n) coincide, precisamente, con el ideal princi- 
1 (d). Pues, por (10), (d) > (m) y (d) > (n); mas como d tiene 
0 representación d=rm+sn, cualquier ideal que contenga a m 
ka 1 deberá contener a d, y, por lo tanto, a (d), Por consiguiente, 
es la suma de (m) y (1): (d) = (m) + (m). 

ES, ': En general, si los ideales B y C en un anillo conmutativo son 
4 pgendrados por las bases : 


Bx=(b,, ... y Bu), C=(0,, y Ca), 

támo en (6), entonces cualquier suma b+0= = E obi+ Y yo está 
Engendrada por las bi y cs, de modo que 

pais 

ds) úl (b, Do...” Bm) + (0, ...) 00) = (b,, ...y Dn, Cr» .... Ca). 


- Esta regla, combinada con la natural transformación de bases, 
¡inede utilizarse en el cálculo del m.c. d. de los números enteros. 


for ejemplo, 
h96, 970) = (336 — 970, 270) = (66, 270)= 
= (66, 270—4x 661=(66, 6)=(6), 


'Hnego el ra.c.d. de 338 y 270 es 6. 
- En cualquier anillo conmutativo con unidad, se puede también 
Plot el producto B-C de dos ideales B y O, de este modo: 


pu) B-0O= [todas las sumas b,C, +... +ducn, para b, en B, c, en C]. 


? 


- Este conjunto es, efectivamente, un ideal; está engendrado por 
os los productos bo con un factor en B y otro en €, y es el 
“menor ideal que contiene a tales productos. En particular, el pro- 
Gncto de dos ideales principales (b) y (c) es el ideal principal (bo). 
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Mús generalmente : si los ideales B y C están determinados por 
sendas bases, como en (12), cualquier producto bc tiene la forma 


bc= (2 zab;) a Yyics) = y (241) (b,c;). 
de modo que el ideal producto BC tiene la base 
E (15) BC=(b,c,, b,Cz, so.» DanCa-1) dnCa). 


Ebtos productos son utilizados en el estudio de los enteros.algebrai- 
al (Cap. XIV, $10). 


EJERCICIOS 


1. Demostrar detalladamente que BC y B+C son también ideales. 
2 Demostrar que el producto BC de (14) es un ideal. 
3. Dibujar un diagrama de red para todos los ideales en J,.. 
4 El f(e) y gía) son polinomios sobre un campo y dí») es su m.c.d., de- 
mostrar que [f(m)1+[p(2)]=[d(2)7. 
5, Calcular por el ideal base el m.c. d. (250, 3986) y (8824, 12825). 
6, Demostrar que todo ideal en el anillo J de los enteros puede represen- 
. tarse univocamente como un producto de ideales primos, 
_7, Demostrar las reglas que siguen para transformar la base de un ideal: 
(O. Cp »..» Cm=(0,FECp Cp ..«s Cd, 
(204 Cu Cp «o Cm) (C, Cp ...» Cra). 
8. Simplificar las bases de los siguientes ideales en R[o, yl: 
(P+y, y, tra), (2 +sry ey! 222 —y!, 01+86zxy, a +y?, 
9. a) En un anillo conmutativo con unidad, mostrar que BC <B —C, 
b) Dar un ejemplo mostrando que el caso BC<B-—-C es posible. 
c) Demostrar que B(C+D)=BC+BD, 
*10. Demostrar que la red de los ídeales en cualquier anillo es modular, en 
el sentido de Ejerc. 5, Cap. XJ, (9, 
- 11, En un anillo conmutativo A con unidad, designemos por B:C el conjunto 
de todos los elementos e tales, que xzc esté en R slempre que c esté en C. 
a) Si B y C son ideales, demostrar que B.C es también un iden] en 4. 
(Este es el llamado «deal cociente») 
bh) Demostrar que (B, — B,):C=(B,:C) -- (8,:C). 
c) Demostrar que B: C es la c.s.m, de todos los ideales X con cx <B. 
12. Demostrar que si un anillo R contiene a los ideales B y C con B--C=0, 
B+C+=R, entonces R es isomorfa con la suma directa de B y C. 


'*5, Aplicaciones a la geometría algebraica 


La noción de ideal es fundamental en las modernas considera- 
ciones sobre la geometría algebraica de las líneas y superficies. 
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zo apropiado del concepto de ideal para este estudio puede ser 
Iistrado con un ejemplo sencillo, 

E. El círculo C de radio 2, situado en el plano paralelo al (xp) de 
Gta 2 y con centro en el eje 7, se describe analiticamente como 
E conjunto de puntos (x, y, 2) del espacio, que satisfacen al sis- 
(me de ecuaciones 


T+y—4=0, 2—2=0. 


:Con esto, la curva C está definida como intersección de un 
álindro circular y de un plano. Pero C puede ser definida, con 
¡ual exactitud, como intersección de una esfera y de un plano, 
'gún el sistema equivalente 


47) airyir—850, 2220. 
También es posible la descripción por el sistema 
118) e Pry—4=0, 24y—2=0, 


fue traduce análíbicamente la intersección de un cilindro circular 
bón el paraboloide de revolución x*+y*=2z. 

po Pero, según esto, la forma más imparcial de describir a C es 
bticerlo mediante todas les ecuaciones polinómicas a las que satis- 
hacen sus puntos. Mas si f(x, y, 2) y g(t, y, 7) son dos polinomios 
Epyos valores resultan idénticamente nulos sobre C, también' su 
Eebma y diferencia se anularán sobre C. Y lo mismo los productos 
Ex, y, 2)/(2, y, 2) por ouslquier polinomio a(=, y, 2). Esto signi- 
Eñca, simplemente, que el conjunto de todos los polinomios idéntica- 
'hente nulos sobre C es un ideal. Este ideal, y no un par cualquiera 
U6 sus elementos, es el que proporciona para C la descripción re- 
fuerida. 

Y" En estas consideraciones vemos que cualquier par de polinomios 
feria es simplemente el generador del ideal de todos los poli- 


homios idénticamente nulos sobre C. Cualquier polinomio obtenido 
le lan ecuaciones (16) por combinación lineal con coeficientes polí- 
hómicos, como 

E 


(19) he, y, Y=alz, y, 2) (27 + y? —4)+b(x, y, 2) (2—2), 


¿pertenece al ideel. Inversamente, puede demostrarse que toda ecua- 
ción polinómica h(x, y, 2)=0 que represente una superficie pa- 
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: gando por la curva C,es de la forma (19). Pero el conjunto de todos 
-“-jos polinomios (19) es simplemente el ideal (1"4+y? —4, 2—2) en- 
gendrado por los dos polinomios (16) en el anillo R*[x, y, z] de 
todis las formas polinómicas en z, y, 2 con coeficientes en el cam- 
po “R* de los números reales. Los polinomios (17) engendran el 
mismo ideal, pues son combinaciones lineales de los (16), mien- 
tras gue los (16) pueden obtenerse a su vez como combinación 
linéel de los (17). El idea] polinómico determinado por la curva C 
tiéne, pues, varias bases : 


(00) (Py —t, 2—2)=(2+y +21 —8, 2—2)= 
ó =(2?*+y* —22, 2—2). 


Las ecusciones paramétricas u=t, y =t*, 2=t* determinan una 
cúbica alabeada (,. Determinemos el ideal M de los polinomios 
que se anulen en'todo punto de C,, Estos gon los polinomios que 
se reducen a 0 con la sustitución z=t, y =t?, 2=t*, esto es, los re- 
PS en cero por el homomorfismo 


(2D) - flc,y, 2 >[f, t?, 2?) — (t es una indeterminada). 


Ea “claro que en todos los puntos de C, es y=x* y 2=x*, de modo 
que y —z* y ¿—2* pertenecen al ideal M. Pero, recíprocamente, 
-observemos que la sustitución y=Y'+2*, 2=2'+2* transforma cual- 
quier polinomio f(x, y, 2) en otro polinomio f(z', y, 2') y que de 
esta forma. el homomorfismo (21) es 


- (99) - fía, y, 2)>f(t, 0, 0). 


Esta correspondencia transporta sobre el cero a aquellos térmi- 
nos de f que contienen y' o Y, y no a otros, asl que los polinomios 
representados sobre el cero son, simplemente, Jas combinaciones 
lineales g(<, y, 2)y"+h(w, y, z)2, Por lo tanto, el ideal M es pre- 
-cisamente el ideal (y', 2) =(y—2?, z—a2*) con base y =y—xu*, 
Z=m2—g?, Esto expresa la intersección de dos cilindros. En el 
estudio de C,, el anillo cociente R*[x, y, 2]/M juega un importante 
papel. La representación (22) prueba que este anillo cociente es 
isomorfo con el anillo de polinomios R*(t]. 

Ls suma de dos ideales tiene una sencilla interpretación geo- 
métrica. Por ejemplo, en R*(z, y, 2] el ideal principal (2 —2) re- 
presenta el plano 2=2, ya que todos los polinomios de la forma 
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(e, y, 2) (2—2) se anulan cuando, en vez de z, y, 2, se ponen 
Jos coordenadas de un punto:del plano 2=2. Similarmente, el ideal 
=rincipal (2? +y*— 4) define un cilindro de radio 2, cuyo eje es el 
le las 2. La suma de estos dos ideales es (1? + y? E 2 —2), de 
Bonerdo con la regla (13). Acabamos de ver que esta suma repre- 
:ganta el círculo intersección del plano y el cilindro. Y puede demos- 
5 , efectivamente, que la figura correspondiente a la suma de 
idos ideales es la intersección de las figuras que corresponden a los 
£imandos, 

de En % dimensiones, una variedad algebraica (curva, superficie, 
tera) es el conjunto V de todos los puntos (Z,, ..., Ts) que satis- 
cen a un sistema conveniente de ecuaciones polinómicas 


x39 f.(x,, ..., La) = 0, ..., fult,, ..., La) =0, 


. Como antes, el conjunto My de los polinomios que se anulan 
en todos los pyntos de V, es un ideal, el cual contiene ciertamente 
$. todas las combinaciones lineales de las f.(x,, ..., %a). El teorema 
de la base de Hilbert asegura que My tendrá al menos una base 
finita, aunque ésta puede ser distinta de la que sugieren las ecua- 
tiones (29), 

" Recíprocamente, cualquier ideal C del anillo de polinomios 
R*[%,, ..., 20] determina una figura correspondiente, que consiste 
en todos los puntos (a,, ..., da) del espacio n-dimensional tales, que 
fía, ..., da)=0 para todo polinomio feC. El teorema de la base, 
de Hilbert, asegura que C tiene una base finita f,, ..., fm, así que 
la correspondiente figura Y es precisamente una variedad algebrai- 
6. Sin embargo, el ideal My de 'esta variedad puede ser más amplio 
que el ideal dado C (ver el Ene Ejerc, 8). 


. EJERCICIOS s 

1. HalMar el ideal correspondiente u la curva de ecuaciones paramétricas 
zet+1, y=t', 2ti +82, 

2. Demostrar que un ideal (axr+by+cz+d, a'r+by+0z+d') engendrado 
por dos polinomios lineales, linealmente independientes, determina una 
recta, 

3. a) Demostrar que los ideales (z, y y (2, xy, y?) en R*lx, y, 2] deter- 

minan la misma varledad algebralca. 

b) Mostrar que la correspondencia entre los ideales de polinomios y las 
variedades algebralcas que determinan, no es biunivoca. 

c) Demostrar que cualquier ideal y su cuadrado determinan el mismo 
lugar. 
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, JMostrar con detalle que el conjunto de polinomios en R*(z,, ..., 241 que 

*-359 anulan idénticamente sobre un lugar C, es un ideal. 

18) ¿Cuál es el lugar determinado por zy=0 en el espacio tridimensional? 

1b) Probar que el lugar determinado por el producto de dos ideales prin- 

cipales es la unión de los lugares determinados por cada ideal sepa- 

. ridamente. 

18) Generalizarlo a ideales arbitrarios, (Sugerencia: Si un punto del lu- 
* gne del producto no está en el lugar determinado por el primer fac- 
.tor, deberá anular a uno por lo menos de los polinomios del primer 

ideal) 

d) ¿Cuál es el lugar determinado por la intersección de dos ideales? 

li 1) Citlcular la inversa de la transformación «birrecionals T: x=, 

; Yuy—y, ¿my—e, 
lb) Demostrar que el conjunto de todas las substituciones '=x, y'=y+ 
+p(m), Y u24+q(x, y) es un grupo. 
(1) Mostrar que cada una de estas substituciones inducen un automor- 
firmo sobre el anillo R*(x, y, zl. 
“.“ om) Sí. C es un ideal en un anillo A, el radical de C es el conjunto yC 
do todos los » en A con alguna potencia 2" en C, Demostrar que 
YT es un ideal. 
Ib) 81. C es un ideal en el anillo de polinomios del texto, Y el lugar €o- 
_rrespondiente, demostrar que M, contiene a yC, (Un teorema de 
Hilbert asegura que M,=yC. ) 


'w + Ideales en las álgebras lineales 


n:un anillo no conmutativo cabe considerar ideales por la 
tiierda y por la derecha. Un ideal por la izquierda L en un ani- 
«ll es un subconjunto de Á tal, que z—y y az están en L siem- 
que lo estén. x e y y a sea de Á. Un ideal por la derecha se 
«¿e de modo análogo, Y cuando un ideal lo sea en el sentido que 
wwos considerado hasta ahora, se le llama ideal por ambos lados 
implemente «ideal». Por ejemplo, en el anillo M, de todas las 
hirices 2x 2, las matrices en las que la primera columna es total- 
itxte de ceros forman. un ideal por la izquierda, pero no por la 
"oha. 
Tóstás ideas se pueden aplicar útilmente a un álgebra lineal A 
-un elemento unidad 1. En este caso, cualquier ideal por la 
salerds L ó por la derecha R es tembién cerrado para la multi- 
cwción por un escalar, es decir, que si £ es un elemento de L 
a ' es un escalar, L contendrá también a cÉ, pues, en efecto, 
En (0-1)€ es el producto de un elemento en L por un elemento 
” 5 de A. Por lo tanto, si A se considera como un espacio lineal 
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sobre el campo de coeficientes, cualquier ideal por la izquierda 
(o. por la derecha) de Á es un subespacio. s 

Este resultado puede enunciarse de otro modo como sigue. Una 
FSubálgebra de un álgebra lineal A es un subespacio S de Á cerrado 
para la multiplicación. En fórmulas, 


(24) ÉS y neS implican cé+dneS y ÉneS. 


Una subálgebra de A se llama invoriante por la izquierda si 
«ouando contiene a un elemento É, contiene también a todos sus 
múltiplos por la izquierda ag (acA); las subálgebras invariantes 
por la derecha y las invariantes se definirán anélogamente a como 
se hizo, respectivamente, con los ideales por la derecha y con los 
ideales (por ambos lados). 

Hemos visto, pues, que en el caso de las álgebras lineales con 
elemento unidad, esta terminología adicional es superflua ; 


. [TEOREMA 9* Las subdlgebras invariantes por la izquierda, in- 
'nariantes por la derecha e invarientes (por ambos lados) de un 
idigebra lineal con elemento unidad, son respectivamente equica- 
dentes a sus ideales por la izquierda, ideales por la derecha e idea- 
"les (por ambos lados). 


Un. álgebra lineal se llama simple si no tiene ideales (por ambos 
lados) propios. Por lo tanto, un a simple no tiene imágenes 
homomorías propias. 


TEOREMA 10. El dlgebra pe todas las matrices nxn sobre un 
campo es simple. 


Demostración. Esta álgebra Ma tiene como base las n? matri- 
oes Ey, cuyo elemento en la posición (i, j) es 1, siendo nulos los 
restantes, Un ideal propio B en M, debería contener al menos una 
“matriz no nula 4= ZauEsy, con algún coeficiente 47,340. Pero en- 


“tonces, la matriz 
(0) Ex A En = (4n)* 2 ExEyEn01 = Eu 


estará también en B. Por lo tanto, también pertenecerá e B la ma- 
triz identidad 7= Y Eu, luego B coincidirá con Ma y no se tratará 


de una subálgebra propia, c. q, d. 
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:. Wedderburn (1908) demostró un célebre recíproco del Teore- 
ño 10. Este recíproco afirma en particular que toda álgebra simple 
óbre el campo C de los números complejos es isomorfa con el ál- 
Fa de todas las matrices nxn sobre C. Para tratar el caso ge- 

fol, se necesitan los conceptos de álgebra de división (Cap. VIIT, 
40) y de álgebra de matrices cuyos coeficientes 41, pertenecen a un 
- álgebra de división. 

“Para sumar o multiplicar dos matrices 2 xn con coeficientes en 
un álgebra de división D, se aplican ia las reglas ordi- 


niriss : 


ll 24 11+ 1 dy ]]=1] a+ bs 1), elit ll =l ca, ll, 
Y ss || 1 Das |=[Zaxba ll. 


El resultado de Wedderburn' es que si F' es cualquier campo, 
la más general álgebra simple A sobre F se obtiene como sigue. 
Tomemos cualquier álgebra de división D sobre F y cualquier en- 
tero positivo n. Entonces A consta de todas las matrices n xn con 
coeficientes en D. En el caso particular de ser F el campo C de los 
números complejos, el teorema fundamental del álgebra se puede 

¿» Ubilizar para demostrar que la única álgebra de división sobre C 
* coincide con C. 


as) 


EJERCICIOS 


Demostrar que cualquier álgebra de división es simple. 

Hallar todos los ideales por la derecha en un álgebra de división, 

Discutir el álgebra de los iSeales por la izquierda en un anillo, en el sen- 

tido de 14, 

4. Demostrar que cualquier anillo cociente de un álgebra lineal sobre F es 

. también un álgebra lineal 

5. a) SiS es un subespacio del espacio vectorial V,(F), demostrar que el 
conjunto de todas las matrices con filas en S es un ideal por la iz- 

*  quierda de M,(F)». . 

26) Demostrar.que todo idea] por la izquierda C de Ma(F) es uno de los 

descritos en la parte 2). (Sugerencia: Ver que cualquier fila de una 

matriz de C es la primera fila de una matriz en C que tiene iguales 

a O todas las filas restantes, Utilizar los métodos del Capitulo X.) 


00 M9 » 
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7. Característica de un dominio de integridad 


Resulta difícil la clasificación de todos los anillos, pero en los 
dominios de integridad se llega a resultados satisfactorios exami- 
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nando los subgrupos cíclicos de D, considerando D como un grupo 
aditivo (*). Para la potencia m-ésima de un elemento de este grupo 
emplearemos sistemáticamente la notación mxa. Asi, si m es un 
entero positivo, 

(26) mxa=a+...+4 (m sumandos), 

si m=0, 0xa=0, mientras que si m=-—n es negativo, 

(97) —nxb=nx (—a)=(—0)+...+(—a) (n sumandos). 

Para destacar que mxa no es el producto de a por otro elemento 
«de D, llamaremos a mxa el m-ésimo múltiplo natural de a; m es 
'simplomento un entero ordinario, mientras que los elementos de D 
jpueden no ser números. 

':- Los múltiplos naturales de los elementos del dominio D cum- 
«plen todas las propiedades que han sido. demostradas, con la nota- 


'ción multiplicativa, para las potencias de un grupo conmutativo ; 
por lo tanto, 


(28) — (mxaJ+(nxa)= dia mx (nxa)=(mn) xa, 
y | | 
(99) mxla+b)=mxao+mxb, mxl—a)=(—m)xa. 


Veamos ahora otras propiedades, consecuencia de la ley distribu- 
Sivá, La ley general distributiva (ver Cap. 1, $5) es 


(a+4+.. .+0)b=ab+ab+.. .+ab (m sumandos), 


Esta fórmula, con lo notación de los múltiplos naturales, se escribe 
Sal: 
(80) (m x a)b=m x (ab) =a(m x bd). 


Lo mismo es válido para m=0 y para m negativo, pues si 
m==—n, la definición (27) da 


(—n) xab=08 x (—ab)= [n x (—4)] b =[(—n) x a]b. 


(*) Representar D en notación adítive supone considerar a 0 como elemento 
«Adéntico, (—a) como inverso de a, y 04... +a como potencia m-ésima de a, 


cl 
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im wuegla (a+...+0)(b4+...+b)=ab+.,.+ab es otra ley distribu- 
mt ! aigeneral, Se puede formular de nuevo así : 


(m x 6) (n xb)=(mn) x (ab), 


agitar Msarbién vale para los enteros mm y n positivos, negativos o nulo 


Ii,pliquemos la ides de múltiplos naturales al dorninio J, de lun 


urnucos módulo p, con p primo. Como cuslquier entero a repetido 
“hrzes como sumando da una suma divisible por p, cualquier ele- 
luto a en Jy tendrii la propiedad caracterlstica de ser 


ie px6=04+0+.,,+4=0 (p sumendos). 


irtiw significa que la «potencia» p-ésima de a en el grupo aditivo Y, 
: hummpre el elemento O del grupo. El orden de a en el grupo es, 
¡url tanto, poun divisor de p. Como p es primo, no puede tener 
luwmres propios, y resulta que cualquier elermento no nulo de J, 


" el orden aditivo p. Por otra parte, en el dominio de integri- 
Y de todos los enteros, la adición repetida de un entero con él 


iio no puede ser cero, Juego en dicho dominio todo entero no 
andy tiene orden aditivo infinito. Estos dos hechos pueden genera- 
e. 


l'eoremA 11. En el grupo adítivo de un dominio de integridad, 


En 
actuila m xb=0. Esto demuestra el teorema. 


lll 


Ello 


0 ca 


sl 


tt! al orden común de sus elementos no nulos en el grupo aditivo 


A 


"tt log elementos no nulos tienen el mismo orden. 


"or definición, el orden de a es el menor entero m tal, que el 


athikiplo natural m x a es cero. Luego nos bastará probar que, da- 
ae 50 y dEO, es mxa=0 si, y sólo si, mxb=0. Supongamos 
1 mx6=0, Entonces (mxa)b=0, y por (30), 


(mx bJa =m x (ab) =(m x a)b=0. 
actor 450 puede suprimirse por la ley de simplificación y 


IDerinicióN. Se llama característica de un dominio de integri- 
«ilominio. 


Somo el elemento unidad e (*) no es nulo, se puede decir que 
tiiacterística del dominio es el menor entero 1 tal, que m xe=0. 


esto razonamiento representamos por e la unidad del dominio, dístin- 


1”) En 
Migtadole así del entero positivo 1. 
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Bi moxe es siempre distinto de cero, para cualquier positivo m, 86 
¡irá que la característica es 00 (*). El dominio J de todos los en- 
“foros tiene caracteristica 00, mientras que el dominio J, tiene carac- 
“éristica p. Estos son los únicos casos posibles. 


TEOREMA 12, La caracteristica de un dominio de integridad, 
p bien es 00, o bien es un número primo p. 


Para demostrarlo, supóngsse que, al contrario, algún dominio D 
¡Ehiviera caracteristica compuesta, como m=18. Entonces, por (31), 


O=mxe=(18)xe=(rxe)-(8x e). 


* Por la ley de simplificación, o bien será rxe=0 0 bien 8xe=0. 
¿Xmego la característica deberá ser un divisor de r o de s, pero no 
ln, como hablamos supuesto. 
¡, Este resultado nos dice que un dominio D o bien tiene carac- 
tica prima p (**), en cuyocaso vale (32), o bien caracteris- 
ica 00, en cuyo caso 6+4+...+4=0 implica a=0, En el estudio 
da las (orIAR cuadráticas (Cap. IX, Teor. 13), nos hemos encon- 
o con algunos teoremas válidos en los campos de característica 
¡Blstinta de 2. 
* * El dominio fundamental de característica p es el J,, déxidole 
5 esta afirmación el siguiente sentido : 


- TEOREMA 189. En cualquier dominio D de característica p, el 
subgrupo aditigo 8 engendrado por el elemento unidad es un sub- 
inio isomorfo con el dominio J, de los enteros módulo p. 


j Demostración. El subgrupo cíclico en cuestión, S, consiste en 
'todos los múltiplos naturales distintos 1xe, 2xe€, ..., (p—1)xe, 
Pxe= =0 del elemento e unidad de D. Por (31) es (mx e) (n xe)= 
¡in (mn) x e, así que S es multiplicativamente cerrado (por otra par- 
to, contiene elemento unidad e y es cerrado para la adición y sus- 

ión), luego S es un subdominio de D. Este subdominio consta 
pxrectamente de p elementos distintos y puede ser puesto en corres- 
«pondencia con el dominio J, de los enteros módulo p por la regla 
Bxe«m,, donde 1m, es la clase de m en el dominio J, de las 


(*) Muchos nutores dicen «característica 0» Q «sin cnracteristicas, en vet de 
ecaracterística oc». 


(**) Los campos de característica p +0 se llaman a veces ecampos modulares». 
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clases de restos, módulo p. Bajo esta regla, cada elemento de 4, 
es “el correspondiente de un elemento de S, e inversatuente. 

. Para probar que lu correspondencia ex biunivoca, debemos de- 
mostrar que mxe=8uxe si, y sólo si, 1mp=0p. Pero Mm,=n8, signi- 
fica que m=nx (mód. p), o sea que p|(m—m, y esto, a su vez, 
"equivale sucesivamente a (m—n)xe=(), mxe—n8xe=0, mxe= 
=N xt. a 

Para probar que esta correspondencia es un isomorfismo Je 8, 
será suficiente comparar las fórmulas de adición y multiplicación. 
Pero las reglas para sumar y multiplicar las clases residuales en 
J, son exactamente paralelas a las fórmulas (28) y (31), 


(mxed+(nxel=(m+n)xe. mpa+N)=(M Amo, 
(mxe) (1 xel=(mn)xe, Mpnp= (MM). 


En el caso de característica oo, la correspondencia mxe «em 
de un: isomorfismo similar; así se puede demostrar el siguiente 
resultado : 


TEOREMA 14. Jón cualquier dominio D de caracteristica ac, el 
- subgrupo aditivo engendradu por el elemento unidad es un s«mb- 
dominio isomorfo con el dominio J de los enteros, 


Este teorema (cfr. Teor. 20, Cap. 1) es una seria limitación de 
la aparente gran generalidad de la noción de dominio. De acuerdo 
con la definición, un dominio puede ser cualquier conjunto de ele- 
mentos cualesquiera entre los cuales están definidas la adición y la 
multiplicación con propiedades determinadas. Hemos encontrado 
. varios ejemplos de dominios de característica > (el dominio de: 
todos los números racionales, el de todos los números reales, el 
de todos los números complejos, el de todas las formas polinómi- 
- cas con coeficientes racionales, etc.). Cada uno de estos dominicos 
contiene al de los números enteros como un subduminio. Ahora, el 
Teorema 14 nos enseña que esta situación es inevitable, pues cudi 
dominio de característica. co debe contener también a todos los en- 
teros o a alguna cosa exactamente análoga a ellos.. Si no se insiste 
en la diferenciación entre dominivs diversos pero isomorfos, se 
- puede decir que cualquier dominio puede ser obtenido añadiendo 
los elementos convenientes a Y o a algún 7). 
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En un dominio de característica 00, log múltiplos mx a pueden 
ser considerados como productos ordinarios, pues por (30) mxa= 
=(mxe)a, donde mxe es el elemento de D que corresponde al 
sntero m en el isomorfismo utilizado en el Teorema 14. En los 
dominios de característica p, los múltiplos deben ser tratados con 
iiás precaución, porque, en tal caso, mxa=0 no implica que 
in=0 o a=0. Por ejemplo, el sencillo desarrollo 


(a+b)'=a*+ab+ba+b*=a?* +2 x (ab) +Db* 


siene un término medio que es, propiamente hablando, un múltiplo 
2 x (ab) (y no un producto 2ab). Por el mismo motivo, en' la fór: 
“mula ordinaria del desarrollo de la potencia del binomio los coef- 
pientes binómicos intervienen como múltiplos naturales. En cunl- 
quier dominio de integridad se puede establecer Ja fórmula del 
binomio para un exponente natural n, en la forma 


(88) (a+ da OA (a) a). Cd, 
donde los coeficientes or=() son enteros dados por las fórmulas 


(84) Cé=[21])/[M—) 141], 4=0,1,..., n 


donde nl=n(n—1)... 3-2+1. 
Apliquemos esta fórmula para n=p y dos elementos a, b, en un 
tominio de integridad D de característica p. Entonces (a4+b) es 


S+p x (a>-"b)+ po A x (a”-2b?) + 


¿UB 1) (p —2) 


13:38 x (a +... b”, 


" En los coeficientes intermedios, el numerador admite el factor 
«primo p, mientras que los factores del denominador, por ser me- 
«Bores que p, son primos con él. Por lo tanto, cada coeficiente binó- 
nico es un entero múltiplo de p. Pero como el dominio tiene carac- 
terística p, el producto por p de los múltiplos de sus elementos 
debe ser cero; el desarrollo resulta, por tanto, 


(85) (a+bP=0* +0”. 
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* «Dambién se demuestra que en un dominio de característica p es 
(86) . (a — d)=a” —b”, 


. Si p es impar, esto sigue inmediatamente de (35) porque 
La —dY =[a+ (—e)b]”=0” + (—e)"b” y (—eP=—. Si p es un pri- 
"mo par, es p=2 y (—e)”=+e, pero también +e=-—=, puesto que 
c+é =0. 

El resultado (35) establece que la correspondencia a4=> a” trans- 
Torma sumas en sumas. También conserva los productos, «pues la 
ighaldad (abY=a"b” resulta válida en todo dominio de integridad. 
-Béta correspondencia representa al dominio dado D en el conjun- 
tó D” de todas las potencias p-ésimas posibles de los elementos de D. 
La correspondencia entre D y D” es biunivoca, porque a”=b> im- 
plica por (36) que (a—b)=0, y por lo tanto, a=b. Además, el 
conjunto D” es un subdominio de D, ya que es cerrado para la adi- 
ción, sustracción y multiplicación. Estas consideraciones demues- 
“tran el siguiente resultado ; 


TEOREMA 15, La correspondencia a > a? representa isomórfica- 
mente cualquier dominio D de caracteristica p sobre el subdominio 
D” de las respectivas potencias p-ésimas de todos los elementos 
de D. 


Por ejemplo, si D es el dominio J, de los enteros módulo p, el 
isomorfismo a > a” es simplemente la correspondencia idéntica, de 
acuerdo con el teorema de Fermat (Cap. VI, $9). 


EJERCICIOS 


Demostrar que el múltiplo natural mxa puede definirse para m positivo 

por las fórmulas de recurrenela 1xa=a; (m+1)xa=mxa+e. 

2. Demostrar por inducción las reglas (28) y (30) para múltiplos naturales. 

3. Demostrar con detalle el Teor. 14. 

4 ¿Qué resulta del Teor. 11 para el conjunto de los enteros mód. m., si m 
es compuesto? 

9. ¿Qué parte de la teoría de caracteristicas puede aplicarse a los anillos 
conmutativos que no sean un dominio de integridad? 

'6. a) Demostrar, en Teorema 15, que sí D es finito, es D>=D, 

b). Demostrar que si D=J,[el es D><D, 

*c) Demostrar que todo campo finito, distinto de los campos «primos» Jp 

tiene un automorfismo distinto de la identidad. 


pa 
. 
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E : 
£7. ¿Puede decirse algo sobre la característica de un dominio de integridad 
*. ordenado? 


pa "Característica de un campo 


E Puesto que un campo es un dominio de integridad en el cual es 
posible la división (excepto por cero), las anteriores consideracio- 
És sobre la característica se aplican también a los campos. Si un 
impo F tiene caracteristica p, entonces, por el Teorema 18, el 
Sbgrupo aditivo de F' engendrado por su elemento unidad es un 
tbcampo, y es isomorfo con el campo finito de los enteros módu- 
p p. Si un campo F tiene característica 00, entonces, por el Teo- ' 
'$ma 14, el subgrupo engendrado por el elemento unidad e consta 
todos los múltiplos m x e, así que el subcampo engendrado por € 
$ compone de todos los cocientes (m x e)/(n x e), con ny0, Este 
hbcampo es el campo de cocientes del subdominio de todos los 
húltiplos mx e. Éste, por el Teor. 6 de Cap. 11, es isomorfo con 
campo de los números racionales, el cual es el campo de cocien- 
del dominio de enteros m«>mxe. Concretamente, la corres- 
ondencia (m x e)/(n x e) «» min es un isomorfismo entre el campo 
engendrado por e y el campo de los números racionales. Ebto, de- 
Muestra el siguiente resultado (cfr. Teor. 13, Cap. II): 


,, TEORRMA 16. En un campo de característica 00, el subcampo 
ingendrado por el elemento unidad es isomorfo con el campo R de 
lodos los números racionales. 


El isomorfismo (m x e)/(n xe) «> mfn conserva las cuatro opera- 
biones racionales en un tal campo F. Tratándose de un campo par- 
joular F, es, pues, posible (y conveniente) identificar cada ele- 
OS de la forma (m xe)/(nxe) con el correspondiente número 
fáacional m/n. Con este convenio, todo campo de característica 00 
Viene a contener todos los números racionales mfn, con n40. Por 
tin convenio similar, cualquier campo de característica p viene a 
tontener el campo J,. En este sentido, cualquier campo es una 
«extensión de uno de los campos mínimos (también llamados cam- 
pos primos) R y J,. Por lo tanto, es natural comenzar la clasifica- 
ción sistemática de los campos; considerando los modos de ampliar 
lun campo dado. De esto nos ocuparemos en el próximo capítulo. 
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EJEROFCIOS 


1. eS F, un campo con, precisamente, cuatro elementos, 
. Demostrar que F, tiene característica 2; 
> Demostrar que los dos elementos de F, ajenos al subeampo primo J, 
satizfacen a 2 me+1; 
€) Utilizando este hecho, demostrar que F, es tsomorto con el campo 
: J[w1/(2) del Ejerc. 8, $3. 
A, "Hallar todos los automorfirmos del campo F, del Ejerc. 1. 
'3, Demostrar que la fórmula corriente para la solución de una ecuación 
cuadrática se aplica a cualquier campo de característica distinta de 2. 
4. ¿Sobre qué campos es válida la fórmula usual para resolver, una ecua- 
*  elón cúbica? 


CAPITULO XIV 


Campos de números algebraicos 


y Ampliaciones algebraicas y trascendentes de un campo 


. El estudio de las ecuaciones polinómicas puede desarrollarse 
ora desde un punto de vista más general. En vez de considerar 
Henao cada raíz de una ecuación tal como z*—2=0, es 
ferible considerar todo el conjunto de números que pueden ser 
aptenidos a partir de esta raíz, con operaciones racionales, Este 
Konjunto de números es un campo, que aparece como una exten- 
«ión o ampliación del campo original (esto es, del campo de los 
'húmeros racionales). Con esta idea se considerarán sistemática- 
ente las posibles ampliaciones del campo R de los números ra- 
Eaton Es igualmente fácil considerar las amplisciones de cual- 
ter campo F. Este aumento de generalidad tiene diversas ven- 
3jas, Cuando se le aplica a campos F' de característica p. hace 
Hosible una clasificación sistemática de todos los campos finitos 
(Capítulo XV, $6); cuando se utiliza para un campo PP de formas 
Hscionales, es la base de la teoría de las funciones algebraicas 
J: sus integrales. 

Por ampliación K de un campo F' entendemos, simplemente, 
dodo campo que contiene a F' como subcampo. Tal ampliación 
puede ser engendrada a partir de F por ciertos elementos de la 
tisma ; por ejemplo, los números complejos a+bi son engendra- 
Bos por los reales y el solo número complejo ¿, mientras gue el 
tampo R(x).de todas las formas racionales (con coeficientes racio- 
..zales) en una indeterminada x=, es engendrado por el campo R y el 
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elemento z. Un mismo campo puede ser engendrado de muy di- 
versas maneras. Por ejemplo, el campo R(Y2) es engendrado por 
una raíz Y2 de la ecuación 2*—2=0, y consisten todos los nú- 
meros reales a+b/2 con coeficientes a y db racionales (ver el ejem- 
plo de Cap. II, 51). La ecuación x*+4x+2=0, que es distinta de 
la anterior, tiene la raíz —2+4+ 2, la cual engendra el mismo 
campo R(4/2), pues todo número de este campo puede ser expre- 
gado por el número generador como sigue : 


a+b4Z=(a+2b) +b(—2+ 12). 


Aplicando a nuestra ecuación el procedimiento usual de com- 
pletar el cuadrado, quedará 2*+47+2=(2+2) -—2=0, así que 
obtenemos de nuevo la ecuación y?—2=0 con una raíz que en- 
gendra el mismo campo. El efectuar una transformación de va- 
riables para simplificar una ecuación, puede tomarse, pues, como 
sinónimo de elegir un nuevo generador para el correspondiente 
campo. . 

Vamos ahora a definir con toda generalidad el subcampo en- 
gendrado por un elemento dado. Sea K un campo dado, F' un sub- 
campo de K y c un elemento de K. Consideremos aquellos ele- 
mentos de K expresados por polinomios de la forma 


(1) f(0)=a,+4,0+4,c*'+...+a.c* (todo a, en F). 


Todo subdominio de K que contenga a F y e contendrá nece- 
sariamente a todos estos elementos f(c). Inversamente, el conjunto 
de tales polinomios es cerrado para la adición, sustracción y mul- 
tiplicación. Por consiguiente, las expresiones (1) constituyen el 
subdominio de K engendrado por F y c. Se conviene en designar 
este subdominio por F[c], con corchetes, 

Si f(c) y g(c) +0 son expresiones polinómicas análogas a (1), 
su cociente f(c)/g(c) es un elemento de K, llamado expresión racio- 
nal en c con coeficientes de F. El conjunto de todos estos cocientes 
es un subcampo ; es el campo engendrado por F y c, que conven- 
cionalmente se designa por F(c), con paréntesis. 

Un campo K se dice ampliación simple de su subcampo F si K 
es engendrado sobre F por .un solo elemento c, o sea K=F(c). Los 
campos R(42), R(Y5) y R(e) discutidos en Cap, 11, $1, son sen- 
dos ejemplos de ampliación simple. Puede probarse que toda arn- 
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pliación de cualquier F' puede obtenerse por una sucesión finita 
2 transfinita (bien ordenada) de ampliaciones simples. 

Fuera del campo de los números P— hay algunos nú- 
"¡fueros complejos, tales como i, 42, Y85, V—3, que satisfacen 
¿esuaciones con coeficientes racionales; pero otros números, tales 
yeomo r y e=2,71828... no satisfacen a semejantes ecuaciones (ex- 
espto la trivisl, con todos los coeficientes nulos). Estos últimos 
:Áémeros son llamados «transcendentes». Esta importante dicoto- 
Yinla se aplica a los elementos sobre cualquier campo. 


DEFINICIÓN. Sea K un campo y Y un subcampo de K. Un 

glemento c de K se llamará algebraico sobre E si satisface a una 

geuación polinómica cuyos coeficientes pertenecen a F y no son 
todos nulos, 


ld aa aCt.. .+Fax”=0 (los a, en F, no todos 0). 


¡Cuando un elemento de K.no sea algebraico sobre E, se llamará 
Htascendente sobre F. 

Una ampliación simple K=F(c) se dice algebraica o trascen- 
idente sobre Y, según que el elemento generador c sea algebraico 
¿0 trascendente sobre FF. La estructuras de una amplisción simple 


154] 


«trascendente es especialmente fácil de describir. 


_ TEOREMA 1. Sic es trascendente sobre Y, el subcampo YF(c) 
iéngendrado por E y c es isomorfo con el campo F(x) de todas las 
¿órmas racionales en una indeterminada x, con coeficientes en Y. 
El tsomorfismo puede ser establecido de tal forma, que ce»x y 
Qe para todo a de EF. 


Demostración. Evidentemente, la ampliación F(c) contiene a 

:F' y a todas las expresiones f(c)g(c) con coeficientes en F. Si dos 
'Sxpresiones polinómicas f,(c) y f,(c) son iguales en F(c), sus coef- 
selentes deben ser iguales término por término, pues de otro modo 
la diferencia f,(c) — f.(c) nos daría una ecuación polinómica para € 
de coeficientes no todos nulos, contra la hipótesis de que c es tras- 
cendente sobre F. Por consiguiente, la correspondencia f(c) «> fím) 
- representa el dominio F(c] de manera biunívoca sobre el dominio 
_F[e] de los polinomios en una indeterminada z. Por las reglas 
. Pára operar con polinomios, esta correspondencia es un isomorfis- 
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mo, Éste se puede extender, por el Teorema 7 de Cap. 11, dando 
el isomorfismo f(c)g(c) = fo)g(z) entre F(c) y F(z). 


EJERCICIOS 


1. Clasificar cada uno de los siguientes complejos como algebraicos o tras. 
ecendentes sobre el campo R de los números racionales, y decir el porqué: 
AÁT, YU, e, e+3 (con e=2,71828...), 143, e2.1, y2+4. 

2. Determinar en cada cazo de los siguientes, si el número c dado engendra 
la indicada extensión del campo R de los números racionales; razonar 
completamente cada respuesta: 9". 

a) c=14+45, en R(y5); 
D) cm14+y5, en RIYS; 
c) cu=xr+3, en Ríe); 

d) cue, en Ría). 


¿Qué números en R(43) engendran este mismo campo? E 

a) Si d es un entero no cuadrado perfecto, describir el campo R(yd). 

b) Hallar aquellos elementos en R(4Yd) que engendren este mismo campo. 

c) Expresar cada uno de tales elementos como rafces de una ecuación 
cuadrática con coeficientes en R. 


> y 


2. Elementos algebraicos sobre un campo 


Vamos a investigar la estructura del subcampo de un campo 
dado K, engendrado sobre F' por un elemento algebraico u. Por 
definición, este elemento debe satisfacer a una ecuación polinómica 
sobre FF, de grado por lo menos igual a 1. El mismo elemento pue- 
de satisfacer e muy diferentes ecuaciones; por ejemplo, 4/2 es 
raíz de 2? —2=0, z"—22=0, 1*—4x0, etc. Pero podemos ele- 
gir siempre una ecuación «mínima» como sigue : 


Teorema 2. Un elemento u algebraico sobre un campo Y es 
siempre ralz de un polinomio mónico e irreducible en el dominio 
YF[x] de todas las formas polinómicas sobre F. El polinomio p(x) 
con estas condiciones es único. El elemento u será ralz de otro 
polinomio g(x) con coeficientes en E si, y sólo sí, g(x) es múltiplo 
de p(x) en el dominio Fx]. 


Demostración. Por definición, el elemento algebraico u es raíz 
de al menos un polinomio f(x) +0 en F[z] (aquí, f(x) +0 signi- 
fica : «los coeficientes de f no son todos mulos»). Si f(x) no es irre- 
ducible, admitirá, por el Teor. 12 del Cap. IV, une factorización 
f(x) =cp,(2)...pn(x) en factores mónicos irreducibles, con c40. 
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Somo f(u)=0, al menos para un fector py-resultará pi(u)=0. Se 
tiene, pues, un polinomio mónico irreducible p(x) con p(u)=0. 
Llamemos n al grado de p(x). 

Comprobemos que u no es raíz de ningún polinomio f(x)=0 
de grado menor que n. Supongamos momentáneamente que un tal 
polinomio f(x) tenga u como raíz. Ya que f(x) tiene grado inferior 
al del polinomio irreducible p(x), f(x) y p(x) tendrán como máxi- 
mo común divisor el 1. Este m. c. d. puede ser expresado (Teor. 10, 
Ospítulo IV) como sigue : 1=t(2)p(2)+8(2)/(x), siendo t(x) y s(x) 
dos polinomios. Sustituyendo aquí z por £ resulta p(u)=0 y f(u)=0, 
y, por lo tanto, 1=0, lo que es contradictorio. Por tanto, la iguel- 
¡dad f(u)=0 sólo puede ser válida para polinomios liada cuyo 
¡grado sea al menos n, grado de plz). 

+" Consideremos ahora un polinomio g(x) en F[x)] para el cual 
.9(u)=0. Efectuando la división de g(x) por p(x), ee tiene g(z)= 
z =q(2)p(1)+r(x), donde el resto r(x) tiene grado n— 1 como mé- 
: ximo. Póngase aquí u=x; como g(u)=0 y plu)=0, r(u) es tem- 
bién cero. Por la argumentación anterior debe ser T(x) ¡déntica- 
mente cero, y así g(1)=q(2)p(z). Esto demuestra que todo poli- 
.Romio g(2) que admita la ratz u es idéntico a un múltiplo de p(z). 
Reciprocamente, es claro que todos los múltiplos de p(x) tienen u. 
por raíz. Como todos estos múltiplos son necesariamente reduci- 
bles, el propio p(x=) es el único polinomio mónico irreducible con 
la raíz Y. Esto completa la demostración del teorema, 


DeriNIicióÓN. El grado n=[u: EF) de un elemento u algebraico 
* sobre un campo Y es el grado n del único polinomio mónico trre- 
+ ducible con coeficientes en F que tiene la toiz u. 


Coronario. Si u tiene grado n sobre un campo Y, la igual- 
dad a,+8,0+... +82 05*=0 con coeficientes a, de Y, se cumplirá 
ti, y sólo si, Ay=9,=...=811 =0, 


Ahora nos será posible describir el subcampo de K engendrado 
por F y por uno de sus elementos algebraicos 4. Este subcampo 
P(u) contiene evidentemente el subdominio F(u)] de todos los ele- 
mentos expresables como polinomios f() con coeficientes en F 
[c£r. (1)]. Pero este dominio F[u)] resulta ahora un subcampo 
de K. En efecto, hallaremos un inverso para cada elemento 
f(u) +0 en F[u). El decir que f(u) +0 significa que u no es raíz 
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de f(x) y, por lo tanto, según el Teorema 2, que f(x) no es múl- 
tiplo del polinomio irreducible p(x) y, en consecuencia, que f(z) 
y p(x) son primos entre sí. Por lo tsnto, podemos escribir 


(8) 1=t(2)f(x)+s(x)p(x), 


para convenientes polinomios t(x) y s(x) en F[x]. La correspon- 
diente igualdad en F[u] es 1=t(u)/(u). Esto prueba que los ele- 
mentos no nulos f(u) de F[u] tienen un recíproco t(u), el cual es 
también de forma polinómica (*) en u. Esto prueba que F(ul 
es un subcampo de K. 

* Ya que, inversamente, todo subcampo de K que contenga a F 
y a u contiene con evidencia a todo polinomio f(u) de F[u], ve- 
mos que F[)] es el subcampo de K engendrado por F' y u. En 
este subcampo, las reglas para sumar y multiplicar dos polinomios 
f(u) y g(u) están dadas por el criterio de que las sumas y produe- 
tos se formen exactamente como para los correspondientes poli- 
nomios f(x) y g(t) en una indeterminada z. En otras palabras, la 
correspondencia f(2) >f(u) es un homomorfismo. Hemos demos- 
trado así 


"TEOREMA 8. Sea K un campo y sea u un elemento de K alge- 
braico sobre el subcampo F de K. Entonces, el subcampo F(u) 
engendrado por F y u, consiste en los elementos de K que pueden 
ser representados como polinomios f(u) con coeficientes en F ; ade- 
más, la correspondencia f(x) >f(u) es un homomorfismo del do- 
minio polinómico F[x] al Elo). 


En el caso particular del campo R(w2), engendrado sobre el de 
los racionales por un elemento 42 de grado dos, todos los elementos 
pueden ser escritos como polinomios lineales a+54/2. Representa- 
ciones similares gon posibles en otros campos especiales (Cap. 11), 
de acuerdo con el siguiente resultado general : 


TEOREMA 4. Si en el Teorema 3, el emento u es raíz del poli- 
nomio p(x) mónico, irreducible sobre F (Teorema 2), y de gra- 


(*) Por ejemplo, en R(Y8), 14+v3 tiene el inverso multiplicativo, calculado 
como sigue, por eracionalización del denominador»: 


1/(14 43 =(1 — Y8/(14 43) (1 — VD =-—(1/2) — (1/2143. 
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do n, entonces, cada elemento del subcampo Flu) engendrado por 
-F y u puede ser representado de modo único como un polinomio 


(4) G.+0/U+...+G7- 45 


econ coeficientes en F y de grado no superior a n—1. Para su- 
mar o restar dos de tales polinomios se suman o restan los corres- 
pondientes coeficientes. Para multiplicarlos, se forma el polinomio 
A producto y se calcula el resto de dividir este producto por plx). 


. Demostración. Si f(u) es una expresión polinómica de un ele- 
mento del campo F(u), podemos hallar el resto r(x) de la división 
de f(x) por p(z), siendo f(x) =g(2)p(x)+r(x1). Puesto que p(u)=0, 
la sustitución =8 en esta ecuación da f(u)=r(u), Esto prueba que 

cualquier f(u) puede ser puesto en la forma (4); la unicidad resulta 
«por el Corolario del Teorema 2. Finalmente, las reglas para adición 
“y multiplicación son consecuencia del hecho de ser f(x) > f(u) un 
homomorfismo, 

Ya que F(u) es una imagen homomorfa del dominio F[x)] de 
formas polinómicas, la teoría del homomorfismo (Cap. XII) prue- 
ba que F(u) está unívocamente determinado, salvo isomorfismos, 
Por el ideal C de todos los elementos de F[x] que tienen por corres- 
pondiente al O. [f(=)->f(u)=0.] En el presente caso, el ideal C 
4 justamente el conjunto de todos los polinomios f(x) que tienen u 

pmo ralz, y el anterior Teorema 2 prueba que este conjunto es el 
.rmado por todos los múltiplos del polinomio mónico irreducible 
p(z) anulado por u. El ideal C es así el ideal principal [p(x)] en- 
gendrado por p(z=), y el campo F(u) puede, por lo tanto, ser des- 
¿rito como el anillo cociente relativo a este ideal principal en F[z], 
como sigue : 


TEOREMA 5. Sea u un elemento de un campo K, algebraico so- 
Dre un subcampo F y raiz del polinomio mónico p(x) trreducible 
«Sobre F (Teor. 2). Entonces, el subcampo F(u) engendrado por F 
y u es isomorfo con el anillo cociente F[x]!(p(x)) que resulta del 
-Gnillo de las formas polinómicas con coeficientes en F relativa- 
mente al módulo ideal de todos los múltiplos de p(x). 


, EJERCICIOS 

1. Hallar cinco ecuaciones polinómicas distintas para Y3 y mostrar explícl- 
tamente « que todas ellas son múltiplos de la ecuación mónica irreducible 
para y3 (sobre el campo R). 
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2, Enla extensión simple R(u) engendrada por una raíz u de u' —6u'+9u+ 
+3=0, expresar cada uno de los siguientes valores mediante los elemen- 
tos 1, u, u*, como en (4): ul, u*, 34! —ut+2, 1/(14+1), 1/(u* — 8u +8), 


3, En la extensión simple R(u) engendrada por una raíz real u de la ecua- 
ción irreducible 2*+2x+2=0, expresar cada uno de los siguientes valo- 
res en la forma (4); 


(u'+2) (u' +34),  u'(u'+3u+7u+5), 1/u,  (u+2)/(u*4-3). 


LS 


4. Representar el campo de los números complejos como un anillo cociente 
a partir del dominio R*[xw] de todos los polinomios con coeficientes reales. 

3.. Representar el campo R(/2) como un anillo cociente a partir del domi- 

" pio R[e] de formas polinómicas con coeficientes racionales, j 


6. Sin utilizar el Teorema 2, demostrar: sl u es algebraleo sobre F, el poll- 
nomio múnico de grado mínimo con raiz u es irreducible sobre F, 


7. Sin utilizar el Teorema 2, probar directamente: sí u es un elemento de 
un campo K, y F un subcampo de K, entonces el conjunto de todos los 
polinomios g(=) con coeficientes en F, que tlenen u como raíz, es un ideg! 
de F[z]. 


5. Adjunción de raíces 


La ampliación de un campo dado J" puede ser estudiada desde 
dos puntos de vista. Se puede partir de un subcampo / de un cam- 
po més amplio K, y estudiar el campo F(u) engendrado, sin salir 
de K, por F' y uns raíz u en K de un polinomio con coeficien- 
tes de F. Este es el camino concreto adoptado en lo precedente. 
O bien, con método distinto, ge puede partir simplemente del cam- 
po F y de una ecuación polinómica p(z)=0 con coeficientes de F, 
e intentar ampliar F' a un campo más extenso en el que resulten 
incluidas las raíces de esta ecuación. Este es el camino abstracto, 
empleado en el Cap. Y cuando se construyó el campo complejo C, 
partiendo del campo real R*, por adjunción de una raíz «imagina- 
rias» del polinomio f(2)=2*+1. 

El método abstracto también puede ser ilustrado por la cons- 
trucción de un campo finito. Pertsmos del campo J, de las tres 
clases residusles de los enteros 0, 1 y 2, módulo 3; procuremos 
agregar un nuevo símbolo u con el cual se engendre una amplia- 
ción K en la que se satisfaga la ecuación u*=4+1. La ampliación 
K, si existe, debe consistir, por el Teorema 4, en los nueve ele- 
mentos a+bu, donde los elementos a y b son escogidos entre las 
clases residuales 0, 1 y 2. Teniendo estos nueve entes a+bu, inten- 
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temos hacerlos pertenecer a un campo. La suma de dos de ellos 
estará dada por la regla 

(a+bu) 4 (c+du) = (040) + (b + d)u. 


Para calcular el producto de dos de estos elementos, los emulti- 
plicaremos» del modo natural y utilizaremos la ecuación u*=4+1. 
El resultado 


(a +bu) (c+ du)=(ac+bd)+ (ad+bc+bd)u, 


es siempre uno de los nueve elementos dados. Y es posible compro- 
bar detalladamente que estos nueve.entes, bajo estas dos operacio- 
nes, satisfacen a todos los postulados para un campo, de acuerdo 
con lo que afirma el Teor. 6 siguiente. En particular, las inversas 
de los elementos no nulos son las siguientes : 


eu 2u 14u | 142 


ers | carro | cres |) cn amrnss, | arras | cc | cc rc 


2+u |14+2u | 2+2u 2u 


Por esta construcción hemos obtenido el campo J,(u) engen- 
* drado por u sobre el campo J, de las clases residuales. Este es un 
. ejemplo sencillo de campo finito (ver Cap. XV, £6). 

j En general, se pueden sdjuntar s su campo F raíces «ficticias» 
de cuslquier polinomio f(x). Si f(x) no es irreducible, poseerá un 
: factor mónico irreducible p(x); también cada raíz u de p(e)=0 
- Babisface a f(2)=0. Por lo tanto, es suficiente construir las exten- 
siones abstractas de F' por udjunción de raíces de una ecuación 
“irreducible. Vamoa a demostrar que ello es posible. 


'TTeoRB—MA 6. Para todo polinomio p(x) trreducible sobre un 
campo E, existe un campo tal, que es una extensión algebraica 
simple de F engendrado por una raíz u de plx). 


Demostración. El Teorema 5 asegura que si existe una tal 
extensión simple F(u), deberá ser isomoría con el anillo cociente 
F[z)](p(x). Inverssmente, comencemos nuestra construcción con 
el dominio F(t] de todss las formas polinómicas en uns indeter- 
minsda t (nueva) y con el ideal (principal) C=(p(t)) de todos los 
múltiplos de p(t) en este dominio. Cada polinomio g(t) determi- 
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sa una clase (g(t)'=g(t)+C, y estas clases forman un anillo 
“F(D)/(p(t), el cual es imagen homomoría de F([t] bajo la corres- 
pondencia g(t) > (g(t)Y. El único elemento de F que se correspon- 
de con el ideal (p(t)) es cero; así, este homomorfismo actúa sobre 
lós elementos del campo base F como un isomorfismo a <a (ef. Ca- 
- falo XTII, Teorema 3). Identificaremos cada elemento a de F con 
sa cofrespondiente clase a' en el anillo-cociente. Cualquier clase 


(g(t)Y =(0,+01t +... + ant”) =0,+0,8 +... +ant” 


en el anillo-cociente, es entonces un polinomio en la clase f', con 
epeficientes en F, luego el anillo-cociente puede ser engendrado 
dins F[t]. Puesto que p(t) está en la clase 0, p(t)=0, y el gene- 
rador Y' satisface a la ecuación polinómica irreducible dada. Falta 
sólo probar que F[?] es un campo. Por el Teorema 6, Cor. 1, del 
«Capítulo XIII, F(t'] es, desde luego, un anillo conmutativo con 
elemento unidad. 
. «Por lo dicho, basta hallar un inverso para cada g(1)3%0. Pero 
g(t) 0 significa que g(t) no es divisible por el irreducible p(t), 
- por lo tanto, que g(t) y p(t) son primos relativos y, por lo tanto, 
que existen en F[£] polinomios r(t) y s(t) tales, que 


¡L=r(t)g(t) +s(t)p(t). 


"Aplicando el homomorfismo, resulta que 1=r(t)g(0), obteniendo 
Asi el inverso que se pretendía, y la demostración está completada. 
"; Este proceso de adjunción puede ser aplicado con cualquier 
. Osimpo F' como base. Si F es el campo R* de los números renles, 
3:p(t) el polinomio zx*+1 irreducible sobre R*, entonces, la cons- 
trucción da un campo R*(t') engendrado por una cantidad t' con 
f%=—1. Esta cantidad t' actúa como ¿=yY—1, y el campo R*(t) 
“$: isomorfo con el de los números complejos. Tenemos así una 
a y ira variante de la construcción estudiada en el Cap. V,'de los 
ñúmeros complejos partiendo de los números reales. 
"+81 F es el campo ), de los enteros módulo p, y si p(x) es un 
¿Poliiomio irreducible sobre F, la construcción anterior dará un 
$átúpo que consistirá en los elementos 0,+4,8+... +4,-1*, Como 
£ó6lo pueden escogerse p valores distintos para cada coeficiente an, 
Fésalta. que el campo construído es finito y consta de p* elementos. 
2 8i F=C(g) es el campo de todas las formas racionsles en una 
“indeterminada zx, con coeficiente en el campo € de los números 
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vomplejos, el polinomio p(t)=t* — (2" —1) (a? —4) es irreducible 
feomo polinomio en t) sobre C(x). La construcción del Teorema 6 
broduce un campo F(y)=C(z, y) engendrado por una raiz y= 
ye y (2* —1) (2? —4) del polinomio dado p(t). Este campo consiste 
en los elementos de la forma 


r(D+soy=ro soi 4), 


pa r(x) y s(x) son formas racionales en z. Estos elementos son 
amados funciones algebraicas de 2, pues se expresan en función 
de x por operaciones algebraicas. Cualquier extensión algebraica 
kimple del campo C(x) constituye un campo de funciones algebrai- 
leas. En particular, el campo C(z, y) es un campo de funciones eltp- 
¡mal porque es engendrado por la cantidad y que aparece en la 


integral elíptica 
V—=1) (1— dz 


.. Bi la construcción del Teorema 6 se aplica a un polinomio or- 
'dinario, tal como x*—-5, irreducible sobre el campo R de los racio- 
áñales, resulta un cierto campo abstracto R(u) engendrado por una 
raíz u de ?*—b5=0. Este campo es conceptualmente diferente del 

B(Y5) engendrado por la raíz positiva de le misma ecuación. Sin 

smbargo, los dos campos R(u) y R(/5) son algebraicamente indis- 
«tinguibles, a causa de ser isomorfos. Esto es una consecuencia del 
siguiente teorema general. 


y" TEOREMA 7. Silos campos F(u) y F(w) son ampliaciones alge- 
Draicas simples del mismo campo F, engendrados respectivamente 
Bor las raíces u y w del mismo polinomio p(x) irreducible sobre F, 
gntonces Fu) y F(w) son isomorfos. Precisamente, se trata de un 
isomorfismo de E(u) a F(w) en el cual u se corresponde con w 
y cada elemento de Y ge corresponde consigo mismo. 


Demostración. Vamos a establecer una correspondencia biuni- 
voca entre F(u) y F(t0), la cual conserve sumas y productos. Los 
slementos de F(t0), semejantemente a los de F(u), pueden ser re- 
presentados como polinomios f(t0)=4,+4,0+...+axto*, con coefi- 
sientes de F. Esto sugiere la correspondencia f(u) «> f(w0), en la 
sual cada polinomio en u se corresponde con el polinomio en to que 
tiene los mismos coeficientes, De este modo, a las sumas y produc- 
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ollas Falta sólo verificar que la correspondencia es binni- 
voca, o que f(u)=g(u) si, y sólo si, f(10)=g(10). Pero f(u)=g9(u) 
significa que /(u) —g(u)=0, lo cual significa, según el Teorema 2, 
«que pa) | [f(z) —g(2)1, lo cual a su vez significa que f(t0)=3g(10), 
.ya-que to satisface también a p(x)=0, El razonamiento es también 
Mi - válido en sentido contrerio (permutándose u con 10), y la concln- 
sión queda: establecida. 
a ao - Este isomorfismo significa, sencillamente hablando, que dos ral- 
AE ges “cualesquiera de un polinomio irreducible p(z) tienen el mismo 
comportamiento algebraico, y que todas las propiedades algebraicas 
da.una raíz u pueden ser deducidas de la ecuación irreducible a que 
satisface. Existen muchos ejemplos de este isomorfismo. Por ejem- 
plo, el campo C=R*(i) de los números complejos es engendrado 
sobre el R* de los números reales por cualquiera de las dos raíces 
+1. de la ecuación 2*4+1=0. Por lo tanto, existe, según el Teore- 
ma 7, un automorfismo de € que transporte ¡sobre —4. Este auto- 
morfismo a+bi«a —bji es precisamente la correspondencia entre 
un número complejo y el complejo conjugado. 


EJERCICIOS 


1. Mostrar un automorfismo de cada uno de los algulentes campos: R(y2), 

R(Y-YD, RM. 

2. Mostrar un campo de números complejos isomorfo con cada uno de los 
carpos R(YB), RIY2). 
3. Demostrar que "+ -—1 ez irreducible sobre el campo J, de los enteros 
máódulo 5, Si una raiz de este polinomio se adjunta a J,, ¿cuántos elemen- 
. tos tendrá el campo obtenido? 
A. a) Formar polinomios de grados 2 y 3 irreducibles sobre el campo J, de 
los enteros módulo 2. 

$b). Construir las tablas para la adición y multiplicación en un campo con 

cuatro elementos. 
S. a) Mostrar:que el campo de nueve elementos construido en el texto tiene 
característica 3, 
b)' Mostrar explícitamente el isomorfismo a <> a* en dicho campo (Ca- 
.. pítulo XII, Teor. 15), 
6. a) Hallar todos los polinomios cuadráticos irreducibles sobre el cam- 
po Y. 

b) Demostrar que, excepto los isomortos con él, hay un solo campo con 
nueve elementos. (Sugerencia: Demostrar que cualquier elemento de 
un ral tal, satisface a una ecuación cuadrática sobre el subcam- 
DO y,. 
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7. Demostrar que el polínomio en t, t* — (2* — 1) (2* — 4); es irreducible so- 
bre el campo C(z). (Sugerencia: Utilizar los resultados de $8, Cap. IV.) 

8. Probar que el campo de funciones elípticas C(z, y) citado en el texto. 
puede ser engendrado sobre C(z) por una raíz z de la ecuación tt= 
= (0 —4)/(+* — 1). 

9. Si g(1) es un polinomio reducible, ¿cuáles son los elementos del anillo 
cociente F[t)/[g(1)] que tienen inverso? 

10. Mediante los resultados del Capítulo X111, dar otra demostración de que 
F1t1/[p(t)] es un campo. 


4. Ampliaciones finitas. Grado 


En una amplisción simple F(u) engendrada por un elemento u 
le grado n, cada elemento to tiene una representación única en la 
lorma 


(6) wWEF0)+ 0/84... HO, 


con coeficientes en F. Esta única representación se asemeja, desde 
luego, a la representación de un vector mediante los vectores de 
una «base» 1, u, ..., u”*. Además, el corolario del anterior Teore- 
ma 2 es muy semejante e la condición para la independencia lineal 
de estos elementos. Todo esto sugiere una aplicación del concepto 
de espacio vectorial. 

En general, cualquier extensión K de un campo F puede ser 
sonsiderada como un espacio vectorial sobre F : es desconocida la 
multiplicación de los elementos de K, y como operaciones del espa- 
cio vectorial se emplearán la adición de dos elementos de K y la 
multiplicación «escalar», esto es, multiplicación de los elementos 
de 1 por los elementos de F. Tédos los postulados característicos 
del espacio vectorial son satisfechos por esta adición y multiplica- 
ción escalar. Si este espacio vectorial K tiene dimensión finita, 
entonces el campo K se llama ampliación (o extensión) finita 
.de F, y la dimensión n del espacio vectorial será llamada el grado 
n=[K : F] de la extensión. 

Por ejemplo, el campo complejo C=R*(i) es un espacio vecto- 
rial de dos dimensiones sobre el subcampo real R* (recordar el dia- 
grama de Argand). El campo R(Y5) engendrado por los números 
racionales y una raíz cúbica de $ es un espacio vectorial tridimen- 
sional sobre el subcampo racional R, etc. En general, el resultado 
-del Teorema 4 sobre ampliaciones algebraicas simples puede ser 
nuevamente enunciado, refiriéndonos a la dimensión, como sigue : 
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.: TEOREMA 8. El grado n de un elemento olgebraico u sobre un 
-compo Y es igual a la dimensión de la ampliación F(u) considerada 
domo un espacio vectorial sobre F. Este espacio Oecrona? tiene una 
og u, ul, ..., u*”, 


* En $5 veremos de qué modo el espacio vectorial puede ser em- 

plondo para analizar las ampliaciones de un campo F' obtenidas 

"adjunción de varios elementos algebraicos distintos. Pera antes 

de discutir tales ampliaciones «múltiples», veremos como el espacio 

. vectorial facilita el comparar las ecuaciones irreducibles sobre F 

" satisfechas “por diferentes elementos de la misma extensión alge- 
, braica simple F(u), 

. Un hecho fundamental relativo a los espacios vectóriales es la 
úivariencio de la dimensión (dos bases cualesquiera del espacio tie- 
'nen el mismo número de elementos). Este hecho puede ser aplicado 
al cato especial de la ampliación finita de un campo, como sigue : 


CoROLARIO. Si dos elementos algebraicos U y v sobre un cam- 
po F engendran la misma ampliación F(u)=F(v), ambos elemen- 
tos tienen el mismo grado sobre. F. 


* Una ampliación algebraica es siempre finita, c inversamente, 
cualquier extensión finita consta de elementos algebraicos. 


* TEOREMA 9. Cualquier elemento w de un campo K ampliación 

E finita de E es algebraico sobre Y y satisface a una ecuación irredu- 

cible sobre Y de grado n a lo mds, donde n=[K*: F] es el grado 
de la ampliación dada. 


l Demostración. Las n+1 potencias 1, to, tc*, ..., to" del ele- 
mento dado w son elementos del espacio vectorial n-dimensional 
K,.luego deben ser linealmente dependientes sobre F (Cap. VIT, 
Teorema 7, Corolario 2), Por*lo tanto, existe una relación lineal 
bo+b,t0+... + bitr"=0, con algún coeficiente no nulo. Interpretada 
* como un polinomio, esta relación implica que t0 es algebraico so- 
bre F, como debfamos demostrar. 


- COROLARIO. Cualquier elemento de una ampliación algebraica 
simple F(u). es algebraico sobre F. 


Esta importante conclusión nos asegura que en una ampliación 
algebraica 1 ho puede aparecer. nunca un elemento trascendente. 
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: Trabajando con una amplisción algebraica simple particular 
F(u), el polinomio irreducible p(x) correspondiente a 4 puede uti- 
dirárse sistemáticamente porque, por el Teor. 2, un elemento g(u) 
ús la ampliación es cero si, y sólo si, el polinomio g(x) es divisible 
por p(z). Supongamos, por ejemplo, que R(u) es una ampliación 
Me grado 3 sobre el campo R de los números racionales, engendrada 
¿por una raíz u de 2” —2x+2. Este polinomio es irreducible por el 
£riterio de Eisenstein (Cap. IV, $9). El elemento w«=4”-—«u en 
"ista ampliación R(u) debe satisfacer a alguna ecuación de grado 8 
a lo más, Para hallar esta ecuación expresaremos las potencias 
lb*=u'—2u*4+u* y t0*=u* —3u* 484" —u* como sendas funciones 
líneales de 1, u y u*, según el Teor. 4. Esto se logra por aplica» 
ción repetida de la ecuación dada u*=24 —2, obteniéndose 


wV=4'—=u, 0*=3u0 —6u+4,  w*=16u* — 2844 18. 


;.. Para obtener la relación lineal que debe existir entre 1, 10, t0” 
y to, resolveremos las doa primeras ecuaciones, lineales en to y to”, 
Fesultando 


(6) 4=—0"/34+04+4/3, — 4*=-—t0'/34 20 +4]8. 
¡Estos valores, sustituídos en la expresión de +0*, dan la ecusción 
deseada de 


e: 10” —4w0* —4p —9=0. 


Esta ecuación es irreducible sobre R, por el teorema de Eisenstein. 
[nversamente, las ecuaciones (6) demuestran que t está en R(w), 
ñsí que R(u)=R(to); u y t0.engendran, pues, la misma amplia- 
ción y, por el corolario al Teorema 8, tienen el mismo grado 8 
Hobre R. Esto significa que cualquier ecuación de grado 3 para 1 
dobe ser irreducible. 


EJERCICIOS 


1, Cada uno de los siguientes números pertenece a una ampliación algebral- 
ca simple sobre R. Hallar en cada caso la ecuación mónica irreducible 
satisfecha por el número, a) 2+ 43; b) Y8+4Y3; ec) YE+ YT; d) ur—1, 
donde u satisface a u'2u+2; e) u'+u, donde u'=—3u* +3, 

2, Probar que cualquier ampliación finita del campo R* de los números rea- 
les, o bien coincide con R*, o bien es isomoría con el campo C de los nú- 
meros complejos. 


3. Probar que el campo de todos los números complejos no tiene ampliacio- 
nes finitas. : 
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4. a) Si K es una ampliación de grado 2 sobre el campo R de los raciona- 
les, demostrar que K=R(yd), donde d es un entero no cuadrado y 
«in divisores enteros cuadrados perfectos. , 
b) ¿Qué subsiste de este teorema, si R se reemplaza por un campo F de 
característica infinita? ¿Y si lo es por un campo de característica 
cualquiera? 


5, ¿Es el campo F(x) de formas racionales en la indeterminada x una am- 
pliación finita de F? ¿Por qué? 
6. Demostrar que el número de elementos de un campo finito de caracte- 
rística p es una potencia de p. 
7. a) Demostrar que hay exactamente (p* —p)/2 polinomios cuadráticos 
mónicos irreducibles sobre el campo Jo de los enteros módulo p. 
b) Demostrar que para cada p existe un campo de característica p con 
p" elementos. 
*8. Demostrar que hay exactamente (p' —p)/3 polinomios cúbicos mónicos 
irreducibles sobre el campo J, de los enteros módulo p. 
29, Sea F cualquier campo contenido en un dominio de integridad D. De- 
mostrar: 


a) D es un espacio vectorial sobre F'; 
b) Si, como espacio vectorial, D tiene dimensión Anita sobre F, D es un 
campo. 


5. Extensiones algebraicas reiteradas 


Pueden construirse ompliaciones finitas de un campo F me- 
diante sucesivas ampliaciones simples. Si F tiene característica 00, 
puede probarse que cualquiera de estas ampliaciones reiteradas pue- 
de engendrarse por un solo elemento convenientemente elegido. 
Omitiremos esta demostración (*) y discutiremos directamente las 
propiedades de la ampliación reiterada. En general, si K es una 
ampliación de F' que contiene a los elementos C,, Cy, ..., Cr, el sím- 
bolo F(c,, ..., Cr) denota el subcampo de K engendrado por C;, .... 
Cr y los elementos de F' (el subcampo consta de todos los elementos 
racionalmente expresados sobre F' mediante C,, ..., Cr). Así, F(c,, Ca) 
es la ampliación simple L(c,) de la amplisción simple. L=F(c,). 

Las ampliaciones algebraicas reiteradas aparecen en la solución 
de ecuaciones, donde frecuentemente es útil introducir apropiadas 
ecuaciones auxiliares. Por ejemplo, la ecuación 2*—21*+9=0 pue- 
de escribirse 


a — 22149 = (2 —862*4+9)+42* = (2? — 3) + 42*—0. 


(*) Una demostración se encuentra en Cap. VIl de L. Welsner, Introduction to 
Ni cdaorrad of Equations, New York, 1938. Se recomiendan también los problemas de 
espitulo. 
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La ecuación, por lo tanto, es [(x*—3)2x]?=—1. Esta fórmula 
iándica que cualquier campo que contenga la raíz u de la ecuación 
“dada, contiene también la raíz ¡=(u*—3)/2u de la ecuación y? =—1. 
Bi adjuntamos la cantidad auxiliar í al campo racional R, la ecus- 
ción original resulta reducible sóbre R(%), 

a! —21*49=(1* —8942:i) (1? —3 —21)). 


La fórmula usual muestra que el factor 2? —3— Liz tiene como 
relz u=i+ Y2. La ecuación propuesta, por lo tanto, tiene una ralz 
én el campo K=R(i, 42). El campo K es obtenido por adjunción 
v R, primero de y2, y después de i. El campo intermedio R(4/2) 
ronsta de números resles, luego no puede contener a í. La ecua- 
ción cuadrática y*+1=0 que da i debe, por lo tanto, permanecer 
irreducible sobre el campo real R(/2), así que la extensión R(y2, 1) 
tiene grado 2 gobre 'R(4/2), y una base son los elementos 1 e i. 
El campo R(y/2), a su vez, tiene una base 1, 4/2 sobre R. Por 
consiguiente , cualquier elemento 10 en el campo total R(4/2, í) pue- 

de ser expresado como 


in w=(a+0/2)+(c+dV2)i=a+b424ci+ dy 2i, 


¿on coeficientes racionales a, b, c y d. Los cuatro elementos 1, 42, 
¡8, Y/2i aparecen así formando una base para la ampliación total 
(YA, 2, 1) sobre R. Este método de composición de bases puede: ser 
establecido en general como sigue : 


TEOREMA 10. Si log elementos Us) .0-s Un forman una base de 

ina extensión finita K de Y, y asimismo los w,, ..., Wu Constitu- 
¿en una base de una ampliación L de X, entonces los mn produc- 
tos uw, (i=1,..., n;j=1,..., m) forman una base de L sobre E. 


Demostración. Cualquier elemento y en L puede ser represen- 
fado como una combinación lineal y = E rios de la base dada, con 


coeficientes 1, en K. Cada coeficiente 7, es a gu vez una combina- 
ción 7,= Y, ayu de los elementos base de K, con todos los ay en F. 


Por sustitución de estos valores, y= Y Daytnto, aparece como una 


combinación lineal de los anunciados elementos bases uto,, con coe- 
-ficientes en F. El mismo razonamiento prueba que estos mn ele- 
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mentos son linealmente independientes sobre F, luego constituyen 
una base de K. 
Muchas consecuencias se deducen del Teorema 10. En primer 


- Jugar, se puede establecer el resultado sin FOLerOmpie a la base par- 


ticular empleada, como sigue : 


. COROLARIO 1. Si K es una ampliación finita de F, y L una am- 
pliación finita de K, entonces L es una ampliación finita de K y su 


"grado es 
a (8) " (L:Fi=s[L:KJNK:F] (1L>K>PF). 


CoBoLaRIO 2. Si K es una ampliación finita de grado n=[K : F] 
sobre Y, cualquier elemento u de K tiene sobre Y un grado que es 


. dibisor de n. 


Demostración. El elemento u engendra úna ampliación sim- 
ple F(u) ; por lo tanto, por (8), 1n=[K : F(u)][F(u) : F], donde el 
segundo factor es el grado de u que dice el enunciado. 


* COROLARIO 8. Un elemento u de una ampliación finita K > Y 
engendra toda la ampliación si, y sólo si, [K: F]=[u : EJ. 


s ' Demostración. Si u satisface sobre F' una ecuación irreducible 
de grado [K : F], entonces u engendra un súbcampo F(u) de grado 


> n sobre F. Por (8), este subcampo debe incluir a todo A. 


- COBOLARIO 4. Si K=F(y;, Ya, ».., yr) es un campo engendrado 


- por r cantidades y,, donde cada y, es algebraica sobre el campo 


Fly, ..., yes) engendrado por las i—1 cantidades precedentes, 
entonces K es una extensión finita de F y cada elemento de K es 
algebraico sobre F. 


Demostración. Todos los grados [F(y,, ..., Yer, Y) : FlY1, «»-, 


Y+-)] son finitos; luego, por el Corolario 1, el grado [XK : F] es 


finito. Por el Teorema 9, cualquier elemento en K será algebraico 
sobre F. 


COROLARIO 5. Si p(x) es un polinomio cúbico irreducible sobre 
un campo E y si K es uno ampliación de E de grado 2”, el poli- 
nómio p(x) es irreducible sobre K. 


Este corolario significa, en particular, que una ecuación cúbica 
irreducible no puede ser resuelta por el cálculo sucesivo de raices 
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guadradas, pues la adjunción de una raíz cuadrada al campo F, 
bien no producirá ninguna ampliación, o bien será una exten- 
sión de gradi 2, así que el campo K=F(Ya, Vb, yc, ...) que se 
úbtenga portualquier número de raíces cuadradas tiene por grado 
plguna potéhcia 2" de 2. Por el Corolario 5, esta ampliación no 
eontendrá ninguna raíz de la ecuación cúbica irreducible. : 

Para demostrar ahora dicho Corolario 4, supongamos p(x) redu- 
vible sobre el campo K de grado 2”. Entonces el polinomio de ter- 
ger grado p(x=) debe tener al menos un factor lineal z—u, así que 
K contiene una raíz u de p(x). Pero un tal elemento u de grado 3 

“sobre F, ho. puede estar contenido eri un campo A'de grado 2” so- 
hre F, por el Corolario 2. Esto prueba que p(x) es irreducible. 
+ Este corolario es el fundamento algebraico- del. teorema que 
afirma la imposibilidad de resolver el clásico problema de la du- 
flicagión del cubo, o el de la trisección del ángulo, con sólo regla 
Y compás. En*efecto; una construcción geométrica puede tradu- 
:birse a términos analíticos. Los datos del problema consisten en 
cierto número de puntos y de líneas; relativamente a ciertos ejes 
gartesianos, las coordenadas de estos puntos (y las razones entre 
“os coeficientes de las ecuaciones de estas líneas) son un conjunto 
"de números reales, los cuales engendran un cierto campo F' de nú- 
Hueros reales. Cada paso de una construcción con regla y compás 
proporciona nuevos puntos y líneas. Puede demostrarse (*) que el 
'huevo campo de números que les corresponde es el mismo F o es 
ina ampliación cuadrática de F. Por lo tanto, las construcciones 
Yepetidas proporcionan un conjunto de puutos y de líneas al cual. 
corresponde un campo K de grado 2” sobre F. : 

Consideremos ahora la duplicación del cubo. Los datos son un 
par de ejes coordenados y un segmento unidad sobre uno de estos 
dos ejes, con un cubo que tiens por arista este segmento. El pro- 
"blema es construir un cubo de volumen doble. El lado de este cubo 
"vérificará la ecuación 1? —2.=0. Por el teorema de Eisenstein, esta 
ecuación es irreducible sobre el campo R de los racionales (que es 

¿el campo asociado a los datos). En cualquier campo K correspon- 
«diente a cualesquiera construcciones con regla y compás, el poli- 


" (*) Esto resulta considerando que la ecuación del elreulo (corapks) es cuadrática 
y la de la recta (regla) es lineal. Para la discusión detallada nos remitimos a los 
«textos de Teoría de Ecuaciones, com», por ejemplo, Welsner, loc. cil., o L. E. Dickson, 
-New Firat Course in the Theory of Equations. New York, 1939. 
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---—pémio: 2? —2 permanecerá irreducible, por Corolario 1; luego es 
imposible construir un segmento del eje x cuya longitud determine 
el cubo doble. : 

» El problema de la trisección se trata de maneras análoga ; lo 
esencial consiste en escribir la ecuación trigonométrica para el co- 
seno del tercio de un ángulo en función del coseno del ángulo en- 
tero."Balvo para ángulos especiales, resulta así una ecuación cúbica 
irreducible. 


e 


EJERCICIOS 


1. En el Teorema 10, demostrar detalladamente que los mn elementos u,w, 
*  sotr independientes sobre F, 
2. Demostrar que el polinomio »' —2:*+9 considerado en el texto, es Írre- 
. ducible sobre R, [Sugerencia: Atender al grado de R(yZ; 0).] 
3. Sl p(«) es un polinomio de grado q y es irreducible sobre F, y sl K es 
- una ampliación finita de F de 'grado primo con q, demostrar que p(x=) 
es irredúcible sobre K. 
4. Determinar el grado de cada una de las siguientes ampliaciones múltl- 
ples del campo R de los números racionales: 
2) RI, y; 
D) RIYI, /—2); 
. €) RVIS, 42; 
d) RE, 344/50); 
e) RUYZ, u), con u'+6u4+2x0; 
D RUYI, V=3, 47; 
MD RI, /3). 
5. Dar una base sobre R para cada campo del ejercicio anterior. 
6. Determinar razonadamente cuáles de los polinomios que siguen son irre- 
, ducíbles sobre el campo que se indica: 
8) 2+3, sobre R(Y7); 
b) et+1, sobre R(y—2); 
"e 2+82—2, sobre R(y/2); 
d) +32 —92—6, sobre R(Y7, yY5, 1+1). 
7 Determinar en los casos. que siguen si el número u dado engendra la am- 
-  plación que se indica del campo R de los números racionales, desarro- 
llando la correspondiente prueba: 


a) u=Y7, en RIY7; 

b) u=424+ 85, en R(yV2, Y5); 

e) u=2+ Y9, en R(Y 3); 

d) 1u=y3-—-1/01+42), en R(y2); 

e) u=v'+4y+41, en R(v), con v'+5y — 5=0, 


8. ¿Es trascendente o algebraleo sobre R el número c=x*+5x*+2r — 14? 
¿Por qué? 


8] 7 NUMEROS ALGEBRAICOS 425 


+9, Bl K ez una ampliación de F de grado primo, demostrar que todo ele- 
mento que esté en K pero no en F, engendra todo K sobre PF, 
"10. a) Plantear la ecuación cúblea que da cos $ en función de cos 34. 
E b) Demostrar que esta ecuación es irreducible cuando 39=60" (ello six- 
nifica que el ángulo de 60” no puede ser trisecado con regla y 
compás). 


0. Números algebraleos 


Un número algebraico u es un número complejo que satisface a 
Bna ecuación polinómica con coeficientes racionales no todos nulos : 


do). 8,+4,4+434P+...+axt1"=0 “(todo a, en R; algún 0,70). 


Dicho de otro modo, un número algebraico es un número complejo 
que es algebraico sobre el campo R de los racionales, Discutiendo 
'Ó extensión de campos se han "utilizado repetidos ejemplos de nú- 
'méros algebraigos, tales como ¿, Yy—3, Y3 y u. 


- TEOREMA 11, El conjunto de todos los números algebraicos es 
mumerable, 


La demostración de este aserto requiere que describamos un 

létodo que permita la enumeración (o el alistamiento, por así de- 
irlo) de los números algebraicos. Primeramente haremos una lista 
on todas las ecuaciones a que ellos satisfacen. Observemos antes 
¡ue la ecuación (9) puede ser multiplicada por el m.c.m, de los 
Jenominadores de los coeficientes, resultando una ecuación con coe- 
ficientes enteros no todos.nulos, de los cuales el primero puede 
siempre suponerse positivo. Sabemos ya que los coeficientes enteros 
“y positivos de estos polinomios pueden ser enumerados, como en 
esta lista: 0, +1, —1, +2, —2, +3, —3, ... Todos los polinomios 
“lineales: con coeficientes enteros pueden también ordenarse en un 
rectángulo, como se ve a continuación : 


. mA PES y 
SS E y 
- A Sei eS á .” 
hoz a A -2+2, az % E DN 


a 
77 ES e y ES “e-z, 2248 ce. 
p 

ha” ape Egg 17 2192 2arZ 20482. 
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:=“Tomando cada elemento del cusdro en el orden que indican las 
“dingonales, dispondremos de una lista que incluye todos los poli- 
nomios lineales. Éstos quedan, pues, ordenados en la sucesión si- 
guiente : Ñ 


L, —2, 241, 21, —2+1, 21, —22, 2241, —<—1, 


horá podremos disponer una ordenación rectangular de todus los 
omios de segundo grado, 'sin más que agregar los varios térmi- 
o mz? a los diversos términos de la anterior lista. Y de este rec- 
ángulo, por'el mismo proceso, se obtiene una fila en la que apare- 
. eerán todos los polinomios de segundo grado; y de aquí se pasará 
HS los de grado más elevado. Ahora podremos disponer una sobre 
otra las listas que así hemos obtenido, de modo que los elementos 
¡de la fila n-ósima serán los polinomios de grado n. Desarrollando 
este rectángulo según las diagonales, se obtiene, como antes, una 
- ola alineación con todos los polinomios. En esta alineación reem- 
placemos cada polinomio por gus ralces y suprimamos las que apa- 
trezcan duplicadas. El resultado es una lista en que figuran todas 
Jas raíces de polinomios con coeficientes enteros ; ésta es la deseada 
numersción de todos los números algebraicos. 
-. Una consecuencia es, que el conjunto de los númerus algebrai- 
(03 reales es numerable. Pero el proceso diagonal de Cantor de- 
; iMuentrá que el conjunto de todos los números reales no es numera- 
ble" (Cap. XII, Teor. 5). Luego este conjunto debe ser más amplio 
due el de los números algebraicos. Esto demuestra de modo in- 
«directo la existencia de números reales transcendentes. El resultado 
M8 enuncia como sigue : . 


* COROLARIO. No todos los números reales son algebraicos. 


La demostración de Cantor fué primeramente rechazada por 
-iauchós matemáticos, a causa de que no permite construir efectiva- 
_ Intente un número transcendente, En la actualidad es más gene- 
, valmente aceptada, pero es posible dar otras demostraciones más 
oxplícitas de este Corolario (ver los siguientes Ejercicios 10-13). 


TEOREMA 12. El conjunto de todos los números algebraicos es 
tin campo. 


Demostración. Solamente necesitamos probar que la suma, 
producto, diferencia y cociente de dos números algebraicos 4 y 


5 "NÚMEROS ALGEBRAICOS 427 


940, son también números algebraicos. Pero todas estas combi- 
naciones están contenidas. en el subcampo R(u, 0) del campo de 
los números complejos engendrados por u y v. Como u es alge- 
“braico sobre R, R(t)-es una ampliación finita de R; como e es 
ilgebraico sobre R(u), R(u, 0) es finita sobre R(u). Luego, por el 
-Yieoremá 10, R(u, 0) es finita sobre R, así que cada uno de sus 
¡elementos es un número algebraico (Teorema 9). . 

. Un campo F' se llama algebraicamente cerrado (*) (o algebrai- 
:gamente completo) si cualquier polinomio con coeficientes en F 
tiene sus raíces en F. En tal caso, cualquier polinomio f(x) so- 
“bre F tiene una raíz c en este campo, y por ende, un factor“lineal 
g—c, En consecuencia, los únicos polinomios irreducibles sobre F 
son los linesles, y cualquier polinomio sobre yn campo algebraica- 
mente cerrado puede ser descompuesto en un producto de factores 
lineales (como en la fórmula (11) del Cap. V). Además, no existe 
ninguna ampliación algebraica de F, extepto el propio F, Se con- 
oluye que un campo es algebraícamente cerrado si, y sólo si, no 
tiene ampliaciones algebraicas propiamente tales. El teorema fun- 
:damental del Algebra (Cap. V, Teor. 5) afirma que el campo de 
. Jos números complejos es algebraicemente cerrado. s 


Teorema 19. El campo Á de los números e gero es alge- 
.Draicomente cerrado, 


Demostración. Consideremos una ecuación polinómica x2*+ 
HUT +... +t9=0 cuyos coeficientes sean números algebraicos 
1 Contenidos en Á. Estos coeficientes engendran una ampliación 
- K=R(Uo, Uli, «o». Uo-1), la cual es una ampliación finita del cam- 
_po R de los racionales, por el Corolario 4 del Teorema 10. Cual- 

quier ralz compleja r de la ecuación dada es algebraica sobre el 
campo K, así que K(r) es una extensión fiuita de K y, por lo tanto, 
de R..Cualquier elemento ? de esta ampliación es algebraico so- 
“bre R, por el Teorema 9. Esto significa que la ralz 7 es un número 
algebraico en el campo A, así que A es algebraicamente cerrado. 

Tenemos ahora el campo racional R sumergido en el campo al- 
gebraicamente cerrado Á de los números algebraicos, y el campo R* 


8) El autor declara preferible, por razones de unalogia con la topología, la lo- 
cución de «rlgebralcamente completo» que la de enlgebralcamente cerrado», adoptada 
en los libros clásicos y que es también la usual en españo), por cuyo motivo la adop= 
tamos en esta traducción. (N, del T.) 


es 
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de loa números reales sumergido en el campo algebraicamente ce- 
rrado de los números complejos. Estos resultados son casos par- 
“ticulares de un teorema que asegura, que para cualquier campo F 
hoy una ampliación algebraicamente cerrada A cuyos elementos 
son todos algebraicos sobre F' (cfr. Cap. XV, $1, Apéndice). 


« La teoría de los números algebraicos ha sido desarrollada muy 


ampli£mente, Se refiere principalmente a campos K de números 
algebraicos que son ampliaciones finitas del campo R. A los tales 
as les llama campos de números algebraicos. Ahora pasamos a con- 
tiderar las propiedades aritméticas de estos campos. 


¿ 


L 


: 3, 
a 


A. a 


EJERCICIOS 


Tustrar el Teorema 12, hallando una ecuación con coeficientes raclona- 
les para cada uno de los números siguientes: 


a) y2+y=3; 
D v=I+y3; 
e (2; 
dy Y471+4D; 
e) uy—2, con u' +74 — 14x0, 


a) Si u y y son algebralcos de grados m y n, respectivamente (sobre R), 
demostrar que el grado de u+v no excede a mn. 

b) ¿Cuál es el grado máximo de u/v? 

c) SI t es trascendente y vu algebralco, probar que t+u y tu son tras- 
cendentes, excepto, en el último caso, cuando ux=0, 

Ilustrar el Teorema 13 encontrando una ecuación con cotficientes ente- 

ros para una raíz de las siguientes ecuaciones: 


a) Pel + Y2m0; 
D e+yir— y—10; 


ce) e —yir+14+Y7=0; 


d) 7 4+u4+2:0, donde u es una ralz de u'+Su*? — 1044+5:0. 


Presentar los sels primeros polinomios cuedráticos en la alineación de 
los polinomios cuadráticos del Teorema 11. 


. Demostrar que él conjunto de todos los números algebraicos de determi- 
“tado grado es numerable, sin utilizar el Teorema 11. 


" Demostrar que cualquier ampliación finita de un campo numerable es 


humerable. 
Demostrar que el conjunto A de todos los elementos de un campo F' que 
son algebraico3 sobre un subconjunto numerable de F, es numerable. 


a) Demostrar que existen números reales trascendentes sobre R(x). 
b) Utilizando el Ejercicio 7, demostrar que existe una mullllud numera- 
ble de números reales algebralcamente independientes. 
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9. Mostrar que la demostración dada del Teorema 11 utiliza iniplícitamente 
las siguientes fórmulas de aritmética transánita: a) Existen de**=d poli- 
nomios de grado n; b) Existen d+d+...+d+... (d sumandos)=d' polino- 
mios de todos los grados. . 

*10. a) Si u es un número fijo real, mostrar por factorización de x3— ul que 
existe una constante N tal, que ¡21—ul| <N|x—u], slempra que 
|e—u|<1. 

b) Si f(x) es un polinomio con coeficientes reales, y u un número real, 
demostrar que existe una constante M que depende de f y'de u tal, 
que [f(x)—f(4)| <M|z—+u1, siempre que |[r—u|<J. 

*11. Sea u una raíz real de la ecuación polinómica f(x)=0 de grado r, eon coe- 
ficientes enteros. Si m y n son dos enteros tales, que | m/n —u)] < 1/Mnr, 
donde M es la constante del Ejercicio 10, mostrar que f(m/n)=0. (Suge- 
rencia: Por el Ejercicio 10, |f(m/n) | < 1/n", mientras que f(m/n) es un 
número racional de denominador n”.) 


*12, Si u es un número real para el cual puede hallarse una sucesión infinita 
de distintas fracciones racionales mx/nx tales, que | u— (mx/n1))] < 1/kn,x 
para todo k, demostrar que u es trascendente. (Sugerencia: Si el grado 


de u fuese r, por Ejercicio 11 sería f(mx/nx)=0 para k suficientemente 
grande.) > : 


*13, Los números que satisfacen las hipótesis del Ejere, 12 son Mamados «nú- 
1 
meros (trascendentes) de Liouville». a) Demostrar que S10-*1=0,110001... 
A 
es un número de Llouville. b) Presentar otros números de Liouville. 


7. Enteros de Gauss 


Un ejemplo simple de enteros algebraicos es el que ofrecen los 
enteros de Gauss. Se llama así a los números a=0+bi en R(i) que 
tienen sus componentes a y b enteros, es decir, en J. La suma, 
diferencia y producto de dos de estos enteros es también un entero, 
de modo que los enteros de Gauss forman un dominio de integri- 
dad J[i]. En este dominio puede atenderse a las cuestiones de divi- 
"sibilidad y descomposición en factores primos (irreducibles). 

Es conveniente introducir la «norma» de un complejo dv cual- 
quiera (entero o no). Si o=++8:i, la norma N(7) es, por definición, 
el producto de d por su conjugado v*=r—ai, 


(10) N(0)=00* = (1485) (r— 31) =1 +8?. 


La norma no puede ser negativa jamás, y es el cuadrado del valor 
absoluto de o (ver Cap. V). Para dos números cualesquiera Y y 7 
se tiene 


(1) N(07)=N(0)N (7). 
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: Esta igualdad indica que la correspondencia o > N(7) conserva los 
úctos, es decir, que ea una representación homomoría del gru- 

' multiplicativo de los números o no nulos sobre el grupo multi- 
eativo de los números racionales.. En particular, la norma de un 


* . entero gaussiano es un entero (racional). 


Recordemos ahora los conceptos generales que implica la divisi- 
bilidad (Cap. IV, $5). Una unidad de J[i] es un entero gaussiano 
a£0 cuyo recíproco a”* es también un entero gaussiano. Como 
ad! 1, resulta N(aa”)=N(a)N(a”*)=1, así que la norma de una 
unidad a debe ser N(a)=1. La inspección de (10) muestra inme- 
distasmente que las únicas unidades posibles son +1 y +3. Dos en- 
teros se llaman asociados en J($] si cada uno divide al otro. Por 
lo tanto, los únicos asociados de a en J[¿] son ta y tía, 
El número racional primo 6 tiene en J(3] cuatro descomposi- 
ciones factoriales posibles ; 


(19) 5=(1429) 1—2Me= (0 —1) (—G—De 
=(2+5) (2— 5 =(i— 2) (—4—-2). 


Estas.descomposiciones no son esencialmente diferentes ; por ejem- 
plo, 2+4=1(1—2i) y 2—¿=—1(1+425), y en cada uno de los otros 
casos, los factores correspondientes son asociados. Cada factor en 
(12) es primo (irreducible). Por ejemplo, si 2+i tuviese una fac- 
torización 2+i=aB, sería N(24+1)=5=N(a)N(8B), así que N(a) [o 
N(8)] sería igual a 1, es decir, que a (o 8) sería una unidad. Los 
. factores (12) dan, ciéncialmente: las únicas maneras de descompo- 
ner factorialmente el 5, pues en cualquier descomposición 6=y0, 
sorá'N(6)=28=N(y)N (8), de modo que todo factor que no sea uni- 
dad deberá tener norma 5. Pero por taenteos sencillos en (10), se 
comprueba inmediatamente que los únicos enteros de norma 5 son 
los; .itilizados en (19), 

*Por ótra parte, el primo racional 3 es primo en J[?]. Para de- 
mosraio, supongamos 3=af. Entonces, N(a)N(8)=9 y N(a)|9. 

N(a)=1, a es uns unidad, mientras que si N(a)=N(a+bi)=3, 
hn a*+b*=3, lo cual es imposible siendo a y b enteros. 

El teorema de factorización única puede demostrarse para los 
enteros de Gauss, desarrollando primero un algoritmo de ls divi- 
sión análogo al utilizado con los enteros ordinarios y con los poli- 
nomios, 
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TEOREMA 14. Dados dos enteros gaussianos a y A, existen otros 
dos enteros guussianos y y p cumpliendo las condiciones 


:(13) a=Br+p, N(p <N(B). 


" Demostración. Calculemos el cociente exacto a/8B=r+s8i, y to- 
¡memos los dos enteros Y' y s' lo más próximos a r y s. Se tiene en- 
fonces ; 
ye alB=(" +80) + [(r—7)+(8—8)6] =y+0, yat +si, 


donde |[r—r' |< 12, |s —s | < 1/2, así que 
N(0)=(r —1)+(s —87 < 1/4+1/4 <1, 


La igualdad (13) puede ahora escribirse a=fy+ Bo, donde a y By 
son enteros, y por tanto, también lo es fr, teniéndose además 
N(Br)=N(BN(7) <N(B), e. q.d. 


Lema 1. Dos enteros gaussianos a, Y 0 tienen un máximo 
común divisor 8, el cual esun entero yaussiano expresable en la 
forma d= =8,0,+ 8202, siendo B, y B, otros dos enteros garssianos, 


.. Demostración. Por divisiones reiteradas se puede construir un 
goritmo de Euclides, exactamente como en el caso de los enteros 
racionales (Cap. 1, $7). Los sucesivos restos p de (13) decrecen en 
forma y, por lo tanto, el algoritmo debe tener un final. El último 
resto distinto de cero es el m.c. d. .buscado. 

- Una demostración menos directa puede resultar de la conside- 
ración del ideal (a,, as) engendrado por a, y a, en el anillo J[s]. 

Entre los elementos de este ideal elijamos uno, $, de norma míni- 
ma, y escribamos a, =6y, + p1, 44 =5y, + pa, como en (13). Los restos 
p. están en el ideal, y tienen norma menor que 5, luego deben ser 
:cero. Por lo tanto, az=9y,, a,=5y,, así que 5 es un divisor común. 
"Como 3 está en el ideal, debe ser de la forma $=B,a,/+ 8,4, y, por 
lo tanto, será múltiplo de cualquier divisor común de a, y a,. Por lo 
tanto, 3 es el m.c.d. requerido, 

El estudio de la factorización en los enteros gaussianos es com- 
pletamente análogo al del caso de los enteros racionales (Cap. 1, 

$ 7-8) y al. de los polinomios (Cap. IV, $$6-7+. Por lo tanto, men- 
cionaremos sólo los puntos más importantes. Un entero de Gauss x 
se llama primo si no es cero ni unidad y si sus únicos divisores en 
J[s$] son las unidades y sus asociados. Se demuestra : 
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Lema 2. Si r es primo, la relación =|af implica que =|a o 


. que =|B. 


_'TBOREMA 15. Cualquier entero de Gauss a puede expresarse 
como un producto a=",...”. de factores enteros gaussianos primos. 


"Esta representación es esencialmente única, en el sentido de que 


cualquier otra descomposición de a en factores primos tiene el mis- 
mo número de ellos y pueden ordenarse de modo que los factores 
" homólogos sean asociados. 


. Para generalizar de modo apropiado estas nociones, investiga- 
_ Femos primero las ecuaciones polinómicas irreducibles satisfechas 
* por los enteros gaussianos. Si a=0+bies uno de los tales, que no 
sea un entero racional, será b+0, y a debe ser raíz del polinomio 
"guadrático irreducible siguiente : 


[z — (6 + bi)] [z — (a — bi)] =2* —2az + (a? + b?). 


Así, a es raiz de una ecuación mónica irreducible con coeficientes 
enteros. Inversamente, puede demostrarse que si un número r+8i 
en el campo R(i) satisface a una ecuación mónica irreducible con 
A enteros, tal número es un entero de Gauss (*). Así re- 
solta : 


'Teorexa 16. Un número del campo R(i) es un entero de Gauss 
si, y sólo si, la ecuación mónica irreducible a que satisface sobre R 
tiene coeficientes enteros. 


EJERCICIOS 


1. Descomponer en factores primos los siguientes enteros de Gauss: 5, 3-+4, 
Í 61, 11, 1—7L 


" 2, Hallar el m,c.d. de los siguientes pares de números a, y e, y expresarlo 


en la forma f,2,+f8,0,: 
a) 346 y 12—31; D) 5+4+3i y 134181, 

3. Hallar todas las factorizaciones posibles de 13 en enteros gausslanos y 
mostrar explícitamente que dos factorizaciones difieren sólo en factores 

. asociados, 

4 Demostrar que cualquier ideal de J(41 es principal. 

a) Demostrar el Lema 1 utilizando el algoritmo euclídeo. 

b) Demostrar el Lema 2. 


(*) La demostración será desarrollada en un caso más general en la próximas 


:secelón (Teorema 18). 
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.0. Demostrar el Teorema 13 a partir del Lema 2, 
7. a) Demostrar que un número racional primo p es primo en J(i] al, y 
sólo sl, 2*+y*=p no tiens soluciones enteras, 

b) Demostrar que todo primo racional de la forma p=4n+3 es primo 

. en J(1). 
8. a) Demostrar que el anillo cociente JixJ/(p, 2"+1) es isomorfo con 
. JWIAp) y con Jylel/(a* +1). 

Db) Demostrar que el primero es un dominio de Integridad sl, y sólo al, 
p es primo en J[i]; mientras que el segundo es un dominfo de inte- 
gridad si, y sólo si, 2*=—1 (mód. p) no tiene solución en J. 

c) Admitiendo que el grupo multiplicativo méd. p es cíclico (Cap. XV, 
Teorema 18), demostrar que si odie hay en J una solución de 
=-—1 (mód. p). 

4) Conclutr que p=4n+1 no puede ser primo en J[i), 


Los ejercicios que siguen se refieren al dominio de todos los 
húmeros a+b42, donde a y b son enteros. 


» Definida la morma como N(a+by2)=a* —2b*, mostrar sus propiedades. 
Y Establecer un algoritmo de división en J[y2). 
. Demostrar la existencia de m.c.d. en J(y2). 
O y demostrar el teorema de descomposición factorial única en 
J[y21. 
33. Hallar en J(y/Z1 la descomposición de los alguientes números: 3, 24 y/2, 
. 1+3 
Y 2) Encontrar en J(/Z) una unidad distinta de +1. 
* b) Demostrar que existe en J[Y2] un número infinito de unidades dis- 
tintas, (Sugerencia: Utilizar las potencias de una unidad.) 


, 


d. Enteros algebraicos 


En general, na número algebraico u se llama entero algebraico 
ki la ecuación mónica irreducible satisfecha por u sobre el campo 
Ye los números racionales tiene enteros sus coeficientes; esto es, si 


€14) p(u)=0.+0,4+... +08 +u"=0 (a, enteros), 


donde p(z) es irreducible sobre R. Lia ecuación irreducible satisfe- 

ha por el número racional mfn es precisamente la ecuación lineal 

2—min= =0. Por lo tanto, un número racional es un entero alge- 
braico si, y sólo si, es un entero ordinario. Tal entero (ordinario) 

de J será llamado entero raciongl para distinguirlo de los enteros 

blgebraicos. Un número algebraico 340 es llamado unidad cuan- 

«do tanto u como w”* son enferos algebraicos. 
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Para averiguar si un número algebraico dado es entero, no es 
necesario acudir a la ecuación irreducible, como demuestra el si- 
guiente resultado : 


TEOREMA 17. Un número es un entero algebraico sí, y sólo si, 
satisface sobre R u una ecuación polinómica mónica y con coefi- 
cientes enteros. 


Demostración. Supongamos que u es raíz de algún polinomio 
f(x) mónico con coeficientes enteros. Sobre R, u anula tembién a 
un polinomio irreducible p(x), el cual puede tomarse con coeficien- 
tes enteros. Suprimiendo cualquier factor común de estos coefi- 
cientes, se logrará que el m. c. d, de todos ellos sea 1.: Esto es como 
decir que p(x) es primitivo, en el sentido del Cap. IV, $8, en el 
dominio J[x)] de todos los polinomios con coeficientes enteros. El 
polinomio dado f(x) es mónico, luego también es. primitivo. Por 
el Teor. 2 sabemos que el polinomio.f(x) con raíz u debe ser divi- 
sible, en Rx], por el polinomio irreducible p(x) correspondiente 
a 4; y así f(x) =p(x)g(x). Como f y p son primitivos, el Liema 8, 
$8, Cap. IV, asegura que el cociente q(x) tiene también coeficien- 
tes enteros. El coeficiente principal en f(x), 1, es entonces el pro- 
ducto de los coeficientes principales en q y en p; por lo tanto, +p(x) 

“es mónico, lo cual significa que u es entero de acuerdo con la defi- 
nición (14). 

Un número puede ser entero algebraico aunque su aspecto sea 
fraccionario ; por ejemplo, u=(1+ V5)/2 tiene forma de fracción, 
pero satisface a la ecuación 


[o— (14 /8)/2][2—(1— 43) V5)2] =1* —x—1=0, 


la cual es mónica y de coeficientes énteros. Esto nos incita a una 
investigación sistemática de los números de un campo cuadrático 
que sean enteros algebraicos. Cualquier campo K de grado 9 sobre 
.el campo R de los racionales puede ser expresado como una ani- 
pliación algebraica simple K=R(Wd). Sin pérdida de generalidad 
$e puede suponer que d es un enteto racional y que no sdmite como 
factor ningún cuadrado de otro entero. En este caso, resulta : 


TEÓREMA 18. Si dx1 es un entero sin factores cuadrados, se 
verifica: Sid=2 0 d=3 (mód. 4), los enteros algebraicos en R(VD 
son los números a+bv1, con los coeficientes a y b enteros racio- 
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nales. Si es d=1 (mód. 4), los enteros de R(Yd) son los números 
D+D(1+ Vd)/2, con a y b enteros racionales. 


. Demostración. Como preliminar, observemos que a=1 (máód. 2) 
significa que 4:=1+2r, es decir, que a?=1+4+4r+4r*=1 (mód. 4). En 
otras palabras : 


15) a=1 (méd. 2) implica a*=1 (méd. 4), 
(16) a=0 (mód. 2) implica a*=0 (máód. 4), 


así que un cuadrado es siempre congruente con 0 o con 1, módulo 4. 

Cualquier número u en R(Yd)- puede expresarse como Us 
=(6+b4d)/c, donde los enteros a, b y c no tienen ningún factor 
común. Supondremos b-+0, para excluir el caso trivial de los nú- 
eros racionales, La ecuación cuadrática mónica irreducible para u 
5s la siguiente : 


(117) [e—(a+b/d)c] (2 —(a—b/0Dlc] = 
2? — (Lajojz+ (0? Eo 


Si e es un entero algebraico, los coeficientes 2a/c y (a? — db*)le? 
«deberán ser enteros. Por lo tanto, 4a?/c*, (40* — 4db*)/c* y 4db*]c* 
deberán también ser enteros, así que c]|2a y c*|4db*, Como d no 
biene factores cuadrados, cualquier primo p2 contenido en o debe 
dividir a a y a b*, contra el supuesto de que a, b y c no tienen fac- 
tores comunes (excepto +1). Por ls misma razón, 4|c es imposi- 
ble, así que las solas posibilidades son C=1 y C=2. 

Consideremos ahora el caso d=2 o d=3 (mód. 4), con 0=2. En 
este caso, el último coeficiente (a? — db?)/4 de (17) debe ser entero, 
y por lo tanto, a?*=db* (mód. 4). Si b=1 (méd. 2), será b*"=1 (mó- 
¿ulo 4) y a'=db*=2 ó 8 (mód. 4), en contradicción a las reglas (15) 
y (16). Si b=0 (máód. 2), será a?=0 (mód. 4) y a=0 (mód. 2), así 
que a, b y c tienen como factor común el 2. En cualquier caso 
concluímos que no puede ser 2; y por ser c=1, todos los enteros 
de R(vd) serán de la forma abad. Inversamente, la ecuación 
mónica (17) para los números de este tipo tiene coeficientes enteros. 

Para el otro caso, d=1 (mód. 4), vale una demostración aná- 
oga, observándose ahora la posibilidad de a=b=1 (mód. 2). 


COROLARIO. En cualquier campo de grado 2 sobre R, el con- 
junto de todos los enteros algebraicos es un dominio de integridad. 


ez 
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Demostración. Las sumas, diferencias y productos de los en- 


" feros en la forma expresada en el Teorema 18, son también núme- 
ros de ls misma forma, y por ende enteros. 
- Inmediatamente vamos a generalizar este corolario a cualquier 
campo de números algebraicos. 


A 


un 


>» EJERCICIOS 


Demostrar que cualquier raíz de la unidad es un entero algebralco. 

a) Hallar todos los enteros y todas las unidades en R(u), donde w es una 
raíz cúbica compleja de la unidad. 

b) Probar que cualquier unidad en R(w) es una ralz de la unidad. 

Completar la demostración del segundo caso del Teor. 18 (421 (mód. 4)], 

a) Demostrar que cualquier número algebraleo puede ser eserito como 
un cociente u/d, donde u es un entero algebralco y b un entero ra- 
clonal (es decir, un entero de Jn, 

b) Demostrar que cualquier campo K de números algebralcos es el cam- 
po de cocientes del dominio de todos los enteros algebralcos en K. 

Hallar todos los enteros en R(yZ, 1). 


Sumas y productos de enteros 


Esta sección se dedica a la demostración del siguiente resultado : 


T8orREMA 19, El conjunto de todos los enteros algebraicos es 
dominio de integridad. 


Una consecuencias inmediata es la siguiente particularización : 


" COROLARIO. En cualquier campo K de números algebraicos, los 
enteros algebraicos forman un dominio de integridad. 


Una instructiva demostración del Teorema 19 se deduce del 


análisis de los grupos aditivos engendradcs por enteros algebrai- 
003, Bi 0,, ..., 9 son números algebraicos cualesquiera, denotemos 


cón Ge[0o,, ..., 22] el subgrupo (*) engendrado por estos números 
en el grupo aditivo de los números complejos. Este grupo G con- 


siste; sencillamente, en todos los números representables en la forma 


(18) U=0,0, +0701+...+Go0a (0 entero racional). 


- Observemos que en el sentido de grapo aditivo, el múltiplo natural 


00 


=0x0 68, simplemente, una potencia de 9. 


(*) Un grupo aditivo y abeliano, como lo es G, se lama a veces módulo O 


J-módalo. 
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LeMA 1. Cualquier subgrupo S del grupo G'=[v,, ..., Va] Pue- 
de también ser engendrado por n o menos números. 


Demostración. Para cada índice k, sea Gx el subgrupo [0x, ..., 
£»)] engendrado por los últimos n—k-+1 generadores de G-; así que 
$, consiste en todas las sumas de la forma 0101+ ... +04. Entre 
todos los elementos de Gx que pertenezcan al subgrupo dado S, 
'5cojamos un elemento 


(19) Wx =Cx0r +Cro1Dx01 + +». + CaUa, 


én el cual el primer coeficiente cx tenga el “valor positivo más pe- 
gueño posible, (Si en cada elemento el coeficiente de ox es cero, 
¡pondremos wx=0.) Si to=b10x +... es otro elemento de S en Gr, 
fín primer coeficiente dx podrá escribirse bx=grCx+*t+, con un resto 
Bo negativo fx <Cr. La diferencia 0 — QutOx=1:0x +... * pertenece 
ntonces al subgrupo Gr y a S, y tiene un primer coeficiente no 
ibivo tx < Cx» Por lo tanto, Tx=0, y cualquier elemento w de S 
bn Gx dará un elemento t0'=0 — qut'x en Gro». 
. Los n elementos escogidos t0,, ..., to.-engendran la totalidad 
Bel grupo $. Puesto que, dado un elemento to en el grupo, se 
Puede hallar un q, tal, que t0—q,t0, dependa sólo de 0,, ..., Wa, y 
Juego un qa tal, que t0— 110, —qut0, dependa sólo de 0,, ..., Da, 
y asf sucesivamente ; y al final, t0=Xq:0,. Esto demuestra el lema. 
El método utilizado en el Lema '1 es empleado asimismo en 
“muchas cuestiones referentes a log grupos abelianos con un nú- 
mero finito de generadores. 


_ Lema 2. Un número u es un entero algebraico si, Y, sólo ei, 
el grupo aditivo engendrado por todas las potencias 1,u,vu,v”,. 

de u, puede ser engendrado también por un número finito de ele- 
mentos. 


Demostración. Si u es un entero, satisface 8 una ecuación máó- 
pica (14) de grado n con coeficientes enteros. Esta ecuación expre- 
a u" como un elemento del grupo G=(1, u, ..., u”*] engendrado 
por las n primeras potencias de u. Por iteración, la misma ecuación 
puede utilizarse para expresar cualquier potencia superior de u 
como un elemento de este grupo. Por lo tanto, u satisface al cri- 
terio del Lema 2. 
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Inversamente, supongamos que el grupo G engendrado por 1, 
u, 4”, ... puede ser engendrado por los 1 números 0,, ..., Va perte- 
necientes a G. El producto de u por un elemento 20,4! de G es 
también un elemento 2cu** de G, así que los productos u0; deben 
pertenecer a G y ser expresables mediante los generadores como 
u0,= Le 0001, donde los ay son enteros. Esta expresión proporciona 


n ecuaciones homogéneas en las v, de la forma 


(0,1, — 4)0,+01203+...+G1002=0, 
03101 +(03¿—U)02+...+O100=0, 


02101 + 092024... + (Cua —4)0=0. 


Este sistema de ecuaciones tiene un conjunto de soluciones no 
todas nulas, 9,, Da, ..., Va, luego la matriz de los coeficientes debe 
ser singular (Cap. X, Teor. 3, Corolario). La matriz de los coefi- 
cientes puede escribirse como A —ul, donde A =|| a (|; como es 
singular, su: determinante es cero, así 


(20) ¡A —41 ] = (—1 24 da 1400 4.1. Da:0, 


. donde los coeficientes b, son ciertos polinomios en los enteros ay, 
luego son también enteros. Esta ecuación (20) significa (*) que u 
. es un entero algebraico, como afirmaba el lema. 

La conolusión del Lema 2 puede ser formulada así : 


- — COROLARIO. Si todas las potencias positivas de un número al- 
gebraico u pertenecen al grupo aditivo engendrado por un conjunto 
finito de números y;i, ..., Ya, entonces u es un entero algebraico. 


Demostración. El grupo S engendrado por 1, u, 4?, ... es un 
“sabgrupo del grupo engendrado por 1, Yx, ..., Ya. Por lo tanto, se- 
gún el Lema 1, este subgrupo S puede ser engendrado por un nú- 
mero finito de aus elementos y, por lo tanto, según el Lema 2, el 
" número u es un entero algebraico. 

Volvamos ahorá a la demostración del Teorema 19. Si u y o son 
entéros algebraicos, vamos a probar que u+vw y uo son enteros. La 
hipótesis significa que todas las potencias u* y v* pueden ser expre- 


** (*) Obsérvese que (20) es, simplemente, el polinomio caracteristico de A, en el 
sentido de Cap. X. 
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sadas mediante un número finito de potencias 1, u, ..., 4" y 1, 
D, ..., 0%, Por lo tanto, cualquier potencia (uo)*=u*0* y (u+0)" 
pertenece al grupo aditivo engendrado por los productos 1, u, uv, 
uo?, ..., uto"t, Y por el corolario anterior, esto demuestra que 
uv y 4+0 son enteros algebraicos, como afirma el teorema. 


EJERCICIOS 


1. Plantear la oportuna ecuación mónica irreducible con coeficientes ente- 
ros que muestre que cada uno de los siguientes números es un entero 
algebralco: 

a yI+y3; D) i+o; o) yYI+aA+yDI?2. 

2. a) Si los números Y,, ..., UVa son linealmente independientes sobre R, de- 
mostrar que cualquier subgrupo S de índice finito en G=1[b,, ..., Ua) 
puede también ser engendrado por n números linealmente indepen- 
dlentes W,, ..., Wa . 

b) Mostrar que cste subgrupo S es isomorfo con el grupo completo G, 

3. Si los números O. »».» Va son linealmente independientes sobre R, mos- 
trar de qué modo la base establecida en el lema 1 para un subgrupo S 
de G=10,, ..., Va] puede utilizarse para calcular el índice de S en G, 
(Sugerencia: Hallar primero un elemento representativo para cada clase 
de restos determinada por S.) 

'4, Demostrar que un grupo G=[0,, .... Va] no tiene una cadena infinita de 
. subgrupos distintos, es decir, que, dada una sucesión infinita de subgru- 
pos 5,45,<5S,<...<G, hay un Índice m para el cual Sn=Sm.= 
=5p,,+... (Sugerencia: Aplicar el Lema 1 a la reunión de los grupos $1.) 

5. a) Demostrar que cualquier módulo contenido en el dominio J de los 
enteros ordinarios, es. un ideal de J. 

b) Mostrar un módulo contenido en el dominio J(fil de los enteros de 
Gauss, que no sea un ideal de J11). 
»8. Si un número algebraico u es raíz de un polinomio. mónico irredutible, 
cuyos coeficientes son enteros algebraicos, demostrar que u es también 
entero algebralco. 


* 10. Factorización en los campos cuadrátlcos 


Al estudiar la divisibilidad de los enteros en cualquier campo 
cuadrático, es siempre conveniente el emplear las normes. La fór- 
mula para la norma depende del campo, pero la idea es la misma 
en todos los casos, incluso para campos algebraicos de orden supe- 
rior. La norma se define, esencialmente, mediante los automorfis- 
mos del campo. El campo cnadrático R(Yd) tiene, por el Teore- 
ma 7, un jsomorfismo 4=04+b4/de4=0—dyYd¿, en el que a cada 
número u le corresponde su conjugado ú. 
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DariNIcIÓN. La norma N(u) del número u=a+bYVd de R(vd) 
es el producto uí de u por su conjugado ú, 


(21) N(u)=u8=(a+bV 4d) (a—byd). 


Como la correspondencia u+8 es un isomorfismo, 49=uD, y 
por lo tanto, 


(22) N(uo)=N (No). 


De este modo, la norma traslada la factorización t4=u9 de cual. 
quier entero del campo, a la factorización N(w)=N(u)N (0) de los 
.. enteros racionales N (tw). (La norma de un entero algebraico es un 
. entero racional ; ver Ejerc, 1.) 

Para probar que la descomposición factorial en números primos 
Do es siempre única, consideremos el campo R(y4—6). De acuerdo 
con el Teorema 18, cualquier entero de este campo tiene la forma 
a+by—5, con a y Úb enteros racionales; por lo tanto, todos los 
enteros forman un dominio J[yY—6]. Si u es una unidad de este 
dominio, entonces uu” =1, donde u”* es también entero. Además, 
N(uu)=N (u)N (u*) =1, así que el entero N(u) debe ser +1. Pero 


-(93) N(u)=N(a+ by —5)=a* + 5b?, 


- Este valor es +1'si, y sólo si, b=0 y a=:+1, así que las únicas 
unidades de J[y—5) son +1. a 

¿Cómo es la descomposición del entero 21 en J[V—5]? Si 
21euo, para dos enteros u y v, entonces N(un)=N(wN (0) = 
=N(21)=21*=8*»7*, Así, un factor propio de 21, sea u, tendrá 
por norma un factor propio de 3*-7*, luego N(u)=3, 7, 9, 21, 49, 
69 6 147. Como la norma está dada por (23), se encuentran con 
pocos ensayos todos los enteros posibles con tales normas. Resulta 
-que no hay enteros de norma 3 ó 7 (y por tanto, tampoco factores 
de normas 63 ó 147); las restantes soluciones de (23) dan las fac- 
torizaciones siguientes : 


(24)  21=3:-7=(14+2v/—5) (1 —24/—5)=(44+ Y —5) (4— v—5). 


Aquí figuran todas las factorizaciones de 21 (excepto las altera- 
ciones por factores unidad +1), y cada uno de los factores que apa- 
rece es primo en J[Y—5). Por ejemplo, 3 es primo, ya que cual- 
quiera de sus eventuales factores primos tendría norma 3 y no po- 
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dría ser entero. El ejemplo de las diferentes descomposiciones (24) 
demuestra que en el dominio de los enteros J[Y4—65] no vale el 
teorema de factorización única. 

La dificultad esencial en este dominio es la imposibilidad de 
obtener un máximo común divisor, ni por el algoritmo de Euclides 
ni por factores primos como 3 y 1+2Y—5. Recordaremos que para 
los enteros de Gauss, el m.c.d. de a, y e, venía definido como un 
elemento que por sí solo engendraba el ideal (a,, as) (ver la demos- 
tración del Liema 1 en $7), y que el mismo ideal engendraba el 
m.c.d. de dos enteros racionales (ver Capitulo XITT, $4). Este 
ideal puede también ser formado, en el caso actual, como ideal 
(3, 1+24—5) engendrado por 3 y 1+24Y—5. Consideremos asi- 
mismo los ideales 


P,=(3, 1424 —5), P,=(83, 1-2/=35), 
Qo(7, 1+2/—5), Qi=(7, 1—2Y —5). 


Dos de estos idegles pueden multiplicarse por simple multipli- 
cación de sus elementos base, por la regla (15) del Cap. XIII; 
por ejemplo : 


P,P,=(9, 3—64—5, 3+6y—5, 1420). 


El ideal producto contiene al 9 y al 21, luego contiene n su 
m.c. d. 3. Los cuatro elementos base de P,P, son múltiplos de 3, 
así P,P, es simplemente cl ideal principal (3) consistente en todos 
los múltiplos de 3 en J[Y—5]. De modo semejante se prueba 


P,P,=(3), P¡Q= (1 +2vY—5), P,Q¿=(4— v=3), 
Q0:=(D, PQ.=01—24-5), P.Q.=(4 + v—5). 


Las tres factorizaciones esencialmente distintas que se ven en 
(24) pueden ahora ger consideradas como'factorizaciones del ideal 
principal engendrado por 21. Sustituyendo los productos (26) en (24) 
resulta que todas las factorizaciones conducen a una, y a la misma, 
descomposición factorial de ideales (21)-=P,P,Q,Q,. Esto indica que 
con los tdeales se reconstruye la unicidad de la descomposición fac- 
torial, ae, 
Puede objetarse que en la formación de nuestros ideales no he- 
mos utilizado ningún factor 4+yY—3 del tercer par (24). Pero es 


(25) 


(26) 


«a : CAMPOS DE NOMEROS ALGEBRAICOS [Car. XIV 


qus cualquier m.c.d. formado a partir de estos factores conduce 
-a-los mismos cuatro ideales P,, P,, Q,, Q, del.caso anterior. Por 
- ejemplo, el ideal (3, 4— V/—5) contiene a 


4— V=3—30— Yh)=1+2V=3, 


o inversamente, el _ideal (3, 14+24/—5) contiene al elemento 
142454 3(1— 1 —5)=4— y/—6. Por lo tanto, 


(am. (8, 4— 45) =(8, 1424 —5)= P.. 


«Los ideales P,, Ps, Q,, Q, de la factorización que estamos con- 
siderondo, son ideales primos en el dominio J[Y—35]. Considere- 
AOS el caso de P,, el cual, por definición, contiene al 3. Demos- 
* tremos, primero; que los únicos entéros racionales de P, son los 
múltiplos de 3. Pues otros enteros racionales sólo podrían estar en 
P, si lo estuviesen el 1 o el 2; en el último oaso, 2 en P, implicaría 
que 1=3—2 estuviese en P. Esto es imposible, pues entonces 
- pería P,=(1), en cuyo caso P, incluiría a todo el anillo J [Y —5]; 
mas como el isomorfismo Y—5->-—y—5 transporta a P, sobre P,, 
se. sigue,. por simetría, que también P, sería igual todo el anillo. 
El producto P,P,= (1) (1)=(1) no sería entonces el ideal (8), contra 
lo que fué calculado antes. Es conveniente escribir u=0 (mód. P,) 
. Para significar que —-v es un número de P,. Por (27), P, contie- 
nea 4—y—5, así que v—5=4=1 (mód. P,) y a+byY—6b=a+b 
(mód. P,). Este resultado significa que cualquier entero algebraico 
uno+0dy/—5 es congruente, módulo P,, a un entero racional 
04 +b, 
Probaremos ahora que P, es primo. Por definición, esto signi- 
. fica. que 


(28) uv=0 (mód. P,) implica u=0 (mód. P,) o 0=0 (mód. P,). 


Tomemos dos enteros racionales c y d tales, que u=c y v=d 
(méd. P,). Entonces uv=0 da cd=0 (máód. P,), lo cual implica que 
ed=0 (mód. 3), ya que los únicos enteros racionales de P, son los 
: ltiplos de 3. Pero 3 es primo, así que cd=0 (méd, 3) exige que 
e=0 o d=0 (mód. 3), y por lo tanto, 4=0 0.9=0 (mód. P,), como 
dice (28). Se prueba de modo semejante que P,, Q, y Q, son ideales 
primos. 

La descomposición factorial única deducida en el dominio 
R(4V—5) es una indicación de cómo la noción de ideal puede ser 
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empleada sistemáticamente para restablecer el teorema de la des- 
composición factorial única, en aquellos dominios de números alge- 
braicos donde, con la descomposición factorial ordinaria, la unici- 
dad cas en defecto. Para un desarrollo posterior, se debe establecer 
el «teorema fundamental de la teoría de ideales» : En el dominio D 
de todos los enteros algebraicos que pertenecen a un campo K de 
"números algebraicos, cualquier ideal puede ser expresado de ma- 
. mera única (salvo el orden) como un producto de ideales primos., 
En particular, cualquier entero u del dominio determina un ideal 
principal, el cual admite dicha factorización única. 


EJERCICIOS * 


1. a) Demostrar qué en un campo cuadrático, la norma de un entero es 
Un y 
Db) Slu Vd no es racional, demostrar que N(u) es el término cons- 
tante ac ua ecuación mónica irreducible satisfecha por u. 

2, Hallar todas las unidades en Riíy—7). 

Demostrar que, siendo d positivo, el número de unidades en un campo 

cuadrático R(Y—d) es 8nito, y demostrar que cualquier unidad es una 

raíz de la unidad. 

4, Demostrar que todas las raíces de la uridad que:pertenecen a cualquier 
campo de números algebralcos, forman un grupo cíclico. 

5. Demostrar con detalle que las Únicas factorizaciones de 21 zon las dadas 
en (24), 

"6. Calcular los productos (28). (Sugerencia: Utilizar la simetría; por ejem- 
plo, utilizar el automorfismo de R(y—53).) 

7. Demostrar Que el ideal P, del texto no es principal (esto significa que 
los números 3 y 1+2/—3 no admiten un número determinado como 
m.c. d.), 

8. Demostrar que cada uno de los ideales (7, — y (142/—3, 4+ 43) 
es igual a uno de los ideales P,, P., Q.. Qy 

9. Demostrar que el ideal Q, es primo; de aquí, demostrar por simetría que 
Q, es primo. 

10. Demostrar que el anillo cociente J(Y—3J/P, es isomórfico con J,. (Su- 

" gerencia: ¿Qué son las congruenclas con relación al anillo cociente?) 

11. Por el método del Teorema 14, manifestar un algoritmo de división para 
142. 

12. Manifestar un algoritmo de la división para J(w). donde v=(—14+ y3)/2. 
(Sugerencia: Los múltiplos enteros de cualquier £ dividen al plano com- 

. plejo en triángulos equiláterps) 

413, Sea D un dominio de integridad, en el cual una norma N(a) se define asi: 
1) N(a) es entero positivo si ex0; 2) Nl(a8)=N(AN(B); 3) dados a y 
B+7+0, existen y y £ tales, que a=8y+0, NIDO <N0). 

2) Probar que D es un dominio con factorización única. 
b) Probar que cualquier ideal en D es principal 


CAPITULO XV 
Teoría de Galois 


1 Campo raíz de una ecuación 


Los complejos conjogados i y —4 son las raíces de la ecuación 
2%4+1=0; más generalmente, cualquier par de complejos conju- 
" gados a+bi y a-—bji puede darse algebraicamente como el par de 
raíces de la ecuación 


[2— (a+ bi)] [2— (a — bi)] =x* —2ax 4 (a* +b*)=0, 


- Si b=40, esta ecuación es irreducible en el campo de los nú- 
meros reales. Análogamente, 42 y —wW2, aunque no complejos 
conjugados, son llamados conjugados «sobre el campo racional, ya 
* que son las dos raíces de la ecuación irreducible 2*—2=0. Más 
generalmente, dos elementos 4 y o de un campo K son conjugados 
sobre un subcampo P si, y sólo si, 4 y y son raíces de un mismo 
polinomio p(x) irreducible sobre FP. Por ejemplo, la raíz cúbica real 
de.5 satisface a la ecuación x'=5, irreducible en el campo racional, 
y por lo tanto, tiene como conjugados sobre R a los números e/5 
y e*Y5, donde « es una raiz cúbica compleja de la unidad. 

El estudio de las raíces conjugadas de una ecuación irreducible 
p(s)=0 exige introducir el campo raíz (*), o sea, la amplisción 
PE engendrada por todas las raíces sobre el campo de los coe- 

ientes, 


(*) Root fteld en el original. Como algunos autores emplean esta denominación 
para un concepto distinto, quizás hubiese sido conveniente emplear ahora la denomi- 
nación campo de descomposición, que es bastante usual, (N. del T.) 
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DeErINIcióN. Se llama campo raíz de un polinomio £(x) de gra- 
do n con coeficientes en E, a una ampliación N de Y tal, que: 
1) t(x) puede ser descompuesto en factores lineales en N, f(x)= 
=Cc(x—n,)..,(x—ua.); 2) N es engendrado sobre Y por las raíces 
de £(x), como N=FE(u,, ..., Us). 


Así pues, este campo raiz será siempre uns ampliación finita 
de F, de grado n! como méximo (cfr. Corol. 4 del Teor, 10 del 
Capitulo X1V). Por ejemplo, sobre R el polinomio x*— 5 tiene 
como campo raíz R(Y5, eY5, u"Y5), el cual puede también ser 
engendrado como R(Y5, «) por los dos números algebraicos Y5 y e. 
El primero satisface a una ecuación de grado tres, y engendra el 
campo R(Y5). Sobre este campo, e satisface a la ecuación ciclo- 
tómica 2*+2+4+1=0, que da las ralces cúbicas de la unidad. Esta 
ecuación es irreducible, por no tener ninguna raíz en R(Y5); tam- 
poco tiene raíces en la totalidad del campo de los números reales, 
pues sus dos ralces son complejas. Luego e tiene grado 2 sobre 
R(Y/5) y el campo raíz R(Y5, v) tiene grado 6 sobre R. 

Un teorema general de existencia del campo raíz, puede obte- 
nerse á partir del conocido teorema de existencia de las amplia- 
ciones algebraicas simples, como sigue : 


TEOREMA 1. Cualquier polinomio sobre cualquier campo tiene 
un campo raiz. 


Para un polinomio de primer grado, el campo raíz es precisa- 
mente el campo base F ; por lo tanto, podemos proceder por induc- 
ción, relativa al grado n de f(x). Supongamos el teorema cierto para 
cualquier campo F y para cualquier polinomio de grado n— 1, y sea 
$(=) un polinomio de grado n, siendo p(x) un factor suyo irreducible 
sobre F. Por el Teorema 6 del Capítulo XIV, existe una amplia- 
ción simple K="F(u) engendrada por una raíz u de p(x). Sobre K, 
f(x) tiene la raíz 4, y por consiguiente, un factor —u, así que 
f(x) =(x—u)g(z). El cociente g(x) es un polinomio de grado n — 1 
y la hipótesis para la inducción proporciona un campo raíz N, en- 
gendrado sobre K por las n — 1 raíces de g(x). Este campo N es un 
campo raíz para f(z). 

Será probado luego (Teor. 6) que todos los campos raíces de un 
polinomio dado f(x) sobre una determinada base F", son isomorfos ; 
por esto es legítimo decir el campo raíz de f(x) sobre F. 
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- Apéndice. Podemos emplear el Teorema 1 en la demostración 
. de la existencia de un campo algebraicamente cerrado, de caracte- 
rística prima cualquiera p, como sigue. La construcción comenzará 
von el campo J, de los enteros módulo p. El número de polinomios 
de grado n sobre J, es finito, igual a (p—1)p*; por lo tanto, es 
posible ordenar todos los "polinomios sobre J, en una sucesión inf- 
“nita f,(0), fala), falo), >:..; en esta sucesión, cualquier polinomio 
lineal aparecerá antes que cualquier cuadrático, los cuadráticos apa- 
" recerán antes que los cúbicos, etc. Definamos ahora el campo F, 
. como J,, y, por recurrencia, definiremos el F.,, como el campo raíz 
de fa. (2) sobre F.. Finalmente, definiremos F* como el conjunto 
* de todos los elementos que pertenecen a uno o a varios de los cam- 
pos Fr. Este conjunto F” es un campo, bajo ciertas operaciones de 
adición y multiplicación naturalmente definidas; por ejemplo, si 
a y b son dos elementos de F'*, deberán aparecer ambos en un cierto 
campo F, y en todos los siguientes ; a+b será el valor común de la 
" -'puma en este F, y en sus siguientes. El campo P* tiene caracterla- 
“tica p. Para demostrar que F* es algebraicamente cerrado, sea g(z) 
qualquier polinomio sobre F'* ; todos los coeficientes de g(x) porte- 
necen a algún P,, luego son algebraicos sobre Jj. Emipleando el 
" Teorema 10, Cap. XIV, se puede hallar un polinomio h(x) múltiplo 
no nulo.de g(x) con coeficientes en J, (ver el próximo Ejerc. 5). 
Pero h(x%) puede ciertamente ser descompuesto en factores lineales 
en su campo raíz Fa sobre un conveniente F»,,, luego también lo 
puede ser su divisor g(x). Por lo tanto, g(z) puede ser descompuesto 
en factores lineales sobre el campo más amplio F*, el cusl es, por 
lo tanto, un campo algebraicamente cerrado de característica p. 
Además, cada elemento de F* es algebraico sobre J,. 
Empleando, en vez de sucesiones, conjuntos bien ordenados en 
general, y la llamada inducción transfinita, los razonamientos ante- 
riores pueden ser modificados (*) para aplicarlos a cualquier cam- 
po F. Esta modificación establece la siguiente generalización par- 
cial del teorema fundamental del Algebra. Cualquier campo E tiene 
tna ampliación algebraicamente cerrada. 
EJERCICIOS 
1: Hallar el grado sobre R del campo raíz de los siguientes polinomios: 
89 —a2—g—2=0; Dd) 2 —2=0; 0) 2*—7=0; d) (2? —2) (q? — 5)=0. 


(*) Una demostración detallada se encuentra en B. L. van der Waerden, Moderne 
Algebra, 1, Berlín, 1930 (en la primera edición, pero no en Ja segunda). 
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Demostrar: el campo raíz de un polinomio de grado n es, a lo más, n! 
Si € es una raíz primitiva n-ésima de la unidad, probar que R(l» es el 
campo ralz de 22--]=0, 

4. En el Apéndice, demostrar con detalle que F* es un campo, 

*5. Sea g(2)=4,+0,2+...+ay7*%, con coeficientes algebralcos sobre Jp; de- 
mostrar que g(x) es divisor de algún h(z) no nulo, con cosficientes de J,. 
[Sugerencia: Formar un campo raiz para gíx) sobre Jy(a,, ..., Gp); des- 
componer g(w) en factores lineales (z —u;) en este campo raíz; la uy será 
algebralca sobre Jy. definida por el polinomio. irreducible h,(*); poner 
(2) =]Th,(2).] 

*6. Probar (como en el Apéndice) que existe una ampliación algebraica» 
mente cerrada de Jp(«). (Sugerencia: Probar el teorema para cualquier 
campo numerable.) 

.*7. Demostrar, sin emplear los resultados del Cap. V, que existe una amplia- 

ción algebralcamente cerrada del campo racional. 


2. El grupo de Galois. 


Los grupos pueden ser empleados para la valoración de la sime- 
tría, no sólo de Jas figuras geoniétricas, sino también de los siste- 
mas algebraicos. Por ejemplo, el campo C de los números comple- 
jos tiene, con relación al de los reales, dos «simetrías» : una es la 
identidad y otra es el isomorfismo a+ bi«>a—bi, el cual representa 
a cada número sobre su complejo conjugado. Tales isomorfismos, de 
un campo consigo mismo, son llamados automorfismos. En general, 
un automorfismo T de un campo K esuna correspondencia biunl- 
voca 4<aT del conjunto K consigo mismo, de tal modo que las 
sumas y productos sean conservados, significando esto que 


(1) (a+ D)T=0T+dT,  (abd)T'=(aT) (97). 


para todos los a y b en K. 

El producto ST de dos automorfismos S y T es también un auto- 
morfismo, y la transformación inversa de un automorfismo es tam- 
bién un automorfismo. Por lo tanto, 


TrEoRE«MA 2. Todos los automorfismos de un campo K forman 
un grupo. 


Sea K una ampliación de F y consideremos aquellos automorfs- 
mos T' tales, que aT'=a para todos los a en F ; esto es, los automor- 
fismos T que dejan invariantes los elementos de F. En el grupo de 
todos los automorfismos de K, estos automorfismos T constituyen 
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un subgrupo, llamado grupo de los automorfismos de K sobre F. 
Así, el grupo de automorfismos de C sobre R*” consiste en los dos 
automorfismos identidad y conjugación, es decir, a+bi*+»a+bi y 
a+ bie a—bi. 


DEFINICIÓN. El grupo de automorfismos de un campo K sobre 
un súbcampo E es el grupo de aquellos cutomorfismos de K que de- 
jon invariante cada elemento de F, 


" - El caso particular más importante lo ofrece el grupo de auto- 
morfismos de un campo de números algebraicos sobre el campo R 


- * de los racionales, pero antes de considerar ejemplos específicos, de- 


“terminemos las imágenes posibles de un número algebraico, en un 
sutomorfismo dado. 


TEOREMA 8. Cualquier cutomorfismo T de una ampliación fini- 
ta K sobre E hace corresponder a cada elemento u de K un conju- 
gado de u sobre Y, al que designaremos por uT. 


Este teorema significa que u y su imagen uT' deben satisfacer 
a la misma ecuación irreducible sobre F. En efecto, sea u un ele- 
mento dado, algebraico sobre F, raíz del polinomio mónico irredu- 
cible p(1)=x*+b,.,0%* +... +D,, con coeficientes de F. El automor- 
fismo 'T' conserva todas las relaciones racionales, por (1), y conserva 
invariante cada b,; por lo tanto, p(u)=0 dará 


MOT b)T= (474 da (1T Y +... +D,(uT) +0,=0. 


Esta ecuación significa que 4T es también raíz de p(z) y, por 
lo tanto, que 47 es un conjugado de u. 

EJEMPLO 1. Consideremos el campo K=R(y?, 1) de grado 4 
sobre el campo de los racionales (*) engendrado por Y2 e i=y—1. 
. Sobre el campo intermedio F=R(i), el campo total K es una exten- 
sión de grado 2, engendrado por cualquiera de las raíces conjuga- 
das +42 de 2?=2. Estas dos conjugadas son algebraicamente in- 
distinguibles, lo que es decir (Teor. 7, Cap. XIV) que hay un auto- 
morfismo S de K, transformando Y2 en —y2 y conservando fijos 


R (*) Como en $ 5, Cap. XIV, se puede observar que este campo es el campo raj> 
sde Te —27 +9. 
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los elementos de R(i). El efecto de S sohre cualquier elemento u 
de K es 


(2) (a+bV2+ci+dV258=a— by 2+ci—dy? i. 


donde hemos representado cada elemento de AX mediante los ele- 
mentos de la base: 1, Y2, i, Y2i (cír. Cap. XIV, $5). Por un 
razonamiento similar, existe un automorfismo T, que conserva in- 
alterados los elementos de R(V2) y transporta í sobre —i. Entonces 


(3) (a+ dV2+ci4d Y 2 0T =a +04 2 —ci—dyY2i.: 


así que, simplemente, T transíorma tada número en su complejo 
conjugado, El producto ST es un tercer automorfismo de K. El 
efecto de estos automorfismos sobre 4/2 e í se puede tabular como 


sigue: 
sí ia rl YZ> y? 
| iai i>—i 
1>—i ii 


Decimos ahora que 1, S, T y ST son los únicos automorfismos 
de K sobre R, Por el Teor. 8, cualquier otro automorfismo U debe 
trausformar Y2 en su conjugado +2, e i en su conjugado +Í. 
Estas son exactamente las cuatro posibilidades tabuladas arriba, 
1, S, T y ST. Por lo tanto, U debe coincidir con una de ellas en 
sus cfectos sobre los generadores /2 e i y, por consiguiente, sobre 
todo el campo. Así que U=J], S, T o ST. 

La tabla de multiplicación para estos automorfismos puede cons- 
truirse directamente partiendo de la tabla ya construída. Resulta : 


(4 Si=I, T*=I, ST=TS. 


Esta es exactamente análoga a la tabla por los elementos del gru- 
po del rectángulo (Cap. VI. $7), y así conclulmos que el grupo de 
los automorfismos de R(Y2, 11 es isomorfo al grupo del rectángulo 
(1, S, T, ST). 


DEFINICIÓN. Si N=YF(u,, ..., us) es el campo raiz de un poli- 
nomio f(x) =(x — uy)... (x — un), el grupo de los automorfismos de 
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N sobre F se llama grupo de Galois [sobre E (*)] de la ecuación 
f(x)=0 0, también, grupo de Galois de N sobre Y. 


Las propiedades más profundas de las soluciones de una ecua- 
«ción resultan siempre dependientes de las propiedades de su grupo. 
En particular, la posibilidad de poder resolver por radicales una 
ecuación dada, dependerá de que su grupo de Galois tenga ciertas 
propiedades. Desde este punto de vista, demostraremos que hay 
ecuaciones de grado superior a cuatro que no pueden resolverse por 
radicales (ver 88). 

Para describir explícitamente Jos automorfismos T de un par- 
ticular grupo de Galois, se procederá como sigue. Sea N el campo 
“raiz de f(x) sobre FP. Entonces T representa las raíces de f(x) sobre 
las raíces de f(x) (Teorema 3), y raíces distintas sobre rafces dis- 
tintas. Por lo tanto, T efectúa una sustitución $ entre las distintas 
raíces tt1, ..., tx, tal como (**) 


(5) T=bp, + MT eli  (k<n), 


Por otra parte, cada elemento tu en el campo de raíces es cx- 
.presable como un polinomio =h(t,, ..., ttx) con coeficientes de F. 
Como T deja inalterados estos coeficientes, la propiedad (5) de T da 


[h(U,, -.., 4) ]T =h(u,T, e UT) =lh(tij, ..., Uxp). 


Esta fórmula expresa que el efecto de T sobre to está completa- 
inente determinado por el efecto de T sobre las raíces; es decir, 
que T está unívocamente determinado por la sustitución (5). Como 
el producto de dos transformaciones se obtiene aplicando sucesiva- 
mente los dos automorfismos que les corresponden, las sustitucio- 
nes (5) forman un grupo isomorío con el grupo de automorfismos. 
Las (5) no incluyen necesariamente todas las sustituciones posibles, 
sino sólo aquellas que conservan todas las identidades polinomiales 
“entre las raíces y pueden así corresponder a eutomorfismos. Los 
resultados establecidos se pueden sumariar como sigue : 


TEOREMA 4. Sea f(x) un polinomio de grado n sobre F, el cual 
tiene exactamente k raíces distintas ú,, ..., ux en un campo raíz 


(*) Cuando Mo se señale el campo F, se sobreentiende que es el de los coeficien- 
tes de 1(2). (N. del T.) 
(1) Ver NY. del T, en Cap. V1, 37, 
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N=XK(u,, ..., Ux). En tal caso, cada automorfismo T del grupo de 
Galois G de t(x) determina una sustitución u + uT entre las ral- 
ces distintas de f(x), e inversamente, el automorfismo T está com- 
pletamente determinado por esta sustitución. 


CoroLARIO 1. El grupo de Galois de un polinomio es isomorfo 
con un grupo de permutaciones entre sus raices. 


CororaArIO 2. El orden del grupo de Galois de cualquier poli- 
nomio de grado n es un divisor de nt ; 


EJemeLo 2. La ecuación 2*—38=0 es irreducible sobre el cam- 
po R, por el teorema de Eisenstein, y tiene cuatro raíces distintas 
r, ir, —r, —ir, donde i=yY—_I, y 1= 4/3 es la raíz cuarta aritmética 
de 3. El campo raíz N=R(r, tr, —r, —4r) puede ser engendrado 
como N=R(r, $). Como r es de grado cuatro sobre R, así como t 65 
de grado dos sobre el campo real R(r), el campo de rafces total, N, 
tiene grado 8 sobre R. Por el Teorema 10, Cap. XIV, esta amplia- 
ción N tiene una base de ocho elementos : 1, r, 1, y, €, ir, ir?, tr. 
Puesto que cada elemento en N pnede ser expresado como una com- 
binación lineal de estos elementos base, con coeficieñtes racionales, 
el efecto de un automorfismo 7 puede ser completamente determi- 
nado una vez que r7 e $T' son conocidos. 

Diversos automorfismos de N pueden construirse inmediata- 
mente. Como N es una ampliación de segundo grado sobre el cam- 
po real R(r), admite el automorfismo T en el que la imagen de 
cada número de N es su complejo conjugado ; luego TT =r, ¡TT =—. 
Por otra parto, N es uns extensión de grado cuatro sabre el sub- 
campo R(i) engendrada por el elemento 7. Por el Teor, 7, Capí- 
tulo XIV, N admite el automorfismo S que bace corresponder 2 r 
su conjugado ir, así que 1S =ir, ¡S=j. Se deduce que S? es un auto- 
morfismo con 18*=j?r, ¿S*=i, y también, rS*=—4r, ¿S*”=i. Ade- 
más, por combinaciones de S y T se encuentran para N ocho auto- 
morfismos, cuyo efecto sobre los generadores t y r es el siguiente : 


TS | TS? | TS? 


A r le corresponde . . i ¡ ir| —r | —ir 
A ile corresponde .. ] ¿ i 
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Se puede comprobar también que TS=8ST, S'=T*=J1, así que 
estos ocho automorfismos forman un grupo. Estos automorfismos 
constituyen el grupo de Galois completo, pues cualquier automor- 
fismo debe transportar a í sobre uno de sus conjugados +1i, y a 7 
“sobre uno de sus conjugados +r o +ir; la tabla anterior incluye, 
pues, todas las combinaciones posibles de estos efectos. 

Muchos conceptos de la teoría de grupos pueden ser aplicados 
_ útilmente a los grupos G de Galois. Ast, en el ejemplo, G contiene 
-al.sobgrupo H=[1, S, S?, S*] engendrado por S, y al subgrupo 
.L=[1, S*] engendrado por S?. Cada automorfismo del subgrupo H 
deja $ invariable y, por lo tanto, deja fijos a todos los elementos del 
. subcampo R(í). El subgrupo inferior L consiste en todos los auto- 
morfismos que dejan inalterados todos los elementos del subcampo 
más amplio R(i, 1”). En este sentido, la sucesión descendente de 
subgrupos G>H>L>I] corresponde a la sucesión ascendente 
de los subcampos R<R() <R(, Y3) <B(i, 1). Esta sucesión 
' ascendente de subcampos proporciona un método de resolver la 
ecuación, adjuntando sucesivamente las raíces de las ecuaciones 
simples 2'=—1, y"=3, 27=43. Este es un ejemplo típico de la 
importancia de los subgrupos del grupo de Galois de una ecuación, 
para la resolución algebraica de la misma. 

* En el grupo de Galois aparecen naturalmente los homomorfis- 
mos. Así, en el ejemplo anterior, todo automorfismio U del grupo 
de Galois G transporta a $ sobre +1, luego transportará a cada 
elemento del campo R(í) sobre algún elemento del mismo campo. 
Esto significa'que U induce un automorfismo U* de R(i), que será 
el U* definido para los elementos tw en R(i) por la identidad 
wU*=wU, La correspondencia U->U* es un homomorfismo que 
' representa al grupo G de todos los automorfismos U de N en el 
grupo G* de los automorfismos de R(i). Pero G* consta sólo de 
dos elementos : la identidad 1* y el automorfismo que intercambia 
$ con —i. Además, U*=1* si, y sólo si, U deja fijo cada elemento 
de R(i), esto es, si, y sólo si, U está en el subgrupo H=[1, S, $”, 
8”]. Por lo tanto, U> U* es el homomorfismo de G en el que al 
subgrupo H le corresponde la identidad ; y el grupo G* es, por lo 
tanto, isomorío con el grupo cociente G/H. 

Esta correspondencia entre el subcampo R(1) y el subgrupo H 
que deja inalterados todos los números del subcampo, es de impor- 
tancia capital en el desarrollo posterior de la teoría de Galois (3 5). 
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EJERCICIOS 


1. Dibujar un diagrama para la estructura de red del sisterna de todos los 
subcampoz de Ri, r). 

2. Demostrar que z*—3 es irreducible sobre R, viendo que ninguno de los 

: factores lineales o cuadráticos de z*—3 tene coeficientes en R, 

3. Representar cada automorfismo del grupo de Galois de x*—3=0 como 
una sustitución entre sus ralces. 

4. a) Demostrar que x*—-3 es irreduciblé sobre R(i), 

b) Hallar el grupo de Galols de 2*-—3 sobre R(4), 

5. Demostrar, desde los principios, que la siguiente sustitución entre las ral- 
ces de x*—3 no puede corresponder a un automorfismo; r —>ir, ir >-—Ar, 

o AS, 

6. Sea F=R(0) el campo engendrado por una raíz cúbica «+ de la unidad. 
Discutir el grupo de Galois de 2" —2 sobre F, incluyendo la determina- 
ción del grado del campo rafz, una descripelón del grupo en lenguaje 
puramente geométrico y la representación de cada automorfismo como 
una sustitución, 3 

7. Hacer lo mismo para a? —? sobré R([), siendo l una raiz primitiva quinta 
de la unidad, 

8. Hacer lo mismo para x* -—5 sobre R. 

9. Demostrar que al l es una raíz primitiva n-ésima de la unidad, el grupo 
de Galols de R(Z) es abelíanc. (Sugerencia: Un automorfismo tlene la for- 
ma [>(%) 

10. a) Si K es una ampliación de R, demostrar que cualquier automorfsmo 
de K deja fijo cada elemento de R. 
b) Enunclar y probar un resultado análogo para los campos de carac- 
terística p. ] 


3. Polinomios separables e inseparables 


La discusión general del grupo de Galois se complica por la 
presencia de los llamados polinomios irreducibles inseparables, los 
cuales definen elementos algebraicos de grado n que tienen menos 
de n conjugados. Esta complicación acaece en algunos campos de 
característica p, y puede ser ilustrada con un ejemplo sencillo. 

Denotemos por K=J,(u) una extensión simple trascedente del 
campo Y, de los enteros módulo p, y sea F'=.Jy(u”) el subcampo 
de K engendrado por u”=t. Así, los elementos de F' son todas las 
formas racionales en un elemento t£ trascendente sobre J,. Sobre F, 
el elemento original + satisface a la ecuación f(x)=x”—t=0. En 
este caso, el polinomio f(x) resulta irreducible sobre F=J,(t), pues 
de no serlo, también sería f(x), por el lema de Gauss (Cap. 1V), 
reducible sobre el dominio J,[t] de los polinomios en t; pero tal 
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 factorización f(2)=g(w, t)h(z, t) es imposible, ya que 2”—+¿ es li- 


=" seal en £. Por lo tanto, la raíz u de f(x) tiene grado p sobre F. Pero 


[cfr. Cap. XIII (36)] f(x) tiene sobre K la factorización 
(6) fl1) ax? —4= (1—u). 


Por lo tanto, tiene sólo una raíz, y u (aunque es de grado p >1) 
- no tiene conjugados distintos de él mismo. 
Podemos describir esta situación con los siguientes términos : 


Der1niCIÓN. Un polinomio f(x) de grado n se dice separable 
sobre un campo Y si tiene n raices distintas en algún campo ralz 
. N>YF'; en caso contrario, f(x) se llama inseparable, Una extensión 
finita K > YE se llama separable sobre E si cada elemento de K sa- 
tisface sobre F' a una ecuación polinómica separable. 


Hay un fácil criterio de separabilidad o inseparabilidad, para un 
polinomio dado f(2)=a,+4,2%+...-+ 042”. Definamos primero la de- 
riyada formal f(x) de f(w), por la fórmula (cfr. Cap. IV, $1, Ejer- 
cicio 7) 

M>. f(2)=0,+(2x0)2+...+(n xa), 


donde n x a denota el n-ésimo múltiplo natural de e (ver Cap. XIII, 
$7). Si los coeficientes son del campo de los números resles, esta 
derivada coincide con la calculada por derivación ordinaria. A par- 
tir de la definición (7) se pueden deducir, sin el empleo de los lími- 
tes, multitud de leyes de derivación, tales como 


Hefra, UN =f4+9f, P=mpaf. 


Factoricemos shora f(x) en potencias de factores lineales dis- 
tintos sobre su campo raíz N : 


(8) fa)aclx—u)%...(2—u)x  (c40). 


Por derivación formal de los dos miembros de (8), hallaremos 
que f(x) es la suma de (k— 1) términos, cada uno de los cuales 
contiene a (1 — u,)' como factor, y de un término k-ésimo que es 
08,12 — ue —84,)...(2— 41 )*. Por lo tanto, si €, >1, 2— 4, 
dividirá a f(x), y no lo dividirá si e, =1. Repitiendo el razonamiento 
Pará €, ..., €x, resulta que f(x) y f(x) tienen factores comunes 
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excepto si 6,=€,=...=€x=1, es decir, excepto si f(x) es separable ; 
por lo tanto, f(x) factorizado sobre N es separable si, y sólo si, f(x) 
y su derivada formal f(x) son polinomios primos relativos. 

Pero el m.c.d. de f(x) y f(x) puede ser calculado como en Ca- 
pítulo IV, por el algoritmo de Enclides en F[*], y no resultará 
alterado si F' se extiende a un campo más amplio. Por lo tanto, 


TEOBEMA 5. Sea f(x) un polinomio sobre el campo F'; sea d(x) 
el m.c.d. (mónico) de t(x) y su derivada formal f(x), calculado 
por el algoritmo de Euclides. Si d(x)=1, el polinomio f(x) es se- 
. parable, y en otro caso es inseparable. 


Cuando f(x) sea irreducible, el m.c.d. [f(x), g(x)] es 1, ex- 
cepto cuando f(x) divide a g(2); y f(x) no puede dividir a un poli- 
nomio de menor grado excepto el polinomio fulo. Por lo tanto, 


CoroLARIO 1. Si un polinomio irreducible es inseparable, su 
derivada formal es un polinomío nulo. 


CoroLARIO 2. Cualquier polinomio irreducible sobre un campo 
de caracteristica 00 es separable. 


Pues f(2)=n x0,2**+...40 si n>0. 

Otra corolario es que si ¿Fes de característica co, el campo raíz 
de cualquier polinomio irreducible f(x) de grado n contiene exacta- 
mente n ralces conjugadas de f(x). Además, cualquier elemento 
algebraico sobre un campo de característica 00 satisface a una ecua- 
ción que es irreducible y, por tanto, separable, así que cualquier 
extensión algebraica de tal cempo es separable, en el sentido de 
la definición precedente. 

El resultado del Corolario 2 no es válido para los campos de 
característica prime, Por ejemplo, el polinomio irreducible x”— t 
mencionado al principio de esta sección, tiene una derivada formal 
(2—t'=p x2=0. 


EJERCICIOS 


1. Sin emplear el Teor, 5, demostrar que las raíces de un polinomio cua- 
drático irreducible sobre R son distintas. 

2. Sea f(x) un polinomio con coeficientes racionales, y sea d(x) el m.c.d. 
de f(=) y $'(x). Demostrar que f(x*1/d(z) es un polinomio con las mismas 
ralces que f(2), pero sin raíces múltiples. 
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3. a) Demostrar que si f'(x)=0, f(x) es inseparable sobre cualquier cam. 
E po F. 
b) Demostrar que sí f'(x)=0 sobre Jy, entonces f(2)=[g(2)]> para algún 
g(2). 
4. Demostrar que x* —24 es inseparable sobre J,(u). Demostrar que el gru- 
po de Galois de su campo raíz es la identidad. 


4. Propiedades del grupo de Galois 


Las propiedades generales de los grupos de Galois requieren 
un análisis más penetrante. En esta sección, enunciaremos pri- 
mero y demostraromos después los tres teoremas siguientes : 


TEOREMA 6. Dos campos raices cualesquiera, N y N', de un 
polinomio dado sobre F, f(x), son isomorfos. El isomorfismo entre 
N y N' puede ser elegido de modo tal, que deje fijos los elementos 
de E (”). 


Este teorema asegura que esencialmente hay un solu campo 
ralz para un polinomio y, por lo tanto, que los grupos de Galois 
G y G' obtenidos para dos campos raices N y N' de f(x) son isomor- 
fos [lo cual se ha admitido tácitamente al decir «el grupo de Ga- 

lois de f(2)»]. 


TEOREMA 7. El orden del grupo de Galois de un polinomio se- 
parable sobre E es exactamente el grado [N : F] de su campo ralz. 


En el segundo ejemplo de $2 hemos visto que éste es efectiva- 
mente el caso para el campo raíz de x*—3, 


TEOREMA 8. En el campo raíz N >YF de un polinomio separa- 

ble, los elementos que permanecen invariables para cualquier auto- 

morfismo del grupo de ados de N sobre F son, exactamente, los 
elementos de F, 


Este teorema ofrece alguna información sobre el grupo de Ga- 
lois G, pues asegura que para cada elemento a en N pero no en F, 
existe en G algún automorfismo T tal, que aT a, 

Volvamos ahora al Teor. 6. La afirmación de que el campo raíz 
es único es, esencialmente, una consecuencia directa del hecho de 


(*) Un lsomorfismo entre dos campos, que deje fijos los elementos de un sub- 
.Eampo común F, es llamado a veces equivalencia sobre F, 
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que dos raices diversas de un mismo polinomio irreducible engen- 
dran extensiones simples isomorfas (Teor. 7, Cap. XIV). Más con- 
cretamente, dos campos raices dados N =F(u,, ..., Una) y N'=Fluf, 
..., Un) de un p(x=) irreducible comprenden a las extensiones sim- 
ples F(u,) y F(u,/) engendradas por las raices 1, y uy de p(z). 
Hay, pues, un isornorfismo T de F(u,) a F(u,'). Falta sólo exten- 
der apropiadamente este isomorfismo al campo raíz completo. El 
"procedimiento básico para una tal extensión está dado por 


Lema 1. Si un isomorfismo $ entre los campos Y y Y” trans- 
forma los coeficientes de un polinomio irreducible p(x) en los co- 
rrespondientes coeficientes de un polinomio p'(x) sobre TF", y sí 
F(u) y F(u') son extensiones simples engendradas respectivamente 
.por las ralces u y u' de estos polinomios, entonces S puede am- 
pliarse a un isomorfismo S* entre F(u) y F'(u') en el cual uSt=v'. 


Demostración. Exactamente como en la discusión del Teor. 7, 
Capítulo XIV, la extensión deseada S* está dada explicitamente 
por la fórmula 


(9) (0,+0,4+... +11 )9S* =0,S + (a,S)u' + ... + (42-18) (1099-*, 
con todos los a, en F, siendo 1 el grado de u sobre F. 


LEMA 2. Si un igomorfismo S de Y a Y” transforma a £(x) en 
un polinomio f(x), y si N>TF y N'>Y' son, respectivamente, 
campos raíces de f(x) y f(x), el isomorfismo S puede ser amplia- 
do a un isomorfismo de N a N". 


Esto será demostrado por inducción relativa al grado m=[N : F]. 
Para mul es trivial, pues S está «a priori» extendido a N. Sea, 
pues, mM>1 y supongamos que el lema es cierto para todos los 
campos raíces N de grado menor que mm sobre algún F. Como 
m> l, no todas las ralces de f(x) están en F, así que hay con 
seguridad algún factor irreducible de f(x), sea p(x), de grado d> 1. 
Sea u una raíz de p(x) en N, mientras que p'(x) sea el factor de 
f (2) que corresponde a p(x) en el isomorfismo dado S. El campo 
raíz N' contiene entonces una raíz u' de p'(x) y, por el Lema 1, 
el S dado puede extenderse a un isomorfismo S* con 


(10) [F(u)]S*=F(u4), uS*=0*, plud=0, p(u)=0. 
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Como N está engendrado sobre F' por las raíces de f(x), N esta- 
rá ciertamente engendrado sobre el campo ampliado F(u) por estas 
mismas ralces, así que N es un campo raíz de f(x) sobre F(u), de 
grado mid. Por la misma razón, N' es campo raíz de f(x) sobre 
F (u'). Como mjd<m, la hipótesis para la inducción de nuestro 
lema permite afirmar que el isomorfismo S* de (10) puede an- 
pliarse de F(u) a N. Esto prueba el Jiema 2. 


LEBMA 3. Si el polinomio f(x) del Lema 2 es separable, la 
: ampliación de B a N podrá hacerse, exactamente, de m=[N : E] 
modos distintos. 


Este resultado puede deducirse por el mismo razonamiento in- 
ductivo. Cualquier extensión T del isomorfismo .S dado entre F 
y F' hará corresponder a las raíces u utilizadas en (10) algunas 
de las raíces u' de p'(x) ; luego cualquier extensión de S estará pro- 
ducida por una de nuestras construcciones. Como f(x) es separable, 
gu factor p(x) de grado d tiene exactamente d ralces distintas. 
Esto permite elegir u' de d modos diversos, con lo que tenemos 
exactamente d posibilidades para la elección de S* en (10), Por 
la hipótesis de la inducción, cada una de tales S” puede ser ex- 
tendida a N de mfd=[N : F(u)) modos diferentes, luego se tienen 
en total d-(m/d)=m extensiones, como decíamos. 

En el caso de que los dos campos raíces N y N' sean ambas am- 
pliaciones del mismo campo base F, y $ sea la identidad que repre- 
senta a F' sobre sí mismo, el Lema 2 domuestre que N es isomorfo 
con N' y esto demuestra al Teorema 6. Por otra parte, si f(x) es 
separable y si N y N'son idénticos, el Lema 3 asegura que el auto- 
morfismo idéntica J de F puede extenderse de m maneras distintas 
a un automorfismo de N. Estas ampliaciones son, exactamente, los 
automorfismos del grupo de Galois de N sobre F, y de aquí el re- 
sultado del Teorema 7 sobre el número de automorfismos. 

Finalmente, consideremos el Teorema 8 ; sea G el grupo de Ga- 
lois del campo raíz N de un polinomio separable sobre F', mientras 
que K es el conjunto de todos los elementos de N invariantes bajo 
cualquier automorfismo de G. Se prueba fácilmente que K es un 
campo y que K > F. Por lo tanto, todo automorfismo en ( es una 
ampliación a N del automorfismo idéntico 1 de K. Como N es cam- 
po raíz de f(x) sobre K, por el Lema 3, hay sólo [N : K] de tales 
ampliaciones, mientras que, por el Teorema 7, hay [N : F] auto- 
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morfismos en total. Por lo tanto, [N : K]=[N : F]. Como K>F, 
“esto implica que K=F, demostrándose así el Teorema 8, 

Además, de los lemas sobre la ampliación resulta otra conse- 
; cuencia, según la cual, el campo raíz es siempre noa ampliación 
- normal, en el siguiente sentido : 


'- — DEFINICIÓN, Una ampliación finita N de un campo Y se dice 
' nórmal sobre E si cualquier polinomio p(x) irreducible sobre F 
que tenga una ralz en N tiene todas sus raíces en N. 


Dicho de otro modo, cualquier polinomio p(x) que sea irreduci- 
ble sobre F y tenga una raíz en N, puede ser descompuesto en fac- 
tores lineales sobre N. 


TEOREMA 9. Una ampliación finita de F es normal sobre Y 
el es campo ralz de algún polinomio sobre E, y sólo en este caso, 


Demostración. Si N es normal sobre F, escojamos un elemento 
u de N pero node F, y consideremos la ecuación irreducible p(x)=0 
satisfecha por tu. Por la definición de ampliación normal, N con- 
tiene todas las raíces de p(x), luego contiene el campo raíz M de 
p(=). Si hubiese elementos de N no en M, uno de estos elementos 
» verificería una ecuación irreducible q(r)=0, y M estaría conte- 
nido en el campo raíz de p(x)g(x), y así sucesivamente se van.for- 
mando campos más amplios. Como el grado de N es finito, alguno 
de los sucesivos campos raíces que así formamos debe ser todo el N, 
* Ofrece más dificultad mostrar que, recíprocamente, el campo 
raíz N de cualquier f(x) es normal. Supongamos que hay un poli- 
nomio p(x) irreducible sobre F' el cual tiene algunas de sus raíces 
en N, pero no todas. Sea 10 una raíz de p(x) en N y adjuntemos 
a N otra ratz to” que no esté en N. La amplisción simple F(t0) es 
isomoría con F(t0) por una correspondencia T en la que t0T'=:'. 
El campo N es campo raíz de f(x) sobre F(t0) ; por otra parte, N'= 
=N (w') está engendrado por raices de f(x) sobre F(w'), luego es el 
oampo raíz de f(x) sobre P(t0). Por lo tanto, según el Liema 2, la 
correspondencia T puede extenderse a un isomorfismo de N a N". 
Como T' conserva invariables los elementos del campo fijado F', estos 
campos isomorfos N y N' deberán tener el mismo grado sobre F. 
Pero nosotros hemos supuesto que N'=N(t') es una empliación 
propia de-N, así que su grado sobre F' es mayor que el de N. Esta 
contradicción demuestra el teorema, 
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Si la primera parte de esta demostración se aplica a una am- 
pliación separable (en la cual cada elemento satisface a una ecua. 
ción separable), todos los polinomios utilizados, p(x), q(x), son se- 
parables. Esto demuestra que 


CoroLarto. Cualquier ampliación de E, finita, normal y sepa- 
rable, es el campo ralz de un polinomio separable. 


En particular, cualquier ampliación finita y normal N, del cam- 

R de los números racionales, es automáticamente separable 
(Teorema 5,'Corol. 2) ; luego es el campo raíz de algún polinomio: 
separable. El orden del grupo de automorfismos de N sobre R es, 
por lo tanto, exactamente, el grado [N : R]. 

El grupo de Galois puede utilizarse para estudiar las propieda- 
des de los polinomios simétricos (en el sentido del Cap. VI, $10). 


'TEoREMA 10. Sea N=F(u,, ..., un) el campo engendrado por 
las n raices u,, ..., ua de un polinomio separable £(x) de grado n, 
y.sea B(X,, ..., Xa) una forma polinómica sobre F' simétrica en las n 
indeterminados x,, El elemento de N expresado por w=g(0,, .... Us) 
pertenece precisamente al campo base Y. 


Demostración. Cualquier automorfismo T' del grupo de Galois 
G de N efectúa una permutación 4,->t4T de las raices de f(2), por 
el Teorema 4. La simetría de g(%,, ..., Za) Significa que perma- 
nece inalterado por cualquier permutación entre las indetermina- 
das, luego 
wv>twtT=g(4,T, ..., UaT)=9(U,, ..., Ula)=0. 


. , Como to no es alterada por el automorfismo T, to está en F, 
por el Teorema 8. 


CoroLarIO. Cualquier polinomio (sobre F), simétrico en las n 
indeterminadas X,, ..., X, puede ser expresado como función racio- 
nal (*) (sobre E) de las n funciones simétricas elementales 


i=T ++... +T0m, 
al) ¿== TT TH... + Zn-¡Tm) 


(*) Y puede ter expresado como polinomio en las € 3tzún puede verse con de- 
mostración más detallada. 
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Para simplificar las fórmulas, expondremos la demostración en 
el caso n=3. Las funciones simétricas elementales 7,, 0,, 7, en- 
gendran sobre F' un campo K=F(c,, 9y, 73). El campo N=FÍz,, 
Za, 24) engendrado por las tres indeterminadas originales es una 
extensión finita de K ; pues, en efecto, los tres generadores z, de N 
son raíces del polinomio cúbico 


f(2)=(2— 2) (1—2,) (21—2)=2* —0,1* 40,1 —0,, 


cuyos coeficientes resultan ser exactamente las funciones simétri- 
cas dadas (11). Introduzcamos el grupo de Galois del campo raiz N 
sobre K, Por ol Téorema 4, todo automorfismo de G induce una 
permútación de las 2,; luego, por el Teorema 10, cualquier poli- 
nomio simétrico de las 2, pertenece al campo base K. Como K= 
=P(c,, 07, 9,), resulta que tal polinomio simétrico es una función 
racional do 7,, Ca, CG. 


EJercIOlOS 

1. En la demostración del corolarío del Teorema 10, mostrar que el grupo 
de Galols de N=K(z,, 27,, 2,) sobre K es, precisamente, el grupo simétrico 
con tres letras. 

2. Expresar 2,*+x,+x," mediante las funciones simétricas elementales. 

3. Demostrar que cualquier campo alrebralcamente cerrado de caracteris 
tica p, contiene un subcampo Isomorio con el construído en el Apéndice 
de $1. 

4. a) Demostrar que existen un campo K y un subcampo F tales, que el 

grupo de Galois de K sobre F es el grupo simétrico de grado n. 

b) Demostrar que, en el Ejercicio 4 a), K puede ser tomado como un 
subcampo del campo de los números reales, (Sugerencia: Utilizar n 
números reales algebralcamente independientes.) 

5. Si un polinomio de grado n tiene n raíces 2,, ..., La, su discriminante es 
D=]T(x*, — «y, donde el producto se toma para todos los pares de sub- 
índices con 1<j, 

a) Demostrar que el discriminante de un pulinomio con coeficientes ra- 
cionales es un número racional. 

b) Para un polinomio cuadrático, expresar D explícitamente como una 
función racional de los coeficientes. 

*c) La misma cuestión para un polinomio de tercer grado. 

6. Demostrar que si K es normal sobre F, y F<L<K, entonces K es nor- 

mal sobre L, 


5. Subgrupos y subcampos 


Si H es un conjunto de automorfismos de un campo N, los ele- 
mentos a de N que permanecen invariantes para todos los auto- 
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iorfismos de H (de modo que aT'=a para todo a en H) forman un 


“""subcampo de N. En particular, esto será válido si N es el campo 


raíz de un polinomio sobre un campo base FP, y H es un suh- 
¡grapo del grupo de Galois de N sobre PF. 


TrorRE«MA 11. Si H es un grupo finito de automorfismos de un 
campo N, mientras que K es el subcampo de todos los elementos 
invariantes bajo H, el grado [N :K] de N sobre K no excede al 
orden de H. 


' Demostración (*). Si H tiene orden n, bastará demostrar que 
n+1 elementos cualesquiera C,, ..., Cas de N son linealmente de- 
_ pendientes sobre K. Con los n elementos T de H construyamos un 
sistema de n ecuaciones lineales homogéneas 


Y (co TM+yaloT) +... + Yuor (Ca T)=0 


con n+1 incógnitas y. Tal sistema tiene siempre en N una solu- 

ción distinta de Y, =Ya=... =Ya+1=0, por el Teorema 10 del Cap. II. 
Ahora elijamos el más pequeño entero m para el que las n ecua- 

ciones . 

(12) . Yo T)+Y(caT)+...+YnltmoT)=0 (TeH) 


tengan todavía una solución no nula. Esta solución y,, ..., Ym COn- 
siste en elementos de N y es única, salvo un factor constante, pues 
si hubiese dos soluciones no proporcionales, una acertada combina- 
"ción lineal darla una solución del sistema con m—1 incógnitas. Sin 
. perjuicio de la generalidad, se puede suponer y,==1. Apliquemos 
ahora cualquier automorfismo S de H a ambos miembros de (12). 
Como TS =T" es siempre elemento de H, el resultado es un sistema 


415) (0,7) + (yaS) (o¿T)+...+ (908) (caT)=0 (1H) 


idéntico al (12) excepto el orden de las ecuaciones. Por lo tanto, 
YS, ..., YmS es también solución de (12) y, por la unicidad de la 
solución, debe ser ty,, ..., tYm, donde E es un factor de proporcio- 
nalidad. Ahora bien, como y=1 y S es un automorfismo, y,S=1 
y también t=1. Resulta, pues, que yS=3, para i=1, ..., M, Y 


_ (*) Esta demostración, la cual Implica la consideración del grupo de Galois, 
simplemente, como un grupo finito de automorílsmos, sín referencia explícita al car 
. PO base, se debe al Profesor Artin. 
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cualquier S en H, lo cual significa que los coeficientes y, están en 
el subcampo K de elementos invariantes. La ecuación (12) con 
T=] muestra entonces que los elementos C,, ..., Cm son lineal- 
mente dependientes sobre el campo K. Esto demuestra el teorema. 

Basándose en este resultado puede establecerse, al menos para 
los polinomios separables, una correspondencia entre los subgrupos 
de un grupo de Galois y los subcampos del correspondiente campo 
raíz. Esta correspondencia da un método sistemático de reducir las 
cuestiones relativas a los campos referentes a determinada ecua- 
ción, a las cuestiones paralelas add a los subgrupos de su 
grupo (finito) de Galois. 


TEOREMA 12 (Teorema fundamental de la Teoría de Galois). 
Si G es el grupo de Galois para el campo ralz N de un polinomio 
separable sobre F, existe una correspondencia biunivoca H+K en- 
tre los subgrupos E de G y aquellos subcampos K de N que contie- 
nen a F. Si K es dado, el correspondiente subgrupo H=H(K) con- 
siste en todos los automorfismos de G que conserven fijo cada ele- 
mento de K. Si H es dado, el correspondiente subcampo K=XK(H) 
consiste en todos los elementos de N invariantes en cualquier auto- 
morfismo del subgrupo H. Para cada K, el subgrupo H(K) es el 
grupo de Galois de N sobre K, y su orden es el grado [N :K]. 


* Demostración. Para un K dado, H(K) se define así : 
(18)  T está en H(K) si, y sólo si, bT'=b, para todo b cn K. 


Si S y T tienen esta propiedad, lo mismo sucederá a su producto 
ST, de modo que H(K) es un subgrupo. El campo N es campo ralz 
de f(x) sobre K, y cualquier automorfismo de N sobre K es cierta- 
mente un automorfismo de N sobre F', que deja fijo cualquier ele- 
mento de K, luego está en el subgrupo H(K). Por lo tanto, H(K) 
es, por definición, el grupo de Galois de N sobre K. Si se aplica el 
Teorema 7 a este grupo de Galois, vemos que el orden de H(K) es 
exactamente el grado de N sobre K. 

Dos campos intermedios diversos, K, y K,, determinan distintos 
subgrupos H(K,) y H(K,). Para demostrarlo, elijamos cualquier a 
en K, pero no en K,, y apliquemos el Teorema 8 al grupo H(Ky) 
de N sobre K,. Este teorema afirma que H(K,) contiene algún 
automorfismo T en el cual aT a. Como a está en K,, es claro 
que T' no pertenecerá a H(K,) y, por lo tanto, H(K,) + H(K,). 
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Sabemos ahora que £ > H(K) es una correspondencia biunivoca 
entre todos los subcampos de N y algunos de los subgrupos de G. 
Para establecer una correspondencia biunívoca entre todos los sub- 
campos y todos los subgrapos, deberemos mostrar que cualquier 
subgrupo aparece como un H(K). Sea H un subgrupo de orden h 
y definamos K=K(H) como en el enunciado del Teorema 12: 


(14) b está en K(H) si, y sólo si, bS=b, para todo S en H. 


Según el Téorema 11, [N : K] <R. Comparando (13) con (14) 

so ve que el subgrupo H(K) que corresponde a K=K(H) incluye 
"ciertamente al grupo original dado H, mientras que, por el Teore- 
ma 7. ol orden de H(K) es [N : K]. Como [N : K],<h, esto sig- 
nifica «que el orden del grupo H(K) no puede exceder al orden del 
subgrupo H. Por lo tanto, H(K)=H, como enunciábamos. Esto 
completa la demostración. 

El conjunto de todos los campos K entre N y F es una red 
(Cap. XI, 88) relativa a la ordinaria relación de inclusión entre 
subcampos. Si K, y K, son dos subcampos, su c.i. m, en la red es 
la intersección K, — K,, que consiste en todos los elementos comu- 
nes a K, y K,, mientras que la c.s.m. es K,— K,, o sen, el sub- 
campo de N engendrado por todos los elementos en K, o K,; por 
ejemplo, si K,=F(0,) y K,=F(o,) son dos ampliaciones simples, 
será K, —K,=F(o,, 0»). 


TEOREMA 13. La red de todos los subcampos K,, Ka, ... es 
transportada, por la correspondencia K->H(K) del Teorema 12, 
sobre la red de todos los subgrupos de G, de tal modo que 


(15) K, <K; implica H(K,) > H(K.,), 
(16) H(K, ss K,) =H(K) a H(Ky), 
(17) H(K, — K,) =H(K,) — H(K,). 


"En particular, el subgrupo 1 corresponde al campo normal com- 
pleto N. 


- El enunciado establece que tal correspondencia invierte la rela- 
ción de inclusión y transforma la c.i.m, en la c.s. m. (dualidad). 
e inversamente. Una correspondencia biunívoca entre dos redes que 
tiene tales propiedades se llama un ¿isomorfismo dnal. 
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Para demostrar el Teorema, observemos primero que la defini- 
ción (13) del grupo relativo a un campo K muestra que cuanto más 
amplio sen el subcampo, el correspondiente grupo debe dejar más 
elementos invariables, luego debe ser más restringido. Esto da (15). 
La c.s.m. y la c.i.m. se definieron con referencia exclusiva a la 
relación de inclusión (ver Cap. XI); luego, por el principio de dua- 
lidad, una correspondencia que invierta la inclusión los intercam- 
bia entre sí, como se expresa en (16) y (17). 

Omitimos la demostración del siguiente resultado : 


TEOREMA 14. .Un campo K, con N >X > F, es un campo nor- 
mal sobre E si, y sólo si, el grupo correspondiente H(K) es un 
subgrupo normal del grupo de Galois G- de N. Si K es normal, el 
grupo de Galois de K sobre E es isomorfo con el grupo cociente 
G/HK(K), 


La tesis de eáte teorema ha sido ilustrada en un caso particular 
por el ejemplo al final del $2. 


EJERCICIOS . 


a) Demostrar que si H es un conjunto de automorfismos de un campo N, 
los elementos de N invariantes para todos los automorfismos de H 
fotman un subcampo K de N.' 

b) Demostrar que N es normal sobre este subcarmpo K. 

2. Establecer explícitamente la correspondencia entre subcampos y subgru- 
pas por el campo R(y/2, 1) sobre R. 

3. Lo mismo para el campo de raíces de x* — —3 estudiado en $2, 

4. Demostrar que el índice de H(K) en G es el grado de K sobre F. 

5. SiN es el campo raíz de un polinomio f(x) separable sobre F, demostrar 
que el número de campos entre N y F es finito. 

6. Demostrar que los campos K entre N y F forman una red. 

7. Si K.es una ampliación finita de un campo F' de característica 20, demos- 
trar que el número de campos entre K y F es finito, 

*8. Demostrar el Teorema 14. 

”B. Dos subcampos K, y K, en-las condiciones del Teorema 12 son llamados 

conjugados, sl existe un automorfismo T de N sobre F en el que K, es la 

imagen de K,. Demostrar que esto sucede si, y sólo si, T-*H(KT=H(K,) 

[esto es, si H(KX,) y H(X,) son subgrupos «conjugados» de Gl]. 


1 


6. Campos finitos 


Por el empleo sistemético de las propiedades de los campos ral- 
ces, se pueden estudiar de modo completo los campos que constan 
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de un número finito de elementos (campos finitos) (*). Cox 
campo de característica 00 contiene siempre un subcampo i 
isomorfo al de los racionales (Teor, 16, Cap. XII), cualquien 
po finito F tiene caracteristica prima p. Sin pérdida de gener 
podemos suponer que F' contiene el campo J), de los entero 
dulo p (ver Teor. 13, Cap. XII). El campo finito F será en 
una extensión finita de J,, con una base t,, ..., la sobre y. 
quier elemento en F tiene expresión única como combinaci 
neal 24,4: Cada coeficiente puede tomarse en J, de p maneras 
tamente, luego el número total de elementos en F es p”. Es 
muestra 


TEOREMA 15, El número q de elementos en un campo 
es una potencia p” de su caracteristica. 


En un campo finito F con q=p* elementos, los element 
nulos forman un grupo multiplicativo de orden q —1. El ord 
cualquier elemento en este grupo es entonces un divisor de « 
así que cualquier elemento satisface a la ecuación x**=1. 1 
tanto, todos los elementos a,, ..., 6, de F (incluyendo al cer 
tisfacen a la ecuación 


(18) a—ae=0, q=p”. 


Por lo tanto, el producto (2—8,) (1 — aj) ... (z—a¿) es t 
visor de 2*—z, ya que es un producto de polinomios primos 
sí, cada uno de los cuales divide a z*—«x. Como este produc 


mismo que x*-—«x, es mónico y de grado q, obtenemos en 
clusión 


(19) Lim Y (17 —0,) (12 —a5) ... (144). 


Por lo tanto, F es el campo raíz de 2*—x sobre J,. Cual 
otro campo finito F” con el mismo número de elementos es el 
po raiz de la misma ecuación (**); por lo tanto, es isomoríl 


F, por la unicidad del campo raiz (Teorema 6). Así hemos de 
trado : 


(*) La discusión que sigue depende sólo «le las propiedades del campo ral 
y de au unicidad (Teorema 6), sin que intervengan loe grupos de Galols. 

(**) O, mejor dicho, de la correspondiente ecuación 1% —1'2=0, donde 1 
elemento unidad de F”. El Lema 2 de E 4 permite empliar el isomorfamo 1 €y 1 
isomordsmo FP € P', 
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. TEOREMA 16. Dos campos finitos cualesquiera con el misn 
número de elementos, son isomorfos. 


Consideremos ahora esta cuestión: ¿Cuántos campos finiti 
existen realmente? Para tener un campo finito, formaremos nat; 
ralmente el campo raíz N del polinomio (18) sobre J,. Este pol 
nomio zi—x no tiene factores comunes con su derivada form 


(1—2x)=q xn — 1=-1, 


luego, por el Teorema 5, debe tener q raices distintas en N. I 
suma de dos raíces es una raíz, pues (a+b)=a”+b” en cualqui 
campo de característica p, de modo que gi a”=a y =D, será 


(a+b)" =0” +b” =0+b. 


El producto ab es también una raíz, pues (ab»*=a**b"=4 

. y lo análogo vale para el cociente. El conjunto de las raíces « 

2" —z es, por lo tanto, un subcampo del campo raíz N, y cor 

este subcampo contiene a todas las raíces, debe coincidir con | 

totalidad de N. Esto significa que hemos construído un campo cc 
q elementos y, por lo tanto, 


TeorBMA 17. Siendo p un múmero primo cualquiera y n cua 
quier número natural, existe un campo finito con q=p* elemento: 
éste es el campo raiz de x"=x sobre Jp. 


De los teoremas 16 y 17 resulta que hay esencialmente un s 
campo con q =p” elementos. A este campo se le llama a veces 
campo de Galois GF([p”"]. La estructura de los grupos multipli 
tivos de los campos de Galois puede describirse por completo co 
sigue : 


TkEoREMA 18. En cualquier campo finito F, el grupo mults; 
cativo de todos los elementos no nulos es ciclico. 


Demostración. Todo elemento no nulo de F es una raíz (q — 1 
ésima de la unidad, dicho sea en el sentido de que satisface a | 
ecuación x**=1, donde q es el número de elementos de F. Pal 
probar que el grupo es cíclico se deberá encontrar en F' una ra: 
«primitiva» de la unidad de orden q — 1, esto es, que no tenga ur 
potencia igual a 1 con exponente menor que q—1; las potencit 
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". de.esta raiz primitiva constituirán entonces la totalidad del grupo 


.. Aeste.fin, escribamos q —1 como un producto de potencias de fuc 
“:fores primos distintos : 


=* e q—l=- Pipas... prr (0<p <p<.. . < Pr. 


Para cada P=p,, es P*| q — 1, así que todas las raíces de 2?" =1 
sbli támbién raices de 1**=1, luego están todas en F. De estas P* 
xúlces diversas de la ecuación x*"=1 hay exactamente P** que sa- 
. tiafacén la ecuación x?""*=1 ; por lo tanto, F contiene por lo menos 
úna rálz c=c, de 2" =1 que no satisface a 2*""=1, Este elemento 
dí tiens orden ps en el grupo multiplicativo de F. El producto 
C1C5y",:. Cr Berá, pues, Un elemento de orden q—1 (cfr. el siguiente 
Ejercicio 9), como deseúbamos encontrar. 


- IHOBESYA 19, Cualquier campo finito de caracteristica p admite 
un aútomorfismo a + 2? 


.s- -Deinostración, En la discusión general de los campos de cs- 


E rocteristica p, vimos que la correspondencia a > 4” representa 180- 


tiorfamente' a F sobre el conjunto de les potencias p-ósimas (Capl- 

tulo XIII, Teorema 15). Como esta correspondencia es biunivoca, 

los q elementos a dan exactamente q potencias p-ésimas, las cuales 

. deben, pues, incluir por entero al campo F. Por lo tanto, 40” 
representa a FP sobre la totalidad de F, c. q. d. 


COROLARIO. En un campo finito de caracteristica p, cualquier 
. elemento tiene una ratz pésima. 


-- Esta conclusión es fundamental en el desarrollo general de la 
teorla de Galois, pues permite probar que todo polinomio irredu- 
.Cible sobre un campo finito es separable (*), como en el Cor. 2 
del Teor. 6 (cfr. $3, Ejercicio 3 b). 
" . *+ En los ejercicios siguientes se establecerán algunas otras pro- 
piédades de los campos finitos. 


EJERCICIOS 


" “1. Probar que sobre J, existen polinomios irreducibles de todos los grados. 
. 4. . Probar que cualquier campo finito que contiene a Y, es una ampliación 
= simple de J,. 


(*) Un campo aobre. el que cualquier polinomio irreducible sea separable, se 
lama perfecto. 
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3. Probar que cualquier extensión finita de un campo finito es una exten- 
sión simple. 
4. a) Utilizando los grados, demostrar que cualquier subcampo de GF[px] 
tiene p” elementos, donde m|n. 
b) Si m/m, demostrar que (p»— 1) | (pr — 1). 


c) Empleando b), demostrar que sl m|n, GFtp"] tiene un subcampo econ 
" ¡pm elementos, 


5. Demostrar que la red de todos los bélicos de un campo finito es una 
cadena. 


6. a) En GF(px2], demostrar que el automorfismo a:>a es de orden n. 
b) Demostrar que el grupo de Galols de un campo finito es clelico, 

7. Sil m es primo con la característica p de F, demostrar que existe en FP 
una raíz primitiva m-ésima de la unidad. (Sugerencia: Aplicar el método 


usado para Teorema 18. ¿Se puede aplicar esto a un _cAmpo de caracte- 
rística 00?) 


8. a) Si fu) es un polinomio sobre un campo f de característica p con 


$'(2)=0, demostrar que f(z) puede ser escrito en la forma a,+4,2 + 
+... POpaer, 
b) Demostrar que si F es finito, J()=[o(e)J> para un conveniente g(z). 
e) Mediante, Ejerc. 8 b), demostrar que todo campo finito es perfecto. 
9. Demostrar: en un grupo abellano, el producto c,c,...ce de los elementos 
e, cuyos órdenes son las potencias p; | de distintos números primos, tiene 
exactamente el orden p,*2...pp'*=h. (Sugerencia: Demostrar que el orden 
divide a h, pero no a h/p;, para todo 1.) 


10. a) Mostrar que el grupo multíplicativo de los enteros mód. p (en 19 
es cíclico, 


b) Sea [ una raíz primitiva p-ésima de la unidad sobre el campo R de 
“los números racionales. Demostrar, mediante a), que el grupo de Ga- 
lols de R(?) sobre R es cíclico de orden p—1. 


7. Ecuación cúbica irreducible 


La teoría de Galois puede aplicarse a demostrar la imposibili- 
ád de resolver varios problemas clásicos que se relacionan con la 
* “ón de ecuaciones mediante radicales, Como simple ejemplo 

e modo de hacer, vamos a considerar el famoso «caso irredu- 
de la ecuación cúbica con raíces reales. 
na ecuación cúbica puede reducirse a la forma 


(20) y) =Yy* +py+q =(Y — Y.) (Y — Ya) (Y — ys) 


[ver Cap. V, (17)], siendo p y q coeficientes reales, e Y,, Ya, Ya» 
las tres raíces reales o complejas. Los coeficientes p' y q pueden ex- 
presarse como funciones simétricas de las raíces, pues efectuando 
el producto indicado en (20) resulta 


(21) 0O=Y +Ya+Ys.: P=YYr+Y8Ys + YaYsr 0=— Yi Yao: 
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. Es importante introducir el discriminante D de la ecuación cú- 
:- -bica, definido por la fórmula 


y : (29) - D=[(y, — Ya) (Ya — Ya) (Ya — y)”. 


La permutación de dos raíces no altora D; por lo tanto, D es 
“un polinomio simétrico en Y1, Ya, Ya- Por el Teorema 10, resulta 
. que "D es expresable como elemento del campo F=R(p, q) de los 
"- goeficientes, Tal expresión es, precisamente, 


(98) D=-—4p* —27g?. 


; ¡Esta igualdad es una identidad polinómica en y,, Ya, Ys, COMO pue- 
de evidenciarse atendiendo sucesivamente a las expresiones (21) 


" y (09). 


* TROREMA 20. Una ecuación cúbica real, con discriminante po- 
titivo, tiene tres raices reales; si D=0, al menos dos ralces son 
sones mientras que si D<O, dos ralces son imaginarias, 


“Esto puede comprobarse con la observación de cómo los varios 
«os de rafces afectan al valor de D en la fórmula (22). Si todas 


" lág raíces son reales, D es, evidentemente, positivo; mientras que 


-Diz0 si, y sólo si,'dos raíces son iguales. Supongamos, finalmente, 
que una raíz y, =G+bji es compleja (b 0). El complejo conjugado 
:sorá asimismo raíz, y,=6—bi, mientras que la tercera raíz deberá 
ser real. En (22), Y —Ya= (a+bi)— (a —b1) =2b es imaginario 
paro “mientras que 


(Ya — Ya) (Ya — Ys) = (Y, — Ya) (Y — Ya) = (Y — Ya) (Ya — ya)” 


S0mn número real. El discriminante D será, por lo tanto, negativo. 
El Teoreme 20 queda así demostrado, 


 aoñaica 21. Si el polinomio cúbico (20) es irreducible sobre 
; F=R(p, q), Y llamamos yx, ya, yy a sus ratces y D a su discrimi- 
-harte, el campo raiz F(y,, ya, ys) coincide con F(YD, y). 


: Demostración. Por la definición (22) de D, el campo raíz con- 


*” fióne ciertamente a VD; por lo tanto, falta sólo probar que las 


- ralces y, e y, están contenidas en K=F(YVD, y,). En este campo, 
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la cúbica tiene el factor lineal y —y,, así que el restante factor 
cuadrético 


(24) (y — Ya (y — ya) =Yy* — (Ya + YY + YaYa 


tiene también sus coeficientes en K. Sustituyendo en (24) resulta 
que A (Y, —Ya) es de K, de modo que 


Ya—Ya= EV D/(Y, — Ya) (Y. — Yo) 


también pertenece a K. Pero el coeficiente ys+ya de (24) es asi- 
mismo de K. Luego, al pertenecer a K la súma ya+Ya y la diferen- 
cia Ya —Ys, también pertenecerán y,'e Y», c. q. d. 

Consideremos ahora una ecuación oúbica que sea irreducible en 
el campo de sus coeficientes y que tenga sus tres raíces reales, Las 
fórmulas (19) del Cap. V dan las raíces en la forma y=2—p/3z, 


donde 
2=—q/24 Y G]4+p"J27=-—q/2 + Y —DI108 


[recordando la expresión (23) para D]. Como las rafces son reales, 
D es positivo (Teorema 20), luego la raíz cuadrada de esta fórmula 
es un número imaginario. ¡ La fórmula cbtenida da las rafces reales 
fi mediante números complejos | 

Durante mucho tiempo se consideró este hecho como una seria 
tacha del conjunto de fórmulas resolutivas; los mateméticos se 
ocuparon largamente intentando expresar las raíces reales de la 
cúbica por otras fórmulas, en las que sólo interviniesen radicales 
reales (raíces ouadradas, cúbicas o más elevadas). Estas investiga- 
“lones eran en vano, como muestra el aiguiente teorema. 


TreoRBMA 22. Si un polinomio cúbico tiene sus ralces reales 
es irreducible sobre el campo F=R(p, q) de sus coeficientes, no 
1y fórmula racional que pueda expresar las raices de tal ecuación 
vediante radicales reales sobre Y. 


Antes de demostrarlo, discutiremos más por extenso las propie- 
dades de un radical "Y a=a'/*. Si m es compuesto, con M=?8, será 
a 122 (a17), es decir, que cualquier radical puede obtenerse me- 
diente una sucesión de radicales con exponente primo. En este últi- 
mo caso, podremos determinar el grado del campo obtenido por 
adjunción del radical. 
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: “Lexsa. Un polinomio x"—a de grado primo r sobre un campo 
rz0l (*) K, o es-irreducible sobre K o tiene una ratz en K. 


_. Demostración. Adjuntemos a K una raíz primitiva r-ésima de 
-"la unidad, £, y una raíz u de "—a. La ampliación resultante 
K(t, u) contendrá las r raíces, u, Yu, Yu, ..., 4, del polinomio 
$ y, por lo tanto, K es el campo raiz de tal polinomio, el cual 
admitirá una descomposición factorial : 


(e a) = (2 —4) (— iu (a—n). .(1—Ew). 


: Enpongamos ahora que 2" —a tenga: un factor propio e irredu- 
dible g(x) de grado m<r. Este factor g(x) será el producto de m 
. - fáctores lineales de la descomposición de x"-—a sobre K(L, u), de 
-- taedo que el término constante'b de g(x) será el producto de sus 
: m raíces Cu. Por lo tanto, b=“"u” para algún entero k, y 


d" = (Puno = (2) (47)" = (ur)"=a, 


Enxto nos permitirá hallar en X una raíz r-ésima de a, puesto que 
- al ser m<r y r primo, existirán dos enteros s de t tales, que: sm+ 
. +ir=1 [Cap. 1, (11)] y, por lo tanto, 


1-t t 
YE ga gra ar, 


de modo que a=(b'a*). De este modo, el suponer que z'-—a es 
reducible sobre K nos conduce a establecer que existe en K una 
raiz d'* de "—a, c.q.d. 

.* Volviendo a la demostración del Teorema 22, supongamos que 
_la conclusión sea falsa. Entonces, alguna raiz de la ecuación cúbica 
+ “podrá ser expresada, por radicales reales, lo cual es decir que algun: 

* ralz y, estará en cierto campo L=F(WVa, VD, ...) engendrado so- 

bre F por radicales reales. Como D es positivo, al adjuntar el radi- 

¿cal real VD se obtiene un nuevo campo real K=L(YD). Por el 

" “Teorema 21, las raíces de la ecuación cúbica están todas en el cam- 

. po K, asi que todas pueden ser expresadas por fórmulas en que 

' intervienen radicales reales, El campo K se obtiene con un nú- 

- mero finito de radicales. Si comenzamos por aduana VD, lo pre- 


(4 Un campo renal es aquel cuyos elementos aon todos reales. Ente lena es ver- 
dadero para cualquier campo, salvo alguna modificación en Ja demostración, sí K tie- 
De caracteristica r. 
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cedentemente visto nos enseña que K'es el final de una cadena 
finita de campos 


(25) FSEK,<K,<SK,S<..<Ks=K, 
donde 
(26) , Kk,=F(YD), Kw =Kia?”), í=1, ..., n—l, 


. con cada 4 en K, y cada ?, primo. Para lograr una ampliación de 
"los campos se puede suponer que a,'/". no pertenece a K,; esto alg- 
vifica (por el lema), que 2% —a, es irreducible sobre K, y, por lo 
tanto, que el grado de Kw, es [Kw : Ks] =71. 

Por la hipótesis, las raices de la cúbica pertenecen a E; no 
están en F ni en F(4D), porque la cúbica es irreducible A0bre F, 
En la cadena (25) hay, pues, un primer' campo Ky, que contiene ' 
a una ralz de la cúbica, raíz que designaremos por y,. Sobre el 
campo precedente K,, la cúbica dada, debe ser irreducible, pues de 
otro modo tendría un factor lineal (y — y) sobre K,, contra la hipó- 
tesis de que K, no contiene ninguna y; La ampliación 


(27) Ki =K¡(a%/), —a=4y, > Ttefi. 


tiene grado r y contiene un elemento y, de grado 8 sobre K,. Por 
el Teor. 10, Cor. 2, Cap. XIV, es 3[r, y como ? es primo, debe . 
ser r igual a 8. En (27) nos encontramos, pues, con una raíz cúbica 
Ya. El campo XK», es ampliación del K, por y,, contiene a VD y, 
«por el Teorema 21, contendrá a todas las raices de la cúbica. Por 
lo tanto, Kys, es el campo'raíz de la cúbica dada sobre K;. Por ser 
campo raíz será normal, en el sentido del Teorema 9 ; luego si con- 
" tiene a una raíz a** del polinomio x?—a irreducible sobre K, de- 
berá contener a todas las rafces de este polinomio. Las otras ralces 
son e0*/* y ata”, así que Ky, contiene también a w, que es una 
ralz cúbica compleja do la unidad. Esto va contra el supuesto de 
que Ky., < K ses un campo real, La demostración queda efectuada. 


EJERCICIOS 


Verlfílcar la fórmula (23) para el discriminante. 
2. Mostrar explícitamente las raices de la cúbica en función de y, y YD, se- 
gún el método de Teorema 21, 
”3. ¿Qué parte de la discusión relativa a la ecuación cúbica se puede apli- 
car a la cúbica sobre un campo de característica p (primo)? 
4. Demostrar: un polinomio 1—a que tlene un factor de grado primo 
con n, sobre un campo F de característica 20, tiene una raíz en F. 


.. 
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.5. Demostrar: si F es un campo de característica co que contiene a todas 
los raíces n-ésimas de la unidad, el grado [F(a'/2):F'] es un divisor de n. 
6 Consideremos el grupo de Galois G de la cúbica (20) írreducible sobre 
. Pr=Rí(p, q). Demostrar que si D ez el cuadrado de un número de F, G es 
. €l grupo alternado de tres letras, y en otro caso es el grupo simétrico. 


8. Irresolubilidad de la ecuación de quinto grado 


* En todo lo que sigue, F denotará un subcampo del campo de los 
: pámeros complejos que contenga a todas las raíces de la unidad, 
Y -K denotará una ampliación variable, pero siempre finita, de F. 
" ; Supongamos K=F(a*") engendrado por F y una raíz r-ósima 
de: un elemento a«F, siendo r primo, Las otras raíces de 2" -—a 
“són, como en Cap. V, la", Lta*/", ..., Eg*/, donde € es una raíz 
” primitiva r-ágima de la unidad, y, DO lo tanto, está en F. Conse- 
cuentemente, K es el PR raíz de x"—a sobre F, y es normal 
aóbre F. Salvo cuando K=F, el polinomio x'—a es irreducible so- 
bré F, por la nota al lema de $7, luego hay un automorfismo S 
de K que a la raíz a” le hace corresponder la raíz la'”. Las po- 
tencias 1, S, S”, ..., S”* de este automorfismo hacen que a?” tenga 
como imágenes. respectivas cada una de las raíces de la ecuación 
¿fa, con lo que estas potencias incluyen “todos los automorfismos 
de K "sobre F. Concluimos, pues, que el grupo de Galois de K so-- 
- bre F es cíclico. 
¡Más generalmente, supongamos que X sea normal sobre F, y 
" que, pueda obtenérse por una sucesión de ampliaciones simples 80- 
bré F', cada una de las cuales implique solamente la adjunción' de 
uña. ralz de índice n a la ampliación precedente. Esto quiere decir 
que existirá una sucesión de campos intermedios Ki, 


(28) F=K,<K,<K,<.. <K x=K, 


tales que K;=K;.,(%), donde x/1« Ki,. Sin perjuicio de la genera- 

, podemos suponer que todos los ri son primos. Un campo 
como el K se Hama ampliación del F por radicales. Como K es 
- normal sobre F, deberá ser el campo raíz de un polinomio f(x) 
aobre FP y, por ende, el campo raíz del mismo f(x) sobre K, y, por 
.lo tanto, normal sobre K,. Pero K, es normal sobre F, por el pá- 
“yráfo precedente. Consecuentemente, todo automorfismo de K so- 
bre F.induce un automorfismo de K, sobre F, e igualmente la 
* multiplicación de estos automorfismos. Además, por el Lema 2 de 
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$4, cualquier automorfismo de K, sobre F puede ampliarse a un 
automorfismo de K sobre F. Luego la correspondencia inducida es 
un homomorfismo del grupo de Galois de K sobre F al de K, so- 
bre F, semejante al descrito al final del $2. Bajo este homomor- 
fismo, los elementos que inducen el automorfismo idéntico de K, 
sobre F' son, precisamente, por definición, los automorfismos de 
K sobre K,. Esto demuestra que el grupo de Galois G(K]F) de K 
sobre F es homomorfo con el G(K,/F) de K, sobre F', siendo este 
último isomorfo con el grupo cociente G(K/F)/G(K[K,). Combinan- 
do esto con el resultado del último párrafo, se infiere que G(X/K) 
es un subgrupo normal de G(K[F), piendo cíclico el grupo cociente 
G(K,[F). 

Procedamos ahora por inducción sobre 8. Por definición, K es 
una ampliación de K, por radicales ; como antes, es también normal 
sobre K,. Por lo tanto, puede repetirse el precedente razonamiento 
para G(K/[Ky), y demostrar que G(K/K,) es un subgrupo normal 
de G(K[K), slendo oíclico el grupo cociente G(K,/K,). Repitiendo 
este razonamiento s veces, y designando por $, el subgrupo G(K/K0), 
se llega al siguiente resultado fundamental : 


TEOREMA 28. Sea K una ampliación normal de E por radicales. 
En tal caso, el grupo de Galois G de K sobre F contiene una su- 
cesión de subgrupos B,=G>8,>8,>... > 8,=1, cada uno nor- 
mal en el precedente, siendo ciclicos los grupos cocientes S;.,/8,, 
y terminando en la identidad 1. 


Tal enunciado equivale a decir que el grupo de Galois es reso- 
luble, de acuerdo con la siguiente definición : 


DEFINICIÓN. Un grupo finito Q se llama resoluble cuando con- 
tiene una cadena de subgrupos S¿=G >8,>8, >... > 8,=1 tales, 
que para todo k, 1.”, Sx es normal en 8x.,, Y 2.*, Sx-,/8, es cíclico. 


Sobre los grupos abstractos resolubles se conoce mucho; por 
ejemplo, cualquier grupo cuyo orden es divisible por menos de tres 
primos distintos es resoluble (Burnside) ; también es probable que 
todos los grupos de orden impar sean resolubles. Por ahora, sin 
embargo, nos contentaremos con el ligero resultado siguiente : 


LEMA 1. Cualquier imagen homomorfa G' de un grupo resolu- 
ble finito G es asimismo resoluble, 
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E " Demostración. Sea G un grupo con la cadena de subgrupos 
q en la definición de resolubilidad, y sean S/¿=G", S/, ..., 
pr BUB imégones homomorfas. Entonces cada Sy que contenga 
o:cuslesquiera x' e y' también contendrá a Ty'=(19) y a3”*=(17) 
slerdo x e y dos cualesquiera de los elementos de S, que tienen 
lor 'porrespondientes 7' e y respectivamente) y, por lo tanto. Sx' 
será" tuf subgrupo de G'. Además, si a está en Sr, y z en S;, como 
-Si:es normal en Sw,, aza pertenecerá a Sx y, por lo tanto, 
dea = (a xaY estará en Sy. Como a” puede ser cualquier elemen- 
Ed de Sy..', quéda probado que Sy' es normal en S,-,. Finalmente, 
> Sx-, consiste en las potencias (S1a)"=Sa” de alguna clase par- 
ole de S; (siendo S,-,/S, cíclico), Sw-,' consistirá en las potencias 
8'0*=(Sya'y de la imagen de esta clase, luego Sr-,/Sx' es también 
otelico. La cadena de subgrupos Sy > S/' >... > 8. tiene, por tan- 
Le las eropeNe que hacen que G' sea resoluble, como afirma el 
jeñoa 1 
$” Ahora, por definición, diremos que una ecuación f(a)= =0, con 
gocficiontes en F, es resoluble por radicales gobre F, si sus raíces 
pertenecen a una ampliación K de F obtenible por sucesivas adjun- 
.Slones de raices n-ésimas. Éste es el caso de todas las ecuaciones 
ebádráticas, cúbicas y cuárticas, por Cap. V, 85. Se observará: que 
- m6: 86 requiere que K: sea normal, sino sólo que contenga al campo ' 
Pale N de f(x) sobre F. Ahora bien, como cualquier conjugado de 
" un «elemento -expresable por radicales es también expresable por 
Yadicales conjugados, el campo N estará también contenido en una 
" iiplisción finita K* > XK, que será normal sobre F' y también será 
- uba ampliación de P por radicales. Entonces K* contiene a N como 
vd subcampo normal sobre P. Por lo tanto, cada automorfismo de 
JW sobre F induce un automorfismo de.N sobre F, y la correspon- 
déndia es un homomorfismo. Esto es, el grupo: de Galois de K* 
dóbre. F es homomorío con el de N sobre F; pero este último 'es 
. resoluble, por el Teorema 23; luego, por el Lema 1, también lo 
en-el óltimo. Esto demuestra : : 


A 


- DronEma 24. Si una ecuación f(x)=0 con coeficientes en F es 
reiolubl por radicales, su grupo de Galois sobre Fes resoluble. 


Para demostrar ahora que la ecuación de quinto grado no es 
siempre resoluble por radicales, nos bastará probar que su grupo 
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de Galois no siempre es resoluble. Esto lo haremos así: primero 
probaremos que el grupo simétrico de grado cinco no es resoluble, 
y después será construída una ecuación de quinto grado cuyo grupo 
de Galois será el grupo simétrico de grado cinco. 


- TROREMA 25. El grupo simétrico sobre n letras no es resolu 
ble, excepto cuando n< 4. 


Demostración. Sea G=8,>S,>S,>...> $, una cadena de 
subgrupos, cada uno normal en el precedente y con grupo cociente 
cíclico Sx-,/Sx ; vamos a probar, por inducción respecto a s, que S, 
debe contener cualquier ciclo (ijk) de orden 3. Esto implica que 
S.>] y, por lo tanto, G no puede ser resoluble. 

Como S¿=G contiene cualquier ciclo de orden 3, basta probar 
que si S,-, contiene cualquier ciclo de orden 8, lo mismo le sucede 
a S,. Primero, observemos que si las dos permutaciones $ y Y es- 
tán en S,.,, el, producto y=$""y*pY estará en S,. Para ver esto, 
consideremos gus imágenes $ y Y' en S../S,. Este último, siendo 
cíclico, será conmutativo ; luego 


. y= pay a , pray yy =I' en Sms/Sa, 


lo cual implica yeS.. Consideremos ahora el caso particular en que 
9=(ilj) y Y=(¡km), donde í, j, k son dados y l, m son otras .dos 
letras (que existirán si no es 1 <4), y tendremos : 


ya (li) (mk) (3) (jkm) =(ijk) eS, para todo i, j, ko 


Esto demuestra que $. contiene cualquier ciolo de orden 3, como 
declamos.- Al producto y se le llama «conmutador» de los dos ci- 
clos $ y y. 

edlaontalmanie: es posible probar una forma más precisa de 
este teorema. Es sabido que el grupo alternado Á es uu subgrupo 
normal del simétrico G, por lo que la cadena comienza G>A. 
Ahora bien, se puede demostrar que el grupo alternado (para n > 4) 
no tiene subgrupos normales, excepto él mismo y la unidad. 


Lema 2, Existe (por lo menos) una ecuación rea] de quinto 
grado cuyo grupo de Galois es el simétrico con cinco letras, 


Demostración. Sea A el campo de todos los números algebrai- 
cos ; será numerable y contendrá a todas las raices de la unidad. 
Por lo tanto, podremos elegir (ver Cap. XIV, $6) cinco números 
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__gesles Za, ..., Ts, algebraicamente independientes sobre A. Forme- 
moa la ampliación trascendente A(z,, ..., 2). Bean 0,, ..., o, las 
fanciones elementales simétricas de las x, y sea F=4A(0,, ..., 94). 
Como en el Teorema 10, el grupo de Galois del polinomio 


(29) ft) =t— 0 0 té 0,040, —0,=0 


sobre F, es el grupo simétrico sobre las cinco letras Zi. 

Resalta, pues, por el Lema 2 y el Teorema 25, que existe una 
ecuáción (real) quíntica, sobre un campo que contiene a todas las 
raíces de la unidad, cuyo grupo de Galois no es resoluble. Apli- 
cando el Teorema 24, tenemos el resultado final, 


- — TEOREMA 26. La ecuación general de quinto grado no es reso- 
Jable por radicales. 


EJERCICIOS 


.1.. Demostrar que el grupo simétrico con tres letras es resoluble, 

2. Probar que todo grupo conmutativo finito es resoluble. (Sugerencia: De- 
mostrar que contiene un subgrupo normal de índice primo.) 

3. Demostrar que sí un grupo finito G contiene un subgrupo normal N tal, 
que N y G/N sean resolubles, G será resoluble. 

4. a) Deamostrar que en el grupo simétrico con cuatro letras, los conmuta- 

tadores de ciclos-3 forman un subgrupo normal de orden 4, 
b) Utilizando este resultado y el subgrupo alternado, probar que el gru- 
po simétrico con cuatro letras es resoluble. 

5. Demostrar que cualquier grupo abstracto G finito es el grupo de Galois 
de alguna ecuación. (Sugerencia: Por el Teorema de Cayley, G es iso- 
morfo con un subgrupo de un grupo simétrico.) 

%8, a) Demostrar que el grupo de Galois de 22=a es también resoluble so- 

bre un campo que no contenga las raíces de la unidad. 
b) Demostrar que el Teorema 24 vale para cualquier F, contenga o no 
raíces de la unidad. 

"?% Demostrar detalladamente que si K es una ampliación de F por radica- 
les, existe una ampliación K” de K que es normal sobre F, y la cual es 
también ampliación de F por radicales. (Este hecho se ha utilizado en 
la demostración del Teorema 24.) 

8. Si Y contiene las raíces n-ésimas de la unidad, y si K=F(a!/0), siendo 
a de K, demostrar que el grupo de Galois de K sobre F es cíclico, aun- 
que 2 no sea primo, 

9. SIR es el campo racional y f el polinomio de (29), demostrar que el gru- 
po de Galols de f sobre el campo Río, ..., v,) es también el grupo simé- 
trico sobre cinco letras, 

10, Demostrar que si n>4, existe alguna ecuación de grado n que no es 
resoluble por radicales. 


CAPITULO XVI 
Notas ampliatorias 


1. Nota al Capítulo V 


Ecuaciones de tipo estable. Muchos sistemas físicos son esta- 
bles cuando, y sólo cuando, todas las raíces de una cierta ecuación 
polinómica tienen la parte real negativa. Por tal motivo, estas ecua- 
ciones se llaman de «tipo estable» o, simplemente, «estables», 

En el caso de la ecuación de segundo grado 2*'+B2+C=0 es 
muy fácil investigar su estabilidad. Si 4C < B*, las dos ralces son 
reales. Tendrán ambas el mismo signo si, y sólo sí, es 2121 =0>0; 
tal signo será negativo si, y sólo si, B=—(2,+21) >0. Cuando sea 
40 >B?, las raíces serán números complejos conjugados. La parte 
real x,=%, será negativa cuando Bs=—2r,=—2x,>0; en este 
caso también (> B*4>0, Luego, 'en ambos casos la condición 
de estabilidad es B>0, C>0. 

En el caso de la ecuación cúbica real 2?+42?+ Bz+C=0, tam- 
poco es muy difícil hallar las condiciones de estabilidad. En efecto, 
si todas las raíces fuesen de parte real negativa, puesto que una 
raíz —«a debe ser real, se tendría la factorización 


(1) Ary Bi CO =(2 +40) (21+b2+0), 


donde a>0 y, por el caso anterior, b>0 y c>0. Por lo tanto, 
paras la estabilidad es necesario que A=a+b>0, B=(ab+c) >0 
y C=ac>0. Además, AB—C=b(a*+ab+c)> 0. 
Reciprocamente, supongamos A >0, B>0, C>0, y conside- 
remos la factorización real (1), siempre posible. Como ac=C > 0, 
a y e tendrán el mismo signo. Pero si ambos son negativos, b de- 
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irá ser negativo paras que ab+e > 0, y, por lo tanto, A=a4+b<0, 
contra la hipótesis. Por lo tanto, a> 0 y c>0 implican a +ab+o= 

=6a(a+0)+c>0. Pero esto exige que b=(AB—C)j(a*+ab+c)>0 
"- y, por lo tanto, los dos factores de (1) serán estables. Así hemos 
: "demostrado el siguiente resultado : 


. — 'TgOBEMA. La ecuación real de segundo grado z*+Bz+C=0 
- .esvestable si, y sólo si, B>0 y C>0, La ecuación cúbica real 
814 Az?4Bz+C es de tipo estable si, y sólo si, A>0,B>0,C>0 
*" yAB>C. 


EJERCICIOS 


N 1." “Averiguar la estabilidad de las siguientes ecuaciones: 
0 a) +24 2er 1=0; bo z+2042242=0. 
- 2, Demostrar que para que un polinomio real mónico de grado n sea esta- 
: — ble, todos sus coeficientes deben ser positivos. 
3, Demóstrar que 2+42'4+B2*+Cz+D con coeficientes reales € es estable si. 
' * y sólo si, todos los coeficientes son positivos, AB > C y ABC > A'"D+C*. 
4; Teniendo en cuenta el ejercicio anterior, obtener las condiciones nece- 
* garlas y suficientes para que una ecuación compleja de segundo grado 
sea estable. [Sugerencia: Considerar (2*+Bz+C) (2*+B*24C*)=0.]. 


2. Nota al Capítulo VI 


Transformaciones «en» y transformaciones «sobre». La no- 
. ción general de transformación $: S>T de un conjunto S (no va- 
j olo) en otro conjunto T, significa una regla $ mediante la cual se 
- asigna a cada elemento peS un elemento único pgeT, que es su 
. iiisgen.: El conjunto S es el dominio de p, y T' es su.codominio. 
"Nótese que el conjunto Sé de las imágenes de elementos en S, esto 
es, la imagen o resultante de S, puede no agotar el codominio E, 
Así la función f(x)=e*"* es una transformación del conjunto R* 
* de los números reales en el de los números complejos, pero su ¡ma- 
genes, simplemente, la circunferencia unidad. 
Cuando el codominio de una transformación es igual a su resul- 
- tante, así que cualquier qe T -es imagen de al menos un peS, se . 
"> “Hama a 9 transformación de S sobre T. Cuando por f se transfor- 
- man elementos distintos en elementos distintos, la transformación 
de 8 sobre T ve dice uno-uno u biunivoca.: 
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Dos transformaciones ¿:S>T y :S>T', con el mismo do- 
minio y codominio, se llaman iguales cuando dan el mismo resul- 
tado sobre cualquier peS. 


(1) $=$' significa: p$=pf$' para todo peS. 


El producto ¿y de dos transformaciones € y Y, supuesto que el 
dominio de y sea el codominio de $, se definirá por la igualdad 


(2; l ple) = (por. 
La multiplicación tiene la 
Propiedad asociativa : (910=9(P0), 


si los productos implicados están definidos. Esto es intuitivamente 
obvio ; formalmente se demuestra por ser 


pL9(40)] = (pe) (40) = [(po)y]9= [p (04179 =p[ (0419) 
1144) y ” Cep16 


(aplicando la definición de producto (2) al que se indica en cada 
paso). ; 
La transformación idéntica se definirá por la condición 


(8) pl=p para todo peS. 
De las definiciones (1) y (2) resulta fácilmente 
Ley de identidad: —lespleg para todo $. 

En general, si dos transformaciones p: S>S y yv: S>8 tie- 
nen producto ¿Y=1: S->8, la € se llama inversa a la izquierda 
de y, y la Y inversa a la derecha de €. Estas definiciones están 


estrechamente ligadas a los conceptos de «uno-uno» y «sobre» que 
antes hemos definido. 


TEO0REYA 1. La transformación +: B>8 será «uno-uno» si, y 
sólo si, tiene inversa a la derecha; y será esobre» si, y sólo si, tiene 
inversa a la ¿zquierda. 


Demostración. Si $ tiene una Y con éY=I, la igunldad p$= 
=p'4 implicará 


p=p(9%) =[(poW =(p py =p ($e) =p", 
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de modo que € será uno-uno. Análogamente, si hay una Y tal que 
"Wo=1, cualquier q en S podrá escribirse q=91=q(Yp)=(q4)p, y 
resultará imagen del punto p=qY', luego $ será sobre. 

Viceversa, dada cualquier $ : S>8S, construyamos una segunda 
transformación Y: S->8 como sigue: para cada q en 8 que sea 
imagen de uno o varios p de S, tomaremos como imagen qyY tuno 
vuslquiera de estos puntos p. Entonces, para los q de la forma p'4 
súltará q(Y4)=q ; hagamos que y represente todos los puntos q 
" restantes de S sobre cualquier punto fijado del conjunto S. 

Con esto, si $ es sobre, todo q será de la forma pe, luego to=1. 
Así Y es inversa a la izquierda de $. Por otra parte, si $ es uno-uno, 
, para cada A será (po el único antecedente p de q=p$; por lo 

tanto, pY=1, y Y será inversa a la derecha de $, como deciamos. 


CoroLABIO 1. Una transformación $ : 8>8 es biumivoca de S 
sobre 8 sí, y sólo sí, tiene inversa por ambos lados, en cuyo caso 
ambas inversas son iguales. 


. En efecto, sean 9 y y las inversas de $ a derecha e izquierda 
respectivamente. Será 


0=10=(Y9)0=Y(90) =41 y. 
La inversa de + se define como la transformación y? que satia- 
face a la 
Ley de inversa: py =p =I, 
De lo anterior resulta 


_ . COROLARIO 2. Una transformación $: S>8 es una transfor- 
imación uno-uno de $ sobre si mismo si, y sólo si, $ tiene una in- 
" perta y?. En este caso, dos inversas cualesquiera de $ son iguales, 
Y «e tiene 
(4) (9uyi=p. 

En el caso especial de ser S finito, la correspondencia será sobre 
Bj, y sólo si, es uno-uno, con lo que huelga la discusión sobre in- 
versas a uno y otro lado, 

.. El teorema y los corolarios valen para transformaciones ¿ : ST, 
con $ y. T distintos, bastando observar que las inversas de $ son 
transformaciones del conjunto T' en el S 


te=lp: TT, 8=I.: $38. 
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Aquí Ir e 1, representan, respectivamente, las transformaciones 
idénticas en S y en T. 

Ahora podemos definir un importante concepto : Grupo de trans- 
formaciones en un «espacio» $, es un conjunto de transformaciones 
uno-uno de S sobre S tales, que 1) la identidad de S pertenece a G; 
1) si p está en G, también está p”* ; 111) si p y Y están en G, tam- 
bién está su producto py. 


. TEOREMA 2. El conjunto G de todas las transformaciones uno- 
uno de un espacio $ sobre sí mismo es un grupo de transforma» 
ciones. 


Este es el mismo Teorema 2 del Cap. VI, enunciado ahora en 
forma más precisa, precisión fácil de trasladar a la demostración 
allí expuesta. - 


3. Nota al Capítulo VH 


Funclones lineales y espacios duales. Estudiando una ecus- 
ción lineal sobre un campo F, %c,1,=%h, se acostumbra a considerar 
el primer miembro como una función 1) del vector £=(%,, ..., ta) 
de V,(F). De este modo, f indica una transformación que trans- 
porta el espacio de las n-plas al campo F de los escalares. Para 
“conformarnos a nuestra notación habitual, haciendo las fórmulas 
válidas en el caso de que F no sea conmutativo, escribiremos la 
función f a la derecha de su argumento, poniendo 


(1) t=t,01+.. «+ TaCa, é=(z,, ..., To). 


Esta función es lineal en el sentido de que (a£)f =atéf y (E+mfe 
=tf+0f. 

Sea V un espacio vectorial sobre un campo P. Llamaremos 
función lineal f sobre V a una función sobre V con valores ¿f en F, 
que verifique las identidades 


(2) Esmi=Ef+ af, (af =atép, 


para cualesquiera vectores É, y de V y cualquier escalar a en F. 
La primera (2), con y=0, prueba además que Of=0. Las dos igual- 
dades (2) permiten deducir la siguiente : 


13) (aÉ+bmf=alEf+b(9f), EnmeV; a,beF. 
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Beciprocamente, de esta primera identidid se deduce la primera 
de (2), para a=b=1, luego Of=0, y de aquí, para b=0, resulta 
la segunda de (2). Abreviadamente : una función f es lineal cuan-* 
do conserva las combinaciones lineales. 

Aplicando las precedentes ideas a una combinación lineal de 
n vectores, se llega a la siguiente caracterización de las funciones 
lineales de un espacio vectorial, 


. TROREMA 1. Si B,, ..., Bn es una base del espacio vectorial Y 
sobre F, y si c;, ..., ca son n constantes de F, existe una función 
lineal f sobre V, y sólo una, tal que Bif=cC,, i=1, ..., n. Esta fun- 
ción f está dada por la fórmula 


(4) (T1B:+...+ TB) f=7,C, +... +2 aCn. 


Demostración. Por inducción sobre », la ecuación (4) se de- 
duce “directamente de la (3), para cualquier función lineal f con 
Bf=C1,i=1, ..., n. Reciprocamente, para toda base f,, ..., B1 de Y, 
cada £ tiens una expresión única £=2,8,+... +28, y, por lo tanto, 
la expresión (4) define una función uniforme para las constantes 
C1, »».., Ch en F. Esta función es lineal, pues para cualesquiera 
É y n=YyB,+... +YaBa se tiene 


ts +0m)f= [X(ax,+ bydB]f=S(07,+ by) a = 
= 02200, + dEyc=a(Ef) + b(af), 


cumpliéndose, pues, la condición (3). 


Cororario. Las funciones lineales sobre V,(F) son las dadas 
por las expresiones lineales (1). 


La expresión (1) da, efectivamente, la función. f que toma el 
valor c, para el vector unidad « de V,(F). Cada función lineal que- 
da así determinada univocamente por la n-pla (c,, ..., Cu) de coe- 
ficientes de la fórmula (1); esto sugiere que las funciones lineales 
: forman a su vez un espacio vectorial. 

Para cualquier espacio vectorial Y podemos definir la suma 
f+g de dos funciones lineales f y g como la función definida por 


(5) > E(f+9)=E Eg, para todo É en V. 


y el producto fc de una función lineal f por un escalar c como una 
función definida por 


(6) Elfc)=(Éf)c, para todo £ en V, c en PF. 
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Es muy fácil probar directamente que f+g y fc son funciones !i- 
penales sobre Y 


TEOREMA 2. Si V es un espacio vectorial sobre E, el conjunto 
V* de todas las funciones lineales sobre V es también un espacio 
vectorial sobre TF, definiéndose las operaciones i+g y cf según las 
fórmulas (5) y (6). 


El espacio V* de las funciones lineales sobre V se llama el 
"espacio dual o conjugado del V. Sn consideración es muy impor- 
tante en el moderno análisis funcional. 

La demostración exige, simplemente, verificar que los axiomas 
que caracterizan a un espacio vectorial son válidos con las opera- 
ciones f+g y fc. Por ejemplo, para probar o dl distributiva 
(H+go=fc0+g0, se observará que, para todo £e V 


(7) é[0+D0]= [Elf + 9)]c=[¿f+ €g]c= 
=(Eh)o+ (Eg)e=é(fc) + (gc) =Élfc+ go), 


por las definiciones (5) y (6) y la ley distributiva en V. Pero esta 
igualdad establece que las funciones + Ne y fo+gc dan el mismo 
valor aplicadas a cualquier vector € de V, luego son necesariamente 
la misma función, esto es, son. ignales. La demostración de Jos otros 
axiomas es análoga. 


CoroLaArIo 1. Si el espacio vectorial V tiene tina base finita 
Bi, .., Ba, su espacio dual V* tendrá una base Í,, ..., Íh consti- 
tuida por las n funciones lineales £, definidas por (x,B,+...+XxoBMi= 
=X1, i=1, ..., MN. 


Las n funciones lineales f, quedan determinadas univocamente 
por las fórmulas 


0 sl ¿365 e 
(8) Bifi= ' SS ] i, j=1, .»., Na 
ls ij 
Demostración. Para n escalares cualesquiera C,, ..., Ca, la com-. 


binación lineal f=f,c,+...+faca es una función lineal; por (8) su 
valor para cualquier vector 8; de la base es 


BUE fc) = Bi os=C- 


Siguese de aquí que las funciones f,, ..., fa son linealmente inde- 
pendientes en V*, ya que si f=f,0,+...+f.Ca=0, sería Bif=0 para 
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cada i, luego C,=C2=...=C2=0. Y también se deduce que las n fun- 
: ciones f,, ..., fa describen a V*, pues, por el Teorema 1, cualquier 
fanción lineal f está determinada por los valores Bif=c, y, por ende, 
f será igual a la combinación <;f/0,, que los tiene por coeficientes. 
: La base f,, ..., fh.de V” es llamada base dual de la base B,, ..., Ba 
de Y. 


CokoLABIO 2. El espacio dual V* de un espacio n-dimensio- 
nal V tiene también dimensión n. 


La transformación T: V>V*, que representa a cada vector 
2181 de V en la función fx, de V*, es un isomorfismo de V so- 
bre V*. Este isomorfismo depende de la elección de la base en Y. 
j Cualquier función lineal f sobre V.(F) queda completamente 

determinada por los n escalares C,,...., Ca de la fórmula (1). En la 
notación general del Cap. VIII, la sucesión de coeficientes C,, ..., Ca 
se escribe como una matriz C' de tipo 1x1 (columna vector). Así 
puede considerarse al espacio dual del V,(F) de filas vectores como 
el espacio V2(F) de columnas vectores. 

Si É es un vector de V y f es un vector del espacio dual V*, 
puede también esoribirse el resultado Ef en notación de «producto . 
interno», ¿f=(¿, $). En tal caso, la (3) se escribirá 


j (9) (a£+ br, ) =att, f+db(, PA, 


mientras que las definiciones (6) y (6) de adición y mnltiplicación 
escalar dan 


(10) (€, forgd)=(E, fo+(E, gl. 


La semejanza de estas igualdades sugiere otra interpretavivn, En 
(€, f) fijemos € y hagamos variar f. Entonces, por (10), É deter- 
mins una función lineal de f y, por (9), las operaciones vectoriales 
cón estas funciones corresponden exactamente a las operaciones 
vectoriales entre los vectores originales É. 

Cada £ en V determina formalmente una función F, en el espa- 
cio dual V*, definida por F,(f)=(€, f). Con esto, la fórmula (10) 
establece que F¿ es una función lineal. 


TEORE«MA 3. Cualquier espacio vectorial V de dimensión finita 
es isomorfo con su espacio conjugado segundo (V*)*, mediante la 
correspondencia que transporta cada vector ¿e V sobre la función F 
definida por Fat) =¿f. 
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Demostración. Por (9), la correspondencia 7: £>F', preserva 
la adición vectorial y el producto escalar. Veremos ahora que 7 es 
biunívoca y, por ende, un isomorfismo. Si £3£ 1, será [=S¿—9 0, 
y [ será parte de una base de Y. Luego, por el Teorema 1, exis- 
tirá una función lineal f, en V* con ff.=1340, tal que 


FAfo) =F,(f0) + Fa) =F, (0) +1 $5 P (fo) 


Esto demuestra que la correspondencia 7 de Y a (V*)*'es del tipo 
uno-uno. Pero, por Corol. 2 del Teor. 2, Y y (V*)* tienen la misma 
dimensión, luego 7 es un isomorfismo de Y sobre (V*)*, c.q.d. 

Este isomorfismo £> F¿, a diferencia del que el Corolario 2 es- 
tablece entre V y V”, es natural o intrínseco, en el sentido de que 
su definición no depende de la base elegida en Y. 

A un subespacio S de V asociaremos-el conjunto S' de todas las 
funciones f lineales en V* y tales que (c, f)=0 para todo 7 en S. 
Llamaremos a S' el anulador de S. Se trata, evidentemente, de un 
subespacio de “Y”, ya que (c, $)=0 y (0, g)=0 implican (o, fe 
+9d)=0. La correspondencia S > S' entre los subespacios de Y y 
sus anuladores en V* tiene la propiedad de que : 


(10 S<T implica S'>7T' 


(se invierte la inclusión). Pues si fe T' será (o, f)=0 para cualquier 
o en T, luego también para cualquier v en S<T. El anulador del 
subespacio constituído por O tan sólo, consiste en todo el espacio 
dual V*; y el anulador de todo Y es el subespacio de V* consti- 
tuído por sólo la función nula, 

Dualmente, cada subespacio R del espacio conjugado V* deter- 
mina como anulador un subespacio R' de Y, constituído por todos 
los É de Y con (É, f)=0 para cualquier f en R. 


TEOREMA 4. Si S es un subespacio k-dimensional del espacio 
n-dimensional V, el conjunto S' de todas las funciones lineales ( 
anulando a 8, será un subespacio (n —k)-dimensional del V*. 


Demostración. Elegida una base B,, ..., Bx de S, se podrá ex- 
tender a una base A,, ..., Ba de V. En la base dual f,, ..., fa de V”, 
la función f,c, +... +f.Ca se anulará en todo S si, y sólo si, se anula 
para cada £,, .... Bx, o sea, si £,=...=Cx=0. Esto significa, precisa- 
mente, que las 1 —k funciones fx», . ..., fa constituyen una base del 
anulador S' de S. 
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Este Teorema permite formular de otro modo el Teorema 1 
tivo al número de soluciones independientes de un sistema li: 
y homogéneo de ecuaciones. 

La correspondencia S->S' entre los espacios y sus anulad 
Meva al Principio de Dualidad de la geometría proyectiva n-din 
sional, en la cual son también básicos los resultados que sigt 


TEOREMA 5. La correspondencia S > 8S' cumple las siguie: 
propiedades : 


(19) (SY=8, (S4T)=8S-T', (8-TY=8S'4T". 


Demostración. Puesto que (£, f)=0 para todo £ en S yt 
fen S', cada ¿en S anulará a cualquier vector f en S”, luego £e ( 
o sea (S'Y > S, Pero por el Teorema 4, la dimensión de (S% 
n—(n—k)=k=d[S] ; por lo tanto es imposible que (SY > £ 
será (SY=8S. 

Esta ecuación establece que la correspondencia S>S' de 
subespacio a su anulador aplicada dos veces es la identidad, y, 
tener inversa, esta correspondencia será biunífoca de S sobre 
Por esto, también puede invertirse la inclusión expresada en (1 
y de aquí que S+T',,el menor espacio que contiene a S y a T 
transformará en S' —T”, el mayor espacio contenido en $S' y en 
Dnalmente, (39—T)=S'+T". 


CororarIo 1. Sea L(V) el conjunto de todos los subespa. 
de un espacio vectorial V de dimensión finita sobre un campo c 
mutativo, Existe una correspondencia biunivoca de L(V) sobr 
mismo, que invierte la inclusión y satisface a (12). 


Demostración. Fijemos en V una base £,, ..., $ cualqui 
Sea S un subespacio cualquiera de V, y sea S' el conjunto de to 
los vectores 9=Y,B,+... + Ys Bn tales que 


(13) 2, Y,+...+ZoYa=0 para todo ¿=(2,8,+... +2 Bn) e S. 
Puede repetirse ahora el razonamiento que conduce a (12) y al T 
rema £, lo que nos llevará al resultado deseado. 


Nota 1. Supongamos que V es un espacio vectorial sobre 
campo D no necesariamente conmutativo (*). Consideremos Y ec 


(*%) A los campos D conmutativos o no, se les llama también anillos de div: 
(division ring), reservando la palahra «campo» para el cano conmutativo. 


41 . NOTA AL CAPÍTULO 1X 


un espacio vectorial izquierdo (escalares a la izquierda). Las fórr 
las anteriores, especialmente la (7), indicarán que el dual V* es 
espacio vectorial derecho (los múltiplos escalares a la derecha de ' 
vectores). Con esta convención pueden extenderse casi todos los : 
sultados de esta sección, aunque no el anterior Corolario 1 ni el i 
morfismo no intrínseco del espacio Y con su dual V?*. 


Nota 2. En el caso de un espacio E vectorial euclideo. exi: 
un isomorfismo natural, o intrínseco, entre E y su dual E*, o 
puede definirse mediante el producto interno (£, n). La fórm: 
€f,=(E, n) define para cada vector ye E una función f, sobre E, c 
es lineal, puesto que (£,.1) es bilineal. Puede verse fácilme: 
que la correspondencia y >f, es un isomorfismo de E sobre E*. 


Nota 3, El isomorfismo entre V y V* no será generalme, 
válido para un espacio V de infinitas dimensiones. Bea V, por eje 
plo, el conjunto de todas las sucesiones E=(%,, ..., (a), aeF, e 
tengan un número finito de elementos distintos de cero. La adio: 
y multiplicación se efectuarán férmino a término. Cualquier fi 
ción lineal sobre V puede ser representada en la forma Éf=X: 
por una lista infinita arbitraria de coeficientes (01, Cap ..., Ca, » 
Luego el espacio dual V* constará de tales listas o sucesiones ¡1 
nitas. Los espacios Y y V* no son isomorfos. Por ejemplo, si P 
un campo numerable, Y será numerable, pero V* no lo será. 


EJERCICIOS 


1. Completar Ja demostración del Teorema 2. 


2. Sean n funciones f,, ..., fa linealmente independientes sobre un espi 
n-dimensional V, y sean €,, ..., Cn constantes dadas. Probar que ex 
un vector ¿ en V, y sólo uno, con ¿f¡=0;, b=1, ..., n. Interpretarilo : 
diante las ecuaciones lineales no homogéneas. 

3. a) Completar la prueba de la Nota 2. 

b) Mostrar su relación con el Corol. 1 del Teor. 1. 

4. En V,(C) definir (f, rx, Y, — TY, +2,Y. 7 YY Para cada subespaci 

- definir S' como el conjunto de todos los vectores y con (£, )=0 para 1 
£eS, Demostrar (11)-(12) y ver que si S es unidimensional, será $ « 


4. Nota al Capítulo IX 


Geometría proyectiva. En el plano real afín, dos puntos « 
tintos pertenecen a una sola recta, y dos rectas no paralelas se « 
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Finscen un punto único. Construyamos ahora un plano real proyec- 
hise en el cual 


3) Dos puntos distintos pertenecen a una recta única ; 
1) Dos rectas distintas cualesquiera se cortan en un punto 


de 
“ ¿5 Hats dos propiedades de incidencia son duales entre sí, en el 


evgitido de que cambiando la palabra «recta» por «punto» y vice- 
NEXEa, la 1) se cambia en la II) y la 11) en ]). 


a si Una manera de construir el plano proyectivo real P,(R*) ex la 
8 ante : Sea. Y, un espacio vectorial tridimensional sobre el cam- 
“po RY de los números reales. Llamemos «punto» de P, a'un suh- 


«Euptolo vectorial lineal y unidimensional de V,, tal como $. Tula- 


remos «erecta» de P, a 'un subespacio vectorial lineal y de dimen- 


Be: n 2 de V,, tal como L. Finalmente, diremos que S-está en f, 
0: ¡Pertenece a L, cuando el subespacio $ esté contenido en el amh- 
-£Hpacio L. 


e 


La demostración de que los «puntos» y «rectas» de P,(R*) cum- 


"plon. D) y II) es como sigue ; Si los puntos S, y S, son los espacios 
Ñe ao, desarrollados por los vectoros.a, y ay, será S,48, cuan- 


do, y sólo cuando, a, y a, sean linealmente independientes. Da úni- 
ci-fenta L en que están S, y S, será entonces el subespacio vecto- 


dal. bidimensiosal desarrollado por a, y %,, lo que demuestra 1). 


En:swguudo lugar, si dos rectas (subespacios vectoriales bidimen- 


a sionales) L, y L, son distintas, el subespacio L,+ La, que es su 


- Suma lineal, deberá tener una dimensión mayor, luego coincidirá 


: hezal todo V,. Por lo tanto, 


“Aim: (L, = L,)=dim L,+dim L¿—dim (L,+L,)=2+2—8=1, 


de modo que el único punto común a £, y L, será el espacio uni- 


¿H 'dimensional L,— La, lo que demuestra 11). 


“Phara obtener en P,(R*) unas coordenadas proyectivas conve- 


: 'újóntes, supongamos que V, es el espacio V,¿(R*) de las ternas 


. (bas d%,, Z,) de números reales, Entonces, cada terna no nula de- 


-.Ssrminará un punto S de P,. Las dos ternas (%,, T, 25) y (cr, 
. Gty, 621) determinarán el mismo punto si c0. A estas ternas, 


con la identificación 


(t,, Ta, T,)=(C7,, 74, Crd, c+0, 
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las llamaremos coordenadas homogéneas del punto S. Y puesto que 
un subespacio bidimensional L de V, puede definirse como el con- 
junto de vectores solución de una ecuación lineal homogénea, una 
recta L de P, será el conjunto de puntos cuyas coordenadas homo- 
géneas satisfacen a una ecuación 


(1) 4,T,+4,%,+0,2,=0  (8,, 4z, a) (0, 0, 0). 


Llamaremos a (a,, 44, 0,) las coordenadas homogéneas de lu recta J.. 
Es claro que las ternas (G,, G,, 6,) y (ca,, Cd,, Cay) determinan la 
misma recta. 

El plano proyectivo real tiene una representación geométrica 
muy simple. Las coordenadas homogéneas de un punto pueden ser 
«normalizadas» multiplicándolas por (x,*+x,*+x,*)*?, así que en 
las nuevas coordenadas (y,, Ya, Ya) se tendrá y *+yx1*+ys* =1, pu- 
diéndose representar sobre la esfera unidad. Dos puntos diametral- 
mente opuestog de esta eafera, (Ya, Ya, Ya) Y (—Ya) —Ya» —Yn), de- 
terminan “el mismo punto de P,. De otro modo : los puntos de P, 
pueden obtenerse identificando los pares de puntos diametralmente 
opuestos de la esfera unidad. Ahora bien, los gubespacios bidimen- 
sionales L de Y, cortan a esta esfera en círculos máximos, de modo 
que cada recta de P, consistirá en los puntos (o pares de puntos 
antípodas) de un círculo máximo. Así, es claro que dos rectas pro- 
yectivas (dos ciroulos máximos) se cortan siempre en un punto (un 
par de puntos antípodas). 

Es olaro también que cada ¿ubespacio vectorial unidimensional 
(C2,, CZ3, 024), con 2,5%0, corta al plano afín z,=1 en el punto 
(2,[Z,, Ta/Z,, 1); las razones (t,fta, T:f73) se llaman coordenadas 
no homogéneas del punto proyectivo (cz,, CTz, CZ,). Pero el lugar 
x,=0 es una recta proyectiva, llamada recta del infinito. Se com- 
prueba que toda recta 


L: a,2,+0,32,+68,2,=0 


del plano proyectivo P, es, o bien la recta del infinito x,=0 (si 
a,=4,=0), o bien una recta del plano afín, a,(x,/x,)+0,(x,/2,) + 
+4,=0, más un punto (az, —4,, 0) de la recta del infinito. 

Sobre cualquier campo F puede construirse un espacio proyec- 
tivo n-dimensional. El paso esencial comienza en la consideración 
de un espacio vectorial Y =V,,.(F) de una dimensión més. Luego, 
P=P.(F) se construye como sigue : un punto de P es un subespa- 
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cio S unidimensional de Y ; un subespacio m-dimensional de 1 
el conjunto de todos los puntos S de P que pertenecen a un : 
espacio (m-+1)-dimensional de V, tal como L. Evidentemente, c 
subespacio es isomorfo al espacio proyectivo m-dimensionsl Pm 
terminado del mismo modo por el espacia vectorial (m-+1)-din 
sional L. Si representamos V (por coordenadas con respecto a 

base conveniente) como el espacio constituido por conjuntos 
(n+1) elementos ordenados de F, entonces, cada punto S de 
vendrá dado por sus n+1 coordenadas homogéness (£,, ..., 
y las coordenadas (cZ,, ..., GTas) con c340, determinarán el 1 
mo punto, Un hiperplano (o subespacio de dimensión n— 1) : 
de nuevo el lugar definido por una ecuación lineal homogénea 


(9) Tr +... +0 Ta, =0, (Ar, ..., Gan) E (0, ..., 0). 


Los números (8, ..., Ga.) pueden considerarse como las coorde 
das homogéneas del hiperplano. Las relaciones entre el espacio ] 
yectivo P y el «espacio proyectivo» cuyos puntos son los hiper] 
nos de P, son exactamente paralelas a las relaciones entre el esp: 
vectorial Y y el espacio dual V*. Por los resultados del Cap. * 
"sabemos, además, que el conjunto de 7 ecuaciones del tipo (2) 
nealmente independientes determinará un subespacio proyectivo 
n —r dimensiones. 

Sea T : V > Y una transformación lineal regular. Es sabido : 
T transformará cada subespacio lineal S de V en un subespa 
lineal S* de V, Por lo tanto, T induce una transformación S > £ 
de log puntos del espacio proyectivo P, y esta transformación 
hace corresponder a subespacios proyectivos también subespac 
proyectivos, conservando su dimensión. Llamaremos a T* 1 
transformación proyectiva de P. Si T, y Ta son dos transformac 
nes regulares de V, el producto T,T, inducirá una transformac 
(T,T,)? de P, igual al producto T?TI de las traneformaciones 
ducidas.:Por lo tanto, el conjunto de todas las transformaciones p 
yectivas constituye un grupo, que es el grupo" proyectivo n-dim. 
sional. La correspondencia T > T'* será un homomorásmo del gn 
lineal completo en 2+1 dimensiones al grupo proyectivo de rn 
rmengiones. 

Con referencia a un sistema dado de coordenadas de V, la tra 
formación T vendrá dada por una matriz regular [ay (] de t 
(n4+1) x (141). En este caso, la transformación T* transform: 


4) . NOTA AL CAPÍTULO IX 4 


el punto de coordenadas homogéneas (%;, ..., Tas) en él punto é 
coordenadas homogéneas (Y,, ..., Yas1) dadas por 


(8) Y=T:0+ o. +ZaorOe 1 (f=1, ..., n+1). 


TEOREMA 1. Las matrices (n+1)x(n+1), A, determinan | 
transformación proyectiva idéntica T* de P, si, y sólo si,.A es u 
múltiplo escalar cI de la matriz identidad 1, con c40. 


Demostración. Si A=cl, será y¡=0z7, y las coordenadas hom: 
góneas (2, ..., Za.) y (0Z,, ..., Cao) determinarán el mismo pur 
to, luego T* será la identidad. Recfprocamente, supongamos qu 
T* es la identidad. En este caso, cada uno de los n+1 vectore 
unidad e deberá: transformarse en un múltiplo escalar c:1, lueg 
Á será una matriz diagonal con elementos diagonales C,, ..., Ca, 
Pero también el vector (1, 1, ..., 1) deberá transformarse en un 
de sus múltiplos escalares, y como A lo transforma en (C,, ..., Cas. 
deberán ser iguales todas las c, y, por consiguiente, Á será un mí: 
tiplo escalar de 1, c. q. d. 


CoroLarIo. El grupo proyectivo en n dimensiones sobre « 
campo E, es isomorfo con el grupo cociente del grupo lineal con 
pleto en n+1 dimensiones por el subgrupo de los múltiplos escc 
.lares no nulos de la identidad. 


Demostración. La representación T->'T*.es un homomoríl: 
: mo del grupo lineal completo al grupo proyectivo. El Teorema 
dice que el múcleo de este homomorfismo es, precisamente, el cor 
junto de múltiplos escalares de la identidad. Y de aquí resulta ] 
tesis, recordando el Teor. 28 del Cap. VI. 

- También es consecuencia de esto que dos matrices Á y Á, di 
terminarán la misma transformación si, y sólo si; es Aj=c4Á, co 
c escalar. 

Para una recta proyectiva unidimensional, Ja transformació 
proyectiva tiene la forma 

: =02%, + bx a b 
Sd ya=czi1de, l: ¿| cad 
En función de las coordenadas no homogéneas, 2=3,/2, y W=Y4 ly. 
esta transformación puede expresarse por la sustitución fraccion: 
ria de términos lineales 
cz+4d 

e az+b 
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que se obtiene dividiendo miembro a miembro las (4). Esta e 
ción puede interpretarse así : cuando c=0, el punto 2=00 se tr 
forma en el tp=00; si c£0, el punto 2=00 se transforma en el 
mientras el punto 2=—4]c se transforma en el 1 =00, La cor 
ción de esta interpretación simbólica puede establecerse vnlvie 
a las ecueciones homogéneas (4). En el espacio de n dimensic 
es posible una representación semejante de las transformacic 
proyectivas, poniéndose 


(5') Wi 2,04 + so. 2a0oi + Ua41, 1 (b,=4j, a+1, 
210,+... + 2200 + Da, 1 í=1, ...,s n). 


Hemos visto que las transformaciones proyectivas de P, 
transforman rectas en rectas. Recíprocamente, es un resultado 
sico que toda transformación biunívoca de un espacio proyec 
real, que transforme rectaa en rectas, es proyectiva, para n' 
(ver Ejercicio 6). 

Una forma cuadrática homogénea con tres variables detern 
un lugar 


(6) , E 2ibigta=0 [s, j=1, 2, 8] 


en el plano proyectivo, pues si las coordenadas (%,, %7, 73) sati: 
cen A la ecuación, lo mismo sucederá con las (cx,, c%a, 0x4). A « 
lugar se le lema una cónica proyectiva; la característica (pro; 
tiva) de la cónica es igual a la caracteristica de la matriz B de 
coeficientes. En el plano proyectivo real, cualquier cónica no de 
nerada es equivalente a una de las que tienen por ecuación alg 
de las siguientes : 


(m) 1 42 +2 =0, 2 +2 —2?=0, 
(7) —P —2y —2,=0, zz? —zxy—eju0, 


Cambiando todos los signos no altera el lugar representado, lu 
las cónicas (7') son las mismas (7). Pero la primera de ellas car 
de puntos reales. Por lo temto, puede concluirse que en el pl 
Aci real, dos cónicas cualesquiera son proyectivamente ex 
ocientes. 


EJERCICIOS 


1. En el espacio proyectivo tridimensional sobre un campo F, demostr 
a) Dos puntos distintos determinan una recta; 
b) Tres puntos distintos no alineados determinan un plano. 
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Generalizar el Ejercicio 1 al espacio proyectivo n-dimensional,. 
Expresar todos los puntos, las rectas y los puntos de cada recta en 
plano proyectivo sobre J.,. 

En el plano proyectivo sobre un campo finito de n elementos, demostr 
que existen n'+n+1 puntos, n*+n+1 rectas y n+1 puntos sobre ea 
recta. 

La razón doble de cuatro puntos Z,, Z,, Z, y 2, es, por definición, el e 
ciente (27, —2,) (2, —2,/(2, —2,) (2, —2,) (con el oportuno convenio cua 
do es 2,=30). Demostrar que la razón doble es invariante para las trar 
formaciones lineales (5). . 

Demostrar que la transformación (z,, 2, 2,)->(2,*, 2,*, 2,%) transpor 
rectas sobre rectas, en el plano proyectivo complejo, pero no es proyt 
tiva. El asterisco indica al complejo conjugado, 

¿Qué representa la cónica proyectiva 1,*==2r,7, en el plano afín? 
Dar una clasificación completa respecto al grupo proyectivo de las cu 
dricas en P,(R?*). 
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